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Eine Untersuchung iiber die existenz gewisser
metrisierbarer minimaler HAUSDORFF Topologien

ASUMAN ILGAZ

Schwarzenmeer Technische Universitaet in Trabzon Abteilung fiir Mathematik
I. KURZFASSUNG

In einer Arbeit, die in [1] erschienen ist, hat DOMIATY
gezeigt, daB die Bergriffe “Topologie auf R und “Metrik auf R”
eigentlich voneinander unabhaengig sind.

Bisher beschraenkte man sich darauf, einem metrischen
Raum (R,d) nur die, durch d in R induzierte Topologie T, die
natiirliche Topologie in (R,d), zuzuordnen. Nach Zugrundelegung
einer geeigneten Definition (Vgl. Def. 1) kann man einem metrisc-
hem Raum weitere Topologien zuordnen und daher der Prob-
lemstellung besser angepasste Topologien auswaehlen. (Vgl. zB.
[2]). In dieser Arbeit wird gezeigt, daB man einer speziellen Klasse
von metrischen Raeumen, die die iiblichen euklidischen Raeumen
®" umfassen, eine minimale HAUSDORFF - Topologien zu-
ordnen kann. (Vgl. Def. 2). Die Konstruktion wird explizit durch-
gefithrt.

II. BEZEICHNUNGEN

Do leere Menge.

R ....... eine beliebige Menge.

P (R).... Potenzmenge von R.

T (R)..... Familie aller Topologien auf R.

T, (R) ... Familie aller HAUSDORFF Topologien auf R.
D (R).. .. Familie aller Metriken auf R.

(R, T).... mit T € T (R) ein topologischer Raum.

= [A = R | A A e T]Menge aller abgeschlossenen
Teilmengen von R.
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Uy (p) ... Menge aller Umgebungen von p € R.

(R,d) .... mit d ¢ D (R) ein metrischer Raum.

B(p,r).. = [qeR | d(pqg) <r] abgeschlossene Kugel
mitpe Rund 0 <r < o0 .

K (pr).. = [qe R |d(p, q) < r]offene Kugel mitp € R
und 0 < r <

by ... .. = [B (p,r) [peR, 0<r < x]

ky ... .. = [K(pr) |peR 0<r < ]

V (R, d).. die Menge der mit d vertraeglichen Topologien
aus T (R). (Vgl. Def. 1)

3 (M) .... Durchmesser von M < R.

B ... Filterbasis aus offenen Mengen iiber R. (das heiBt
B+# o, o ¢B8 < T und zu By, By < B gilt es
ein B < B mitB = B: n By

BF von { iiber R erzeugte Filter.
LiM 8.... Menge aller Limespunkten von §
‘ (p € LIM B genau dann, wenn 8F 2 U, (p) ).
LiMg.... = LIM g¥
ADH B¥.. Menge aller Adherenspunkten von 3 .

(ADH g = [ B = ADH g¥).
Bep

@

Die Bezeichnungen “abgeschlossene” und “offene” Kugel
sind hier nur im bezeichnungs technischen und nicht im topolo-

gischen Sinn zu verstehen.

IIT. MINIMALE HAUSDORFF TOPOLOGIEN

In [1] wurde dem metrischen Raum (R, d) eine Familie
V< T (R) zugeordnet. Dabei wurde verlangt, daf diese Familie
mit d in einfacher Beziehung steht und neben der induzierten
Topologie T, noch méglichst viele weitere Topologien enthalten
soll. Diese Forderungen fithrte in [1] zur folgenden Vereinbarung:



EINE UNTERSUCHUNG UBER DIE EXISTENZ.. 201

Definition I
Gegeben sei (R,d).
1. Genaudannsollein T € T (R) mit der Metrikd vertraeglich

heifen, wenn

b, € A,

ist.

2. V (R.,d) sei die Menge aller mit d vertraeglichen Topologien
aus T (R).

Es zeigt sich, daB in V (R,d) eine grsbste Topologie T*,eV (R,d)
existiert. Diese Topologie wurde in [1] die* — induzierte oder
die* — natiirliche Topologie in (R,d) genannt. Jede Topologie
T aus V (R,d) besitzt die T —~ Eigenschaft, aber nicht jede Topo-
logie aus ¥ (R,d) mup die T, — Eigenschaft besitzen. Zum Beispiel
ist im fall § (R) = oo der Raum (R, T*,) sicher kein T, — Raum.
Leider verliert man dadurch eine, fiir den Aufbau einer inneren
Geometrie wichtige Eigenschaft. Bei der Konstruktion der. in-
neren Metrik in einem gewdhnlichen metrischen Raum (R,d)
spielt der Begriff des Bogens eine fundamentale Rolle.” Unter
einem Bogen in einem topologischen Raum verstehen wir hier
das ein-eindeutige und stetige Bild eines kompakten Intervalles
der reellen Zahlengeraden in R.

Das ist eine etwas allgemeinere Formulierung des Bogen-
begriffes; denn meift nennt man eine Punktmenge aus R erst
dann einen Bogen, wenn sie einem kompakten Interval homéo-
morph ist. Dieser algemeinen Bogenbegriff faellt mit dem iiblichen
zusammen, wenn (R, T) ein HAUSDORFF - Raum ist. Das
HAUSDORFF sche Trennungsaxiom spielt noch aus folgenden
Grund eine grofe Rolle. Sei (R, T) ein fester topologischer Raum
P> q und r drei Punkte aus R. Weiter sei A ein Bogen aus R, der
p mit r und B ein Bogen, der r mit q verbindet.

Denkt man sich jetzt A und B in bekanter Weise anecinander
gefiigt, so wird A U B i.a. kein Bogen sein, jedoch kann man,
falls (R, T) ein HAUSDORFF - Raum ist, zeigen, dap es einen
Bogen C < A y B gibt, der p und q verbindet.
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Denn A y B ist das stetige Bild eines kompakten Intervalles
der Zahlengeraden in einen HAUSDORFF - Raum und somit
bogen - zusammenhaengend. Diese topologische Eigenschaft ist
aber wesentlich zum Nachweis, daf der innere Abstand die Dreieck
Ungleichung erfiillt, dh. eine Metrik ist. Es ist daher naheliegend
nach T, - Topolgien in V' (R, d) zu fragen, vor allem nach solchen,
die grober sind als T,

Esseif: (R, T)> (R’, T') eine stetige Abbildung. Diese Abbil-
dung bleibt stetig, wenn man T verfeinert und T’ vergrobert. Je
grober man daher die Topologie iiber der Menge R’ waehlt, desto
mehr stetige Abbildungen gibt es. Insbesonders gibt es auch umso
mehr Bogen in (R’, T’), je grober die Topologie T’ ist. Zur Ein-
filhrung einer inneren Metrik in (R, d) ist es aber auch wichtig,
eine groBe Menge von Bogen vorraetig zu haben. Man ordne also
einem metrischen Raum (R, d) eine HAUSDORFF - Topologie
so zu, daf der topologischer Raum (R, T) so viele Bogen wie mog-
lich enthaelt. Diese Forderung ist gleichbedeutend damit, daf T’
so grob als méglich gewaehlt wird. Somit kommt man in natiir-
licher Weise zur Frage nach der Existenz und Struktur von mini-
malen HAUSDORFF - Topologien die mit d vertraeglich sind.

In {1 ] wird daran anschliefend das folgende Problem auf-

geworfen.

T, — Problem: Man charakterisiere jene metrischen Raeume
fiir die, eine minimale T, — Topologie T™ € V (R, d) existiert.
Es gibt metrische Raeume, fiir die TH existiert. Beispielsweise
jene, in welchen T, = T*, oder T, eine kompakte Topologie ist.
In beiden Faellen ist TH = Tj,.

Nachzutragen ist nun
Definition 2.

Ein HAUSDORFF - Raum (R,7T) heift minimal, kurz mini-
maler T, — Raum, wenn fiir jede Topologie T* € T, (R) mit
T* = T die Beziehung T* = T folgt.

Ein minimaler T — Raum (R,T) ist daher ein topologischer

Raum, fiir die jede mit T vergleichbare Topologie aus T, (R)
feiner als T ist.
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SATZ I*

Ein T, - Raum (R, T) ist dann und nur dann -ein minimaler
T, — Raum, wenn jede Filterbasis iiber R, die aus offener Mengen
besteht und genau einen Adherenzpunkt besitzt, konvergiert.

Beweis:

«

—” (indirekt): Wir machen die folgende Annahme:

Es gibt eine Topologie T* ¢ T, (R), so daB T* < T ist.
Weil T echt feiner ist als T*, gibt es wenigstens eine offene Menge
G in T, die nicht in T™* liegt. Da G 4 @ sein muf, gibt es wenigs-
tens einen Punkt p € G mit

peGn 3+ G .

(Mit §;* G bezeichnen wir den Rand von G beziiglich der Topo-
logie T*.)

Weil G eine offene Umgebung von p beziiglich der Topologie
T, aber nicht eine Umgebung von p beziiglich der Topologie
T* ist, ist dic Menge der offenen Umgebungen von p beziiglich
T eine echte Obermenge der Menge der offenen Umgebungen von
p beziiglich T*, kurz

U% (p) > U%hx (p) -
Nun sei 8 : = U%« (p) . B ist eine Filterbasis von p in T*, die
aus offenen Mengen besteht. Nach Definition von B gilt
B <T und p¥ < Uy (p) -

BF ist also grober als der Umgebungsfilter U, (p) beziiglich
T (weil G € Uy (p) mit G e £F), so daP p nicht Limespunkt
dieser Filterbasis sein kann. Das heiBt:

(1.1) p ¢ LIM B
T
Beziiglich der T* — Topologie ist
(1.2) peLIMB
. T*

* Dieser Satz ist bekanut (Vgl. zB. [4], S. 146 Probl. 19) Da aber Beweise sehr
schwer zugaenglich sind und meist sehr knapp gehalten sind (Vgl. [5]) fiihren wir
hier eine neue Version explizit durch.
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(wegen B — Up (p) -
Aus (1.2) folgt, da (R, T*) ein T, — Raum ist,
1.3) {p} = ADH g ;
T*
wegen T* < T gilt weiter
(1.4) ADH § =2 ADH g.
T* T

Aus (1.3), (1.4) und der Tatsache, daB p € B fiir jedes B € §,
folgt schlieplich

{p} = ADH 8 .
T

Mit (1.1) haben wir daher einen Widerspruch abgeleitet.
Die Annahme T* < T ist daher falsch.

173

<" (indirekt). Es sei By < T ein Filterbasis aus offenen Mengen
mit

(1.5) ADH B8y = {po} und LIM By = o

Wir zeigen, da man dann auf der Menge R eine Topologie T*
konstruieren kann, die echt gréber ist als T und das T, - Axiom
erfilllt. Jedem Punkt q € R ordnen wir das Mengensystem

Uy (q) fir ¢ 7~ po
(1.6) Wq L= .
{U v B} fir q = po
U e Uy (po)
B e Bo
zZu.

Die Mengen W sind Umgebungsbasen fiir die Punkte q aus R
beziiglich einer Topologie T* . Denn es gilt :

a) VqekR, Vew,: qeV .

b) YqeR VV,Vew, IV;eW,: VeV, eV
Diese Aussage ist trivial fiir Punkte q 7% pg . Fiir den Punkt p,
ergibt sich die Behauptung durch direkte Berechnung.

Sei V; = U; U By, V, = U, U B, dann ist
VinV,=(U:uB) n(U,vu B)=2(U: n Uy u (B: n By).
Da es zu U, und U, aus U, (po) ein Us e Ug(po)
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mit Uy € U, n U, und zu B, und B, aus §;
ein By € By mit By < B: n B, gibt, erhaelt man,
wenn man V3 : = Uy U Bj e W, setzt,
Vs Ui nU)uyu BinB)eV.inV,
¢) YqeR VeW, 31QeW,:QcV
VxeQ IWeW, :WcQ.
Fiir einen Punkt q £ pg, ergibt sich die Behauptung unmittelbar.

Weil (R, T) ein T, - Raum ist, gibt es zu jedem V € W eine of-
fene Menge Q mit

QewynT, qeQcV, P, ¢ Q.
Da Q € T ist, gilt fiir jeden Punkt x € Q
IWeW, N T: W< Q.

Fir den Punkt py ergibt sich die Behauptung durch direkte
Berechnung. Es sei U U B € Wp, , wobei nach Definition

U e U; (po) und B € By ist. Es gibt eine Menge Q mit
pe eV Qe Wp, n T.
Da Q e T ist, gilt fiir jeden Punkt x € Q
IWeW, nT:Wc Q.
d) Wegen a),b), c) stellt W, aus (1.6) fiir jeden Punkt q € R
ein Umgebungsbasis fiir eine neue Topologie T* dar. Sei G < R.

G ist genau dann offen beziiglich T*, kurz G € T*, wenn entweder
G = o oder fiir jeden Punkt ge G, eine Menge VeW , ‘mit

Veo

existiert.

e) Nun zeigen wir T* < T . Dazu betrachten wir das System
der Umgebungen eines Punktes q € R in beiden Topologien:
Ist q %= p,, so folgt nach Definition (1.6)

U (q) = Uy (q) .

Nun sei q = p, . Fiir jede Umgebung V € W gibt es nach (1.6)
eine Umgebung U € Uy (p)) mit U = V.
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Daraus folgt, da Wp, ein Umgebungsbasis fir U,* (p,) darstelit,

Uy (po) 2 Ur* (po) »
das heiBt e) ist richtig.

f) Jetzt zeigen wir, dap T* £ T ist. Aus (1.6) folgt einerseits
BF =2 Wp,, und daher auch B;F = Uy* (p,). das heift :

P, € LIM 3,
T*

Andererseits ist nach Voraussetzung

BF 2 Up (py) s

das heifit, es gibt eine Umgebung. U e U; (p,) mit U ¢ BF
Fiir dieses U gilt U ¢ U.,* (p,) . Es ergibt sich somit eine offene
Menge G € U% (p,) mit G ¢ Uy* (py), das haift :

™ £ T .

g) T* — Topologie ist eine T, -Topologie: Fiir zwei verschiedene
Punkte aus (R — {p,} ) gibt es trivialerweise punktefremde
Umgebungen. Fiir ein Punktepaar (p,, q) mit py = q aus R ergibt
sich die Behauptung durch direkte Berechnung. Es seien

Uo € UT (Po) Vo € Wq = UT (q)

zwei Umgebungen mit der Eigenschaft
Uy n Vo= o

Dann gibt es wenigstens eine Basiselement @, € 8,50 daf q ¢ 8,
ist. (sonst waere ¢ € ADH pF , was wegen (1.5) q = p, zur
Folge haette.)

Nun nehmen wir V = V° o d B, € W, als eine Umgebung von
qund Uj U By € W als eine Umgebung von p, bzlg. T* . Fir
den Durchschnitt dieser Umgebungen ergibt sich:

(Uo U By) n (Vo n @By

=(Uon Vo n adBy) u (Bo n By n Vo) = 2
Damit ist T* € T, (R) gezeigt.
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SATZ 2

Jedem lokal - kompakten T, — Raum (R, T) kann man eine
grobere Topologie Ty zuordnen, so da (R, T;) ein kompakter
T~ Raum wird

Beweis :
Wir fithren den Beweis in zwei Schritten:
Erster Schritt :

Zuerst kompaktifizieren wir (R, T) durch die Hinzunahme
eines Punktes oo , der nicht in R liegt und zeigen folgenden Satz:
(Vgl. {6], IL. Seite 43, Satz 5). Ist (R, T) ein lokal-kompakter
Ty~ Raum, und setzt man R*: = Ry { w0 }, so ist die Ein - Punkt-
Kompaktifizierung (R*, T*) von (R, T) ein kompakter T, - Raum.
Insbhesonders ist die Abbildung

i:R-R*;i(p)=1p

ein Homdomorphismus von (R, T) in (R*, T*). Wir fiihren den
Beweis dieses Satzes deswegen durch, weil wir die Topologie
T* in expliziter Form benétigen. Wir definieren die Topologie
T* durch die Basis B :

B=TUu{(R-C U {wo}]|Cc R, Cistkompaktin (R,T) g .
‘ )
Wir zeigen, daB B ein Basis ist, das heift, daf aus

Bl,BzeB BlnBZEB
folgt.

a) Wenn By, B, € T ist, so ist die Behauptung trivial.

b) Wenn B; € T und B, ¢ T ist, gilt :

Bin[{o}UR—-C]1=B:, nR—CeT >
BinB eTgz< B.

\

c)WennBl,ng_ET—»; {0} U (R—Cl)g n g{oo} U (R—GCy) ¢ —

{0} U %R-(Cl U Cz)geB .

Somit ist B ein Basis.
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(A) (R*, T*) ist ein T, — Raum.,
Bewets :

Es seien x und y zwei verschiedene Punkte von (R*, T*).
Wenn sowohl x als auch y vom Punkt oo verschieden sind, dann
gehoren beide zum Raum (R, T), und es muP zwei disjunkte
offene Mengen G, H € T geben, so daf x € G und y < H ist.
Wegen T < T* ist G, H € T* . Jetzt betrachten wir den Fall,
daf einer dieser Punkten, zB. y = oo ist. Wegen der lokal-Kom-
paktheit und der T, — Eigenschaft von (R, T), gibt es eine offene
Menge G € T mit der Eigenschaft, dap x € G und G kompakt
und somit auch abgeschlossen beziiglich T ist. Daher ist R - G
eine offene Menge in (R, T) und seine Komplement ist abgesch-
lossen und kompakt in (R, T). Nach Definition der Ein-Punkt-
Kompaktifizierung ist H: = {0} U (R-G) ein offene Menge in
(R*, T*), die den Punkt oo enthaelt. Wegen x € G € T* und
weHeT*und G n H= g ist (A) auch in diesem Falle ge-
zeigt,

B R*, T*) ist ein kompakter Raum.
( p
Bewets

Es sei {Ga}opn & T* eine offene Ueb‘erdeckung von R*. Es
gibt dann ein 2ge A , mit 00 € Gy . Weiter gibt es ein Basis-

element B € B in der Topologie T* , so daf
weB={w}u (RC) = G7‘0
Da C eine kompakte Menge in (R,T) ist, folgt :

dB =d {o} n d (RC) =R n [R*-RC(] =C
das heift d B ist kompakt in (R, T).
Nun es gibt in A eine endliche Anzahl 3, ... %,

n
von Indizes mit der Eigenschaft U G, =2C. Daher ist
i=1
n
Gy U U G;; = R*
i=1

eine endliche Teiliiberdeckung von [G;]. Damit ist (B) gezeigt.



EINE UNTERSUCHUNG UBER DIE EXISTENZ... 209

(€) (R*, T*) ist ein normaler Raum.

Beweis: ¥

Es seien F, F* ¢ A,* und FnF* = g»; F und F* sind daher
kompakte Mengen in (R*, T*). Wegen der T, — Eigenschaft gibt
es fiir jedes Punktepaar (x, x*), x € Fund x* € F*, zwei offene
Mengen G (x, x*), G* (x, x*) € T* mit der Eigenschaft x € G
(x, x*), x* ¢ G* (x, x*) und :

G (x,x*) n G* (x, x*) = ¢

Fiir jeden bestimmten Punkt x e F, stellt die Familie

{G* (x, x*) | x* € F*} eine offene Ueberdeckung von F* dar.
Wegen der kompaktheit enthaelt diese Ueberdeckung eine endliche
Teiliiberdeckung :

{G* (x, x*) | i=12,..n}

n n
Wenn wir als G*, = U G* (x, x*) und 1 G (x, x*)
i=1 i=1
= G (x) nehmen, dann gilt :
xeG(x), F* « G*, (x)und C (x) n G*, (x) = &
Die Familie { G (x) | x € F } stellt eine offene Ueberdeckung

der kompakten Menge F dar. Wieder muf es eine endliche Teil-
iiberdeckung geben

(G| i=123...m}

m , m
Wenn wir als G = |J G(x;)) wndG*=[) G*; (x;)
i=1 i=1 !
nehmen, dann folgt :
F < G, F*cG*, G nG*= g
Zweiter Schritt.

Es sei (R*, T*) ein kompakter T, - Raum, und es sei
Fe A= —~{ }. Dann gibt es einen kompkaten T, - Raum (Q,T),
einen Punkt q, € Q und eine stetige Abbildung f: R* — Q mit
der Eigenschaft

* Ergibt sich unmittelbar aus der Tatsache, daB jeder kompakte T, - Raum normal
ist. Der Vollstaendigkeithalber geben wir auch dazu einen Beweis,
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f(F) ={ g} und T : (R* - F) > (Q - {qo} )

ist ein Homéomorphismus.
Beweis :

Wir konstruieren diesen Raum. (Q, Tj) explizit. (Vgl. auch [6]
II, Seite 12, Satz 4). o sei folgende Aquivalenzrelation auf R*:
Fir x, y € R* gelte

xpy:e{xy;cF
Der Raum Q: = R*/p besteht dann aus den Aquivalenzklassen:

Q={lqle laeR*} ={[x][x¢F}u{[Fl]z < F}
Daraus folgt, dap Q : = R* | o eine a-Zerlegung ist, das heift,
Q < P (R*) mit
sVocl,ozzeA, arFoy: Do ﬂDoc2 = g
0= (D Shr-toh)

i

U Da = R*
Die Projektion P ’

p:R*~Q; p(d = [q] qeR*.
ist eine surjektive Abbildung.
Beziiglich dieser Abbildung lautet die Quotienten — Topologie:

To:=T*|p:={G<=Q |p'(G)eT*}.
a) Die Projektion p ist stetig .
Beweis :
YV GeT*p; pt (G)e T*

b) Die Projektion p ist abgeschlossen .

Beweis

Fiir jede abgeschlossene Menge A € Ay« ist p (A) = U [s],
sEA

und fiir jedes Element der abgeschlossenen Menge A gilt :
{s} s¢F

F se F
ist A n F= g ,dann folgt :

pA) =UTIBI=AcAx op(A)eAnp .
s€A

[s] =
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ist hingegen A n F £ o , so ist
pA) =M [s]=AUFeAr op(Ad)eAmp.

seA
¢} Der Raum (Q, T ist ein kompakter Raum.
Beweis :

(R*, T*) ist ein kompakter Raum und p: R* » Q ist

nach (a) eine stetige und surjektive Abbildung.
Es sei {G,} eine offene Ueberdeckung von (Q, Ty.).

Dann ist { p~! (G,)} eine offene Ueberdeckung von (R*, T*).
Weil (R*, T*) kompakt ist, gibt es eine endliche Teiliiberdeckung:
{p~' (Gy) } i=12....... , I) ’
das heifft : Q = Gy, U G, U ... U Gt
d) Die Abbildung p | R*-F: (R*-F) > Q- {[z] }, z €F,
ist eine Homdéomorphismus,

Beweis ;

Im Definitionsbereich R* — F ist die Abbildung p bijektiv.
Wegen (a) ist sie stetig, wegen (b) ist sie abgeschlossen; daher ist
(p | R* - F)~! eine stetige Funktion. ([9], S. 54 Def. 85)

e) Aus (d) folgt, da der Raum (Q,.TO) ein Ty — Raum ist.

f) Da (Q, Ty) ein kompakter T, — Raum ist, ist (Q, Tp) ein
minimaler T, — Raum.

g) Die Topologie Ty ist grober als die Topologie T iiber R.

Beweis
P : R —» R
T Ty

p ist eine stetige Abbildung -~ T 2 T,
h) Der Quotientenraum (Q, Tgy) ist normal.
Beweis :

Ist der Raum (R*, T*) normal und ist die Projektion p: R* — Q
stetig und abgeschlossen, dann ist der Raum (R* [p, T* /p) normal:
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(R*, T*) normal & V Fy, F; ¢ A *: Fo n Fi = 2,
HGO,GleT*:FOSGO,Flgdl, Go NG, =g
-V Hy, H e T*, Hy, U H, = R*, I Ay Al e At
Ay € Hy, A, ¢ Hy Ay U A, = R*

Da wir wissen, daP p eine ahgeschlossene, surjektive und stetige
Abbildung von R* in R* [ ist, gilt fiir je zwei offene Mengen

Ho, Hi e T*/po mit Hy u H; = R*¥/p :

p stetig surjektif —

p-t (Hy), p~ (H) e T* , R* = p-' (Hy) U p~' (H)

(R*, T*) normal -~ 3 Ay, A, € Ap» : Ay < p~! (Hy)

Ay < pt (Hy) und Ay U A = R*

p abgeschlossen - p (Ag) < Hy , p (A1) € H,

P(A) U pMA)=R*Jo  undp(A)  p(A) € App

HILFSSATZ

Voraussaetzungen: ‘
1. (R, d) sei ein lokal-kompakter metrischer Raum.
2. Es gibt ein qg € R so dap fiir alle r>0 B (qp,r) kompakt ist.
3. Es sei (R*, T*), R*=R U [oo],
die 1- Punki-Kompaktifizierung von (R, Ty).
4. o sei folgende Aequivalenzrelation auf R* :
xpy:e{xy} s {qp, ®© },

~

R: = R*/p sei die Menge der Aequivalenzklassen und

~

d:ﬁxﬁ—»R; ﬁ([x]a [y]) = d(xy)

wobei x %% o und y % o0 zu waehlen ist.

5. Jedem [p] R wird das folgende System von Mengen

zugeordnet:
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K([p]. ¢)wenn[p][qo]: <0 mit[qe] ¢ K([p].c)

(K([pl & v Gr B ([p], 1/) wenn [p]=[qo];
e <0 beliebig.

U ([p]: = {U([p]}

Behauptungen:

U [pl:=

1. Das System aller Mengen |J . U ( fpl ) bildet eine
fpleR

Basis fiir eine Topologie T, .

2.T, = T*)p

Anmerkungen :

a) Die Topologie T* besitz folgende Darstellung

T = Ty U {(R-C) v {o} | C kompakt in (R, Ty)}

daraus erhaelt man sofort

Ape ={A U {0} ]AGATd { U }C|Ckompaktin (R, Ty) }.

b) 1 ist eine Metrik auf ﬁ; denn d ist auf R wohldefintert, weil
jede Aequivalenzklasse genau einen von oo verschiedenen Punkt
R* enthaelt.

Beweis zu 1):
Wir fithren den Nachweis, daf jedes U ([p]) eine Umgebungsbasis
fiir eine Topologie T, ist.

ar)) YV [pleR, VVeU([p]): [p]eV trivial.

a) VpleR, VV.V,eU([p]) IVseU(lp]:

VeV, nV,
Die Aussage ist trivial fiir Punkte [p] £ [q,]. Fiir den Punkt
[p] = lq,] ergibt sich die Behauptung durch direkte Berechnung.

Zur Abkiirzung setzen wir Izi =K ([q,]-21) ﬁi: =B (Ido]s 1 /=) -

Es sei V; = kl U dx

R Biand V, = I~{2 udsy ]§2 gegeben.

R
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Viyledyh: 3e=c(y])>0: K(lylocazlel,

Somit ist

ag A = U Kyl 9eT,
[.V]GGRA

R

das heift i e Ap . Nun betrachten wir den Fall
A=By {w} mit Be ATi und ¢, € B . Dann gilt
m(A)=mB)={[x]|xeB}u {[w]}={[x]|xeB}:=A

V yledgid  Fe=c(yD>0:  K([yl.o = dgh

R
Somit ist
agh = U K ([xleeT,
[y]e(lEA
das haift A € Ap .
by;)  Zuerst betrachten wir den Fall
A=C, C ist kompakt in (R, Ty) und q € C
rA)=r(0)={[x][xeC}:=4, [q0] € A
Vyleagd de—c(fy] <0: K(lylo) < azh

Somit ist
axi — U K (il &) e ™,
[y]eCIEA
das heift A € Ap .
Nun betrachten wir den Fall
A = €, C ist kompakt in (R, Ty) und qo ¢ C .
t(A)==n(C)={ [x] |xeC}:=4 [q] ¢ A.

Wir setzen r : = sup d Iy} [90} )-
[yleA

Es ist r < o . Denn nach der Konstruktion von d und der
Kompaktheit von C gilt
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r=sup d([y] [q]) = sup dly, q) < o .

[y]eA yeC
Volyl e dgA — {[q0]} Je==c([y)>0:
axd - (el = U Kyl .
’ [y]eﬂxA
[y 17 [q0]
Weiter setzen wir v : = inf d Iy} 90D
[y]leA

Esist >0, da einerseits d (IyDIgo)=4a (y,qp) ist und
anderersewegen der Kompaktheit von Cund qq ¢ C,

7 =inf d(y, qo)>0

yeC
Somit ist, wenn wir z : = 1 /v setzen,
~ 1 ~
K ([90] » m) U dgB ([go), e+141) < ay A .
Das erkennt n d s il q——1—<1/-7\
as nnt man daraus, weil aus —— € = 7
X ( SN d el141 > v
[do] » P N = ¢, und aus =

axB ([q,], c+141) € dyi

folgt. Somit ist

axd = ( U Kilyle) v Klanl =) v GBI

y]EGEA
(15 o S e T

das heift A € Ag

Da die Abbildung = : R* - IN{ surjektiv, stetig und abgeschlossen
ist, muf f{ die Quotienten Topologie T* /o tragen. (Vgl. [y],
Seite 60. Theo. 9.2.). Damit ist

Tu = T* /P
gezeigt .
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der die Voraussetzungen vom Satz 3 erfiillt, beziiglich der indn-
zierten Topologie T, separabel. Wegen T, < T, ist natiirlich
auch T, separabel. Da aber i.a.. (R, T,) nicht metrisierbar sein
muf, kann man noch nicht schliessen, daf (R, T,) ein A; ~Raum
ist. Im Spezialfall des (", ) kann man jedoch diese Eigenschaft
nachweisen.

SATZ 5

Sei (®°, e) der euklidische Raum versehen mit der Topologie
T, {(gemaef Satz 3), dann erfullt das ($",T,) A,-Abzaehl-

barkeitsaxiom.

Beweis

Es geniigt, diese Aussage fiir den Raum (', T,) zu beweisen,
0 ,

weil A" = 7 x; mit x; =} fiir i = 1, 2, ..., n, ist.
izl

Man waehlt fiir den Punkt (g (gemaep dem Hilfssatz) den

Punkt 0 € ®' . Bezeichnet man mit M : = {p;} i e IN die

rationalen Zahlen, die wir uns in irgendeiner Weise angeordnet

denken, so bleibt zu zeigen, daf das Mcngensystem

i(pi,r) wenn O£p;;r € M mit 0 ¢f((p,r)

wi= {V(pl)}:: ~ ~
K (0;r) u dy, B(0,'/r)r e M beliebig,

eine abzaehlbare Basis fiir die Topologie T, ist. Das heift es ist
zu zeigen, daf fiir jedes

UeU(p)und qeUein Vew existiertmit qe V< U

U (p): —‘——f{(p, eymitp #~ 0, £> 0und 0 ¢]€(p, g)

Sei U = K (pr€)» 9 € U und d (p.q) = 7.

Es gibt sicher eine offene Kugel

k(q,S): qe ﬁ(q,g) < U wobei § = E;ﬂ sei

Da M dicht in IR' liegt, gibt es ein Punkt p; € M-{0}
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E(q,pj)<l /3 8. Esseir; eine rationale Zahl mit der Eigen-
schaft 1/3 § < r; < 2/3 3 . Dann ist

gqe K (p;, r) « K(q,9) =« U .

K (pj, r;) ist eine Kugel, mit dem Mittelpunkt p; € M und

rationalen Radius r; . Das heift

V = Iz(pj,rj) ew und qeV < U.
Nun betrachten wir den Fall fir die Umgebungen vom Typ
U(p): = K (p.e) U (1%1 B (p.'/e) mit p = 0 =< 0 (beliebig).

Wenn d (q,0) < ist, dann kann man, wie oben, eine Kugel mit

~

dem Mittelpunkt p; € M und rationalen Radius r; K (pj, 1))

konstruieren, so daf
q < K(pj,r) <« U.
Wenn d (9, 0) > 1/c ist, dann waehlt man ein Punkt q € U

mit d (0,q) : = n . Es gibt sicher eine offene Kugel

K {q.9): q € I.N((q,S) <. U, wobei S = —7];2—1—/3 .

Da M dicht in ®' liegt, gibt es ein Punkt
p; € M- {0} : d (g, pj) < 1/3 3. Es sei r; eine rationale Zahl
mit der Eigenschaft 1/3 8 < r; < 2/3 3 . Es ist sicher, da8
q € K(py, r;) = K(gd) = U .
Aber -
V=K({pr)ew, asoqeV = U

Somit ist w: = V (p;) eine abzaehlbare Basis fiir die Topologie
T, iiber die Menge R' .

Weiter wurde nachgewiesen, daf mit e vertraeglichen met-
risierbaren Topologien, die grober sind als T, auf R existieren.
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OZET

«“Bir R citmlesi iizerindeki Metrik” ve ¢Bir R ciimlesi iizerindeki Topoloji”
kavramlarmm aslinda birbirinden tamamen bagimsiz oldugunu [I] de Domiaty

gdstermigtir,

Simdiye kadar bir (R, d) metrik uzay: tizerinde d metrigi vasitasiyle kurulan Ty
topolojisi yani «(R, d) deki Tabii Topoloji” ile cahsiliyordu. Uygun bir tarifle
(Tarif. 1) bir metrik uzay iizerine cesitli topolojiler kurulabilir ve sorunlarumza

en jyi cevap verebilecek bir Topoloji secilebilir. (Tarif. 2)

Bu ¢aligmada metrik vzaylarin zel bir smmfma, ki bu simf R® 6klid vzaymma
kapsar, bir minimal Hausdorff-Topoloji verlestirilebilecegi gosterilecektir, (Tarif, 2)



