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Quelques Proprietes De La Categorie De Baire

par:

Ahmet ABDIK
PRELIMINAIRE

Dans ce travail, nous avons étudié les problémes suivats: 1) Une caractérisation
des espaces de Baire, 2) équicontinuité et espaces de Baire.

NATATIONS: Soient E un espace topologique et A un sous-
espace de E. On dit que A est un Go s’il est une intersection dénom-
brable de parties ouvertes de E.L’ensemble A est dit un Fo sl
est une réunion dénombrable de parties fermées de E. Enfin,
A désignera la fermeture de A et A son intérieur.

R
UNE CARACTERISATION DES ESPACES DE BAIRE

DEFINITION: Soient E un espace topologique, u: E > R
une fonction semicontinue inférieurement et {Al; 1 ie 1} la
famille des ouverts de E telle que dans chaque A,, u soit majorée.
Nous désignerons par Z, la réunion de la famille {Al; 1ie I}.

Remarque : Soient E un espace topologique et (K,) une
une suite de fermés recouvrant E. Alors ile existe une suite crois-
sante de fermés (F,) recouvrant E. En effet, il suffit de poser:

F, =K, uK, uy...... v K,
PROPOSITION 1-1: Soit E un espace topologique.

1) A toute fonction u: E — R semi-continue inférieurement
il correspond une suite de fermés (F,) recouvrant E.

2) A toute suite de fermés (F,) recouvrant E, il correspond une
fonction u: E - R semi-continue inférieurement.

o
Dans les deux cas, on a Zu = U F,
-3
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Démonstration : Soit une fonction u: E — R semi-continue
inférieurement. I’ensemble
Fn:{x:er;u(x) < n}

est un ferme de E et la suite (F,) répond bien a la question. Ré-
ciproquement soit (¥,) une suite de fermés recouvrant E.D’aprés
la remarque précédente, on peut supposer la suite (F,) croissante.
La fonction

u(x) = Inf(n) ; x eF,
est la fonction cherchée

Con idérons une fonction u: E — R semi-continue inféri-
eurement et la suite de fermés (F,) associde & u. Soit Zu ==
U { A/ ; 1e I} Comme dans chaque A,, u est majorée, il existe
1 o
un F, tel que A, < F,, ce qui implique A, ¥, .Donc Zu est

O

contenu dans la réunion des F, . Soit une suite croissante de

fermés (F,). A la suite (F,) il correspond la fonction w : E—R
semi-continue inférieurement. Il est évident que dans chaque

Eo‘n la fonstion u est majorée, done tout f‘n < Z, ; donc la réuni-
on des F, est contenuc dans Z,.

THEOREME 1.1- Soit E un espace topologique. Les pro-
priétés suivantes sont équivalentes:

(a) E est non maigre

(b) pour toute fonction u: E - R semi-continue inférieure-
ment Z, est non vide

(¢) pour toute suite de fermés (F) recouvrant E, la réunion

o
des F, est non vide.

Démonstration : 'équivalence des (b) et (c) est une conséquen-
ce de la proposition 1-1.Quant a 1’équivalence de (a) et de (c)
est évidente d’aprés la définition méme d’un espace non maigre.

Remarque : Ce théoréme est une amélioration de ([1],
proposition 1).

THEOREME: 1.2- Soit E un espace topologique. Les

propriétés suivantes sont équivalentes:

(a) E est un espace de Baire.
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(b) pour toute fonction u: E - R semi-continue inférieure-
ment, Z, est partout dense dans E.

(¢) pour toute suite de fermés (F,) recouvrant E, la réunion

o
des F, est partout dense dans E.

Démonstration : L’équivalence des (b) et (c) est évidente
en vertu de la proposition 1.1. ‘

Supposons (a) réalisée. Soient une fonction u: E «— R semi-
continue inféricurement et A un ouvert non vide de E. D’apres
([2], ch: 9, § 5) A est non maigre. 1l existe donc un ouvert V dans
A sur lequel u est majorée: Théoréme 1.1. Il en résulte que V
C Z,. Ce qui implique que Z, est partout dense dans E. Si E n’est
pas un espace de Baire, Il posséde un ouvert non vide A lequel
est maigre en vertu de ([2], ¢ch: 9, § : 5). A est donc contenu dans
une réunion d’une suite de fermés (K,) sans intérieur. Posons:

F=ENA,F,=FuKUK.,U «....... U K,
(F,) est une suite croissante de fermés recouvrant E. Comme E est
non maigre le théoréme 1.1 montre gue la réurior des F, est
non vide et chaque ¥, doit étre contenu dans F. Ce qui prouve
bien que la réunion des F, nest pas dense partout daps E.

THEOREME 1.2~ Soient E un espace topologique compléte-
ment cégulie: et d une distance sur F. Si pour tout point a de E
la fonetion

x - d (a,x)
de E dans R est semi-continue supérieurement. On a:

1) la topologie définie par d est moins fine que la topologie
de E. ‘

2) Si E est le complété de E, d se prolonge en ure semi-mét-
rique sur E. Notons-la par d, alors pour tout point x de E, il
existe un point y de E tel que d (x,y) = 0.

Démonsiration : 1) soit r > 0 L’ensemble

{x:er,d(a,x) <r}=8

est un ouvert de E puisque la fonction x — d (a,x) est semi-con-
tinue supérieurement. Désignons par T la topologie défiric par d
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sur E. Donc, toute boule ouverte pour T est ouvert de E: T est
donc moins fine que la topologie de E.

2) soit E le complété de E. Comme d est uniformément
continue clle se prolonge d’une fagon unique a k. Désignons- -la
par d. La fonction d est évidemment semi-métrique sur B.Sid
était une, métrique (B, d) serait un espace métrique complet.
D’aprés ([3]; th: XVIII; 8, 1) tout filtre de Cauchy sur E se-
rait convergente pour (E, d). Donc, la topologie de E et T coinn-
cideraient.

— 1T —
EQUICONTINUITE ET ESPACES DE BAIRE

DEFINITION: Soient E un espace topologique (F.d) un
espace métrique, (f)) une suite d’applications de E dans F. Si
tout point de E adment un voisinage V sur lequel la suite (f,)
converge uniformément vers f; on dira que la suite (f,) converge
vers f localement uniformément.

LEMME 2.1: Soient E un espace topologique, (F, d) un
espace métrique, a un point de E, et (f;) une suite d’applications
continues de E dans F au point a. Si la suite (f,) converge loca-
lement uniformément vers f, alors la suite (f,) est équicontinue
au point a.

Démonstration : Comme (f;) converge vers f localement uni-
formément a tout ¢ >0, il corespond un voisinage V de a et un
entier p >0 tels que pourtoutn > p, et pour tout point x de V on a:
d (f(x), f, (x) ) =< /3 Cette limite f est évidemment continue.
I’ensemble {f, fi, £, ...... .. , f,_,} est équicontinu. Il existe
donc un voisinage U de a tel que:

d (f(x), f(a) ) < /3 et d (fi(x), £, (a) )< /3 pour n< p.
Pour tout point xde W=U nV ,ona:

d(f,(a).f,(x)) < @ (£.(a), f(a)) 4 d (f(a).f(x))+d (f(x).fu(x)) < &, ¥4

THEOREME 2.1: Soient E un espace topologique, (F,d)
un espace métrique, a un point de F et (f;) une suite d’applica-
tions continues de E dans F. Désignons par L I'ensemble des
points de E ot (f,) converge ver a. Alors L est un Fod
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Démonstrarion : Soit ’
Epp o= { x:x eE;d(f,(x),a) <1/n;p =q)}
est évidemment fermé.

Efnq = 0 Exp p'q
P

L = n(U En’q)
n q

a'p2q

d’ott le résultat.

Corollaire : Soient E un espace topologique (F,d) un espace
métrique et (f,) une suite d’applications&ontinues de E dans F
qui converge simple ment vers f. si ~ est la relation d’équivalence
défininie sur E par f

(x ~ x’ & f(x) = f (x) ) ,alors pour tout point x de E la
classe d’équivalence C, de x est un Fos.

Démonstration : En effet, soient x un point de E et C, sa clas-
se d’équivalence. Posons a = f (x).

G = {x:er;f(x):a}

est 'ensemble des points de E ou (f,) converge vers a. D’ott
le résultat en vertu du théotéme 2.1

Remarquons que si f est continue pour tout point x de E, sa
classe d’équivalence C, est un fermé.

THEOREME 2.2: Soient E un espace de Baire, (F,d) un
espace métrique, (f,) une suite d’applications continues de E dans
F, convergeant simplement vers une appilcation f. Alors,

1) f est continue sur un sous-espace E, de E qui est partout
dense. De plus, E; est un G35 .

2) la restriction de la suite (f,) sur E, est équicontinue et
Ia suite (f,) converge vers { uniformemont sur tout compact de I,

Démonstration: La premiére partie du théoréme est un ré-
sultat classique d& a Kuratocwski ([4]). Quant & la deuxidme
partie, on la démontre en tenant compte de la proposition 1.1
et en appliquant le Lemme 2.1; cette partie est un résultat non
classique.

Remarque: 1 On voit donc que I'ensemble des points de E
ol la suite (f)) n’est pas équicontinue est un ensemble maigre.
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Ramarque 2: Si x est point de E et C, sa classe d’équivalence,
Pintersection de C, avec E, est fermée dans E, alors que C, est
un Fod dans E.

Remarque 3 La continuité de f implique I’équicontinuité de
f ). Mais si E n’est pas un espace de Baire, cette proprieté n’est
n P P prop
pas vraie.

THEOREME 2.3: Scient E un espace topologique connexe,
(F.d) un espace métrique complet, (f,) suite d’applications équ-
icontinue de E dans F. Si en un point x, de E la suite (f,(x,) )
est une suite de Cauchy dans F. Alosr, la suite (f,) converge vers
une application f continue. De plus, la suite (f,) converge vers {
sur tout compact.

Démonstration : Désignons par A V'ensembl des points x de.
E pour les quels (f,(x)) est une suite de Cauchy dans F. A n’est
pas vide puisqu’il contient le point x,. Soit a un point de' A; d’ap-
rés I’équicontinuité pour tout >0, il existe un voisinage U de a
tel que pour tout point x de U et pour tout n on a:

d(f, (%), £, (a)) = <3

Il existe un entier p >0 tel que pour tout n > p et pour
tout m=p, on a:

d(fo(x)fn(x) ) < d (£(x).£0(a) ) + d(fy(a).fu(a) ) +d(fn(a).fn(x)) <<

Donc U est une partie de A, par conséquent, A est un ouvert
de E. Soit a un point de A. D’aprés I'ééquicontinuité pour tout £ >0
il existe un voisinage V de a tel que pour tout x de V et pour
tout entier mn, on a: )

d(f, (x). f, (@) ) = <3

Comme V nA est pon vide, nous pouvons supposer que X
appartient & A. Or par hypothése au point x la suite (f; (x) ) est
une suite de Cauchy, Dnoc, il existe un entier p>>0 tel que pour
tout n > p et pour tout m >p on a: ’ ‘

d (fn (X) ? fm (X) ) = 8/3

d’otr

d(f, (a), £,(a)) < d(fy(a), £u(x)) + (Eu(x), fn(x))+d(fn(x)sfmla)) <
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Par suite au point a, la suite (f, (a) ) est une suite de Cauchy.
Donc le point a appartient a A. Par conséquent, A est aussi fermé.
Comme E est connexe, E==A,

Pour tout point x de E, f, (x) étant une suite de Cauchy, et
(F,d) complet, la suite (f,) converge simplement vers une applica-
tion f. D’aprés le théoréme, d’Ascoli f est continue et (f,) converge
vers f sur tout compact.
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OZET -

Bu ¢aliymada, Baire uzaylarimin bir karakterizasyonu ve egsiireklilikle Baire
uzaylarmmin iligkileri incelenmestir.
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