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Bu ¢alismada, iki, lic ve dort boyutlu uzaylarda alanyazinda yer alan tggensel, karesel,
besgensel, altigensel ve daha genel olarak ¢okgensel sayilarin olusturulmasindan yola
cikilarak, daha yliksek boyutlu uzaylarda ¢okgensel sayilarin insasi izerine ¢ahsilmistir.
Sekilsel olarak c¢ok boyutlu uzayda cokgensel geometrik sayilar, ¢ boyutlu uzaya
izdlstmleri alinarak iliskilendirilmistir. Ayrica k bir dogal sayi olmak Uzere k-boyutlu
uzayda c¢okgensel geometrik sayilar insa edilerek sayi dizisinin genel terimi
hesaplanmistir. Bu genellestirme yontemi teorem halinde ifade edilip timevarim
yontemi kullanilarak ispatlanmistir. Ayrica her bir gokgensel sayinin her terimini farkl
boyutlarda ¢izmek igin genellestirme kuralindan yararlanarak elde edilen yontem
JavaScript programlama dili yardimiyla bilgisayara anlatilip 2., 3. boyuttaki ¢cokgensel
sayilar olusturulmus ve gorselleri gizdirilmistir. 4. boyut ve daha lst boyuttaki cokgensel
sayllarin ise 3. boyuta izdlslimleri, yazilan program ile gosterilmistir. Sonug olarak ¢ok
boyutlu ¢okgensel sayi dizisinin Pascal Uggeni kullanilarak 6zgiin bir yontemle
genellestirilmesi ve her boyuttaki her terimin algoritmanin sirali adimlari kullanilarak
programlama diliyle ifade edilip terimlerinin sekilsel ve eklenen nokta sayisi bakimindan
incelenmesi saglanmistir. Bu yontem ile sekillerde her boyutta farkl olan (eklenen)
nokta sayisi tablo ile gosterilerek genellestirme yéntemine uygun bir iliski elde
edilmistir.
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In this study, the construction of polygonal numbers in higher dimensional spaces was
studied, based on the creation of triangular, tetragonal, pentagonal, hexagonal and
more generally polygonal numbers in two- three- and four dimensional spaces.
Polygonal numbers in multidimensional space are geometrically associated by taking
their projections into three-dimensional space. Furthermore, the general term of the
number sequence was calculated by constructing polygonal geometric numbers in k-
dimensional space, with k being a natural number. This generalization method was
expressed in a theorem and proved by using the induction method. In addition, a
program developed with JavaScript language was created using the method obtained
by using the generalization rule to draw each term of each polygonal number in
different dimensions. Projections of polygonal numbers in 4-dimensional and higher-
dimensional spaces into 3-dimensional space were drawn through program. As a result,
polygonal number sequences in multidimensional spaces were generalized by an
original method using the Pascal triangle, and each term in each dimensional space was
expressed algorithmically and examined in terms of the number of points added in
dimension increase. Through this method, showing the number of points that are
different (added) in each dimensional space in the figures with a table, an appropriate
relationship with the generalization method was obtained.
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1. GiRIS

Boyut kavrami (izerine varyasyonlar Euclid’in (M.0. 300) sinir notasyonu tanimlamasiyla
baglar. Euclid geometrisinde bir nesne, uzunluk, genislik veya yukseklige sahip olma
bakimindan bir 6zellik tasir ve nesnenin sadece uzunlugu varsa 1-boyutlu; uzunlugu ve derinligi
varsa 2-boyutlu; uzunlugu, derinligi ve yliksekligi varsa 3-boyutludur. Poincare’ in 1905’ de
topolojiyi tanitmasiyla matematikgiler boyut kavrami hakkinda daha derinlemesine
disinmeye baslamislardir (Manin’den aktaran Ural, 2011).

O zamana kadar, boyut kavrami deneysel bir bakis acisiyla ele alinmakta ve bir nesnenin
boyutunun gesitli yonlere yayilimi ile ilgili oldugu diistinilmekteydi. Bu tanimlama ile Euclid’
in tanimlamasi paralellik gostermektedir.

Boyut kavrami dizlem geometri, analitik geometri-analiz ve topoloji perspektiflerinden
ele alinabilir. Topolojide, uzayda bir N kiimesinin her elemani, tim noktalari N’ de olan bir
kiirenin merkezi ise bu N kiimesine bir komsuluk denir. Ornegin bir kibiin ic bélgesi
komsuluktur. Bir N komsulugunun siniri N’ ye ait olmayan tiim noktalarin kiimesidir fakat N'nin
bazi noktalarini iceren keyfi kiiciik kiirelerin merkezidir. Ornegin bir kiibiin ici icin sinir alti tane
ylziadir. Bu kavramlara gore boyut tanimi soyledir: Bir S kiimesinin her noktasi, S ile
arakesitlerinin sinirlari en fazla (n-1) boyutlu kiigciik komsuluklarda bulunuyorsa bu S kiimesi
en fazla n-boyutludur ve S kiimesi en fazla n-boyutlu ise S kiimesi n-boyutludur (Menger’den
aktaran Ural, 2011).

Olcay (2010) calismalarinda t¢gensel sayilar ve Gauss ile ilgili sunlari séylemistir

“Uggensel sayilar ile ardisik dogal sayilar arasinda yakin bir iliski vardir. Eger n. icgensel
sayl T,, olarak gosterilirse, ardisik ilk n dogal sayinin toplami n. Uggensel sayiyi verir. Yani

nn+1)
2

"dir. Bu formul daha ¢ok kiig¢lik bir cocukken tnli matematik¢i Carl F. Gauss tarafindan

T,=1+2+3+-+n=

bulunmustur. Formulin ortaya cikisi ile ilgili meshur bir hikaye vardir.” (s.2).
Geometrik sayilar ile ardisik tam sayilarin kuvvetlerinin toplami arasinda da dikkat gekici
bir iliski vardir. Ornegin, n. kare piramitsel (liic boyutlu uzayda) ve n. kiipsel (dért boyutlu

uzayda) sayilar sirasiyla

nm+1D)(2n+1
12 + 224324 -4+ n? = ( )6( )

n(2n+ 1) 2
=

134+23433 4+ .40 = I
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seklinde ifade edilmektedir.
1.1. Alanyazinda Yapilan Calismalar
Alanyazinda yer alan ve ¢alismada kullanilan tanimlar verilmistir.
a) k_Boyutlu Uggensel Sayilarin Onceki Boyut Kullanilarak Bulunmast:
k > 1 olmak tzere k_boyutlu bir uzayda n. licgensel sayi Ag‘) ile gosterilir ve
A=Al 4 a8+ 28D 4 af Y
seklinde tanimlidir (Sahin, 2016).
b) Diizlemde (2 boyutlu uzayda) Cokgensel Sayilar:
Kenar sayisi r olan gcokgenler icin de geometrik sayilar daha 6nceki yaklagsimlara benzer sekilde

belirlenmistir. Bu durumda, Pn(z)dUzIemde n. cokgensel sayl olmak tizere

P,fz) =n+(—2) (n_—l)

2
dir.
h.lzl
hzzr_l
h3=2r—3

hp, =h; +d(n—1)
=1+(r-2)(n—-1)

Sekil 1: Diizlemde Cokgensel Sayilar

n. gokgensel saylyi olusturmak igin n. adiminda eklenen nokta sayisi h,, ise
hy =1
h,=r—1
hy=r—1+4+r—-2=2r-3
hy=2r—3+r—-2=3r—-5

h,=1+@—-2)(n—-1)

olarak bulunur. Buradan
Pl(Z) = hl == 1
PZ(Z) =h+h,=14+r—-1=r

p3(2)=h1+h2+h3=1+r—1+2r—3=3r—3
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PP =h +hy+hy+h,=1+7r—1+2r—3+3r—5=6r—38

P =hy +hy + hy + -+ hy,
hi+h, 1+1+@—=2)(n—1)
= n = n
2 2

2+ (r—2)(n—1)

oldugu gorulir (Convey ve Guy, 1996).

c) Ug Boyutlu Uzayda Cokgensel Sayilar

r kenarli bir cokgen alinsin. Bu ¢okgen Uzerine U¢ boyutlu uzayda kurulan n. cokgensel sayi
Prfg’)ile gosterilmek tzere

PO =p® + PP + ...+ pP

seklinde tanimhdir. O halde,

@ _ r—Z) ) (4—r>
P, (—2 + > n

P =p®4p® 4 ...y p@

seklinde oldugu kullanilirsa

_nn+1)
6
elde edilir (E. Deza ve M. M. Deza, 2012).

[n(r—2) = (r = 5)]

d) DOort Boyutlu Uzayda Cokgensel Sayilar

Dort boyutlu uzayda n. cokgensel sayi P,f4)ile gosterilsin. Bu durumda,
Pn(4) = Pl(g) + P2(3) + -+ PTEB)
seklinde tanimhdir. O halde Pf') kullanilirsa

Y = pPP+p® + ..+ PP

_nn+1)(n+2)

TG =2n—-@-6)

olarak bulunur (Sahin, 2016).
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e) N-Boyutlu Uzayda Uggensel Sayilar

N. boyutta n. liggensel sayi A%N) ile gosterilmek lzere

8= = n )

 (n=1D!N! N
dir (Sahin, 2016).

f) Binom Katsayilari ve Pascal Uggeni

n
Binom katsayisi 0 < k <n olmak uzere (k)’ n elemanh bir kimenin k elemanh alt

kiimelerinin sayisini veren ifadeye denir ve

ny n! _n.(n—l)...(n—k+1)
(k) T (n—=k)Lk! k.(k—1)..1

seklinde gosterilir. Binom katsayilarinin Pascal Giggenini tGretmesi bilinen bir durumdur (Eren,
2015).

o

6 O -
I 2

DO OO 146
B 0O OE 1 sw0s

Sekil 2. Pascal Ucgeni

g) Pascal Uggeninde Ust Toplama Ozelligi:

m, n dogal sayi olmak lizere

)+ (e (M) = ()

dir (Eren, 2015).

Temelini iki, G¢ ve dort boyutta cokgensel sayilar i¢in ortaya konulan formillerden alan
calismada, her boyutta, bir dnceki boyut sayisini mertebe kabul edip ilerlenmis; cok boyutlu
uzayda cokgensel sayi dizisinin genel teriminin, Pascal ti¢geni ve kenar sayisi iliskilendirilerek

0zgin bir yontem ile bulunmasi ve bu yontem ile algoritmanin sirali adimlari kullanilarak cok
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boyutlu cokgensel sayilari gizen bir program yazilmasi amaglanmistir. Cok boyutlu ¢okgensel
sayllar ile ilgili kaynak taramasi yapildiginda l¢gensel sayilarin k. boyutta ve cokgensel sayilarin
da 4. boyutta genellestirildigi bilgilerine ulasiimistir. Cok boyutlu cokgensel sayi dizisinin genel
terimi alan yazinda bulunmamaktadir. Bu sebeple, alan yazina katki saglamak adina ¢ok
boyutlu cokgensel sayi dizisinin genellestiriimesinin Pascal Uggeni kullanilarak 6zglin bir
yontem ile bulunmasi ve bu genellestirme yonteminin uygulamasi olarak algoritmanin siral
adimlari ile bir programlama dili (JavaScript) kullanilip bilgisayara anlatiimasi, Gst boyutlarin

algilanmasina katki saglamistir.

2. MATERYAL VE METOT

Sahin’in (2016) yaptig calismada: “Dért Boyutlu Uzayda Cokgensel Sayilar, k-Boyutlu
Uzayda Uggensel Sayilar” bagliklari icin genellestirmeler yapilmistir.

Alan yazindaki bu c¢alismalar kullanilarak lg¢gensel, dortgensel, besgensel sayilarin 4.
boyutlarina kadar terimler hesaplanip her biriicin tablolar olusturuldu. Tablolar incelendiginde
tablolarin temelini Gggensel sayilarin olusturdugunun ve Pascal liggeni ile arasinda bir iliski

oldugunun farkina varildi. Belirtilen iliski bu ¢alismanin 6zgiin yonteminin temelini olusturur.

2.1. Cokgensel Sayi Dizilerinin Farkli Boyutlarda Tablolar ile Gosterilmesi

Ucgensel sayilar icin belirtilen tablo yapildiginda pascal licgenindeki artis diizeniyle ayni
oldugu gorildi. Dolayisiyla Gggensel sayilarin tablosu pascal Giggeninin kendisini olusturur.

Ucgensel sayilarda k. boyutun (n+1). terimi ile (k+1). boyutun n. teriminin toplaminin
(k+1). boyuttaki (n+1). terime esit ve 0. boyutun ilk terimi 1 olduguna gore Ulc¢gensel sayilarin
pascal licgeniyle ayni diizene sahip oldugu goérilir. Ornek icin secilen 3.boyutun ikinci terimi

ile 4. Boyuttaki ilk terimin toplaminin 4. boyuttaki 2. terimi verdigi gorilir ve ifadeyi saglar.

Tablo 1. Ucgensel Sayilarin 0. Boyuttan 4.Boyuta Kadar Olan Gosterimi

o bolgesi

Oboyut 1|1 1 1 1 1
lboyut 12 3 4 5 6
2boyut 113 6 10 15 21
3.boyut 1(4 10 20 35 56
4.boyut | 15 35 70 126
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Sembolik Gosterim: “a, bdlgesi” diger cokgensel sayilarla iligkiyi incelemek adina
tanimlanmistir.

Dortgensel sayilarda da (ggensel sayilardaki gibi k. boyutun (n+1). terimi ile (k+1).
boyutun n’inci teriminin toplaminin (k+1). boyuttaki (n+1). terime esit oldugu gorilir. Ornek
icin secilen 2. boyutun 3. terimi ile 3. boyutun 2.teriminin toplaminin 3.boyuttaki 3. terime
esittir. Ancak U¢gensel sayilardan farkli olarak 0. boyutun ikinci terimi liggensel sayilara gore 1
fazla oldugundan dolay! saginda veya altinda kalan sayilarin olusturdugu “a,“ bdlgesine
baslangica gore 1 pascal lggeni eklenmis olur. Dolayisiyla dértgensel sayilarin olusturdugu
tablo, tggensel sayilarin olusturdugu tablo ve “a,” bdélgesinin Gzerine 1 tane pascal liggenin
eklenmesiyle olusur. Olusan bodlge “a,” bolgesi olarak tanimlanmigstir. Eklenen pascal lggeni

o n

sayisl “p”nin alt indisinde verilmek Gzere tanimlanmustir.
ow . n

Sembolik Gosterim: “p,. 7, a, bolgesine eklenen Pascal tiggeni sayisi “p”nin alt indisinde

x olarak tanimlanmistir.

Tablo 2. Dértgensel Sayilarin 0. Boyuttan 4. Boyuta Kadar Olan Gésterimi ve Pargalanis

Yéntemi
a; bolgesi
Oboyut 1(2 2 2 2 2
lLboyut 1|3 5 7 9 11
2boyut 1[4 (9 16 25 36 (5+9 =09
3boyut 1{5(4 30 55 91
4boyut 16 20 5
'4

1 1 11

1 1

1 123 456
1 + 136 1015 21
1 0 35 56 1410 20 35 56
115 15 35 70126 1 5153570126

Ao +p1=ay

Besgensel sayilarda k boyutun (n+1). terimi ile (k+1). boyutun n. teriminin toplaminin
(k+1). boyuttaki (n+1). terime esit oldugu goriiliir. Ornek icin segilen 1. boyutun 4. terimi ile 2.
boyuttaki 3. terimin toplami 2. boyuttaki 4. terimi verdigi ve ifadeyi sagladigi goralir. Ayni
zamanda 0. boyutun 2. terimi 3 olduguna goére “a,” bdlgesine baslangica gére 2 tane pascal

Ucgeni eklenir.
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Tablo 3. Besgensel Sayilarin 0.Boyuttan 4. Boyuta Kadar Olan Gosterimi ve Pargalanis

Yontemi
a; bolgesi
Oboyut 13 3 3 3 3
Lboyut 114 7 10 13 16
2.boyut 1|5 12@ 35 51 10+Q2 :®
3.boyut 116 18 40 75 126
4boyut 1|7 25 65 140 266

ap bolgesi P2 (cklenen pascal sayist)

Ir1 111 11 11
1123 4 5 6 23 456
113 6 10 15 21 . 3 36 101521
114 10 20 35 56 4 10 20 35 56
115 15 35 70 126 5 1535 70 126

ap+p2 = a;
Tablo 1-2-3. pargalanislari arasindaki iliski incelendiginde y kenarl ¢okgensel sayilarda O.
boyutun 2. teriminin sezgisel olarak (y-2) oldugu gorilur. Dolayisiyla “a,” bolgesine baslangica
gore (y-3) tane pascal Giggeni eklenmis olur. Bu pargalama yontemi genellestirme icin de Tablo

4. de goruldugi gibi uygulanir.

Tablo 4. y Kenarli Cokgensel Sayilarin 0.Boyuttan 4. Boyuta Kadar Olan Gosterimi ve

Parcalanis Yontemi

ap-n bilgesi

1| y-2 y-2 y-2 y-2 y-2

1 |y-1 2y-3 3y-5 4y-7 5y-9
2boyut ] y  3y-3 6y-8 10y-15 15y-24
1

1

0.boyut

I.boyut

3.boyut y+1 4y-2 10y-10 20y-25 35y-49
aboyut 1[y+2 Sy 15y-10 35y-35 70y-84

oty bislgesi l Pgy-3) (eklenen pascal sayisi)
nr 1111 11111
1123 45 6 123 456
1{3 6 1015 21 + I 36 101521
114 10 20 35 56 I 4 10 20 35 56
115 153570126 I 5153570126

Qg + Py-3 = ay_3
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2.2. Cokgensel Sayi Dizilerinin Farkh Boyutlardaki Tablolarinin Kombinasyon ile ifade

Edilmesi

Adim 1:

Tablo 5. Pascal Uggeninin Yan Yatiriimasi ve Boyutlar Uzerinden Gésterilmesi

1 Oboyut 1 1 1 1 1 1

1 1 lboyut 1 2 3 4 5 6

1 2 1 —> 2boyut 1 3 6 10 15 21

1 3 3 1 3.boyut 1 4 10 20 35 56
1 4 6 4 1 4.boyut 1 5 15 35 70 126

Adim 2:

Tablo 6. Pascal Uggeninin Kombinasyonlu Gésterimi ve Kombinasyonlu Gésteriminin Yan

Yatirilip Boyutlar Uzerinden Gosterilmesi

Adim 3:

Tablo 5. de oldugu gibi yan vyatirilan pascal Uggeninin kombinasyon degerlerini
olusturdugumuz 6zglin gosterim lizerinden ifade etmek icin k boyutu n dizinin n. terimini ifade
etmek Uzere herhangi bir degerde kombinasyonun (st kismindaki ifadenin terimin solundaki
(n-1) ve Ustundeki terim sayisinin (k) toplamina, altindaki ifadenin ise terimin Ustiindeki (k) ya

da solundaki (n-1) terim sayisina esitligi Sekil 3. de oldugu gibi gosterilebilir.
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e ) =% )

n — 1) —> Solundaki terim sayisi

k —> Ustiindeki terim sayisi

Sekil 3. Yan Yatirilan Pascal Uggeninin Terimlerinin n ve k Cinsinden Gosterilmesi

Ornegin 3. boyutun 3. terimi kombinasyon ile yazilmak istenirse bu terimin tstiindeki (k)
ve solundaki (n-1) terim sayisi toplami 5’i verir. Bu toplam degeri kombinasyonlu gdsterimin
Ust kismina yazilir. Ayni terim icin Gstiindeki (k) ya da solundaki (n-1) terim sayisi ise 3 ya da 2

‘vi verir. Bu deger ise kombinasyonlu gosterimin alt kismina yazilir.

Tablo 7. Farkl Boyutlarda Ucgensel Sayi Dizisi Terimlerinin Kombinasyon ile Gésterimi

o.vore(5) (1) ) () (0

Adim 4:

a, bolgesi lizerine eklenen pascal Giggenlerinin tepe noktasi 0. Boyutun 2. Terimi olduguna
gore aslinda 1 birim saga kaymis oluruz. Yan yatirilan Pascal licgeninde 1 birimlik saga kayma
normal Pascal Giggeninde bir alt basamaga inmeye denktir. Bundan dolayi 6nceki adimlarda
gosterilen kombinasyonlu gosterimin Ustlindeki ifadenin 1 eksigi alinarak ayni yorumlar

eklenen Pascal licgenleri icin de yapilabilir.
k+(n-1 (k+n—2)_<k+n—2)
n—1 n—1 B k

Tepe noktasinin 1 birim kaydirilmasi
sonucu olusan azalma

Sekil 4. Eklenen Pascal Uggenlerinin Tepe Noktasinin 1 Birim Sagda Olmasi Sebebiyle

Olusan Azalma
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Adim 5:
Adim1-2-3-4’te yapilan incelemeler géz 6niline alindiginda boyutu k olan dizininin n.

terimini y cokgensel sayly1 gostermek lizere, k boyutlu cokgensel sayinin genel teriminin

yr,f:(k+z—1)+(y_3)x(k+7l:—2)

oldugu sezgisel olarak goralur.

3. BULGULAR

3.1. Cok Boyutlu Uzaylarda Cokgensel Sayi Dizisinin Genel Teriminin Bulunmasi

Yontem bolimi Adim-5’te sezgisel olarak ifade edilen genellestirme teorem seklinde
ifade edilmistir. Teoremin ispati icin gerekli bilgiler ispat dncesinde verilmistir.

iki, Gic ve dért boyutlu cokgen sayilarin olusumuna benzer sekilde “m_ Boyutlu Cokgensel

Sayilarin Tanim1” arastirmacilar tarafindan verilmistir.

m_ Boyutlu Cokgensel Sayilarin Onceki Boyut Kullanilarak Bulunmasi:

m bir dogal sayl olmak lizere m_boyutlu bir uzayda y kenarli n. cokgensel sayi y,Em) ile

gosterilir ve

yMD = ymopym gy

seklinde tanimlidir.

Varsayim: m herhangi bir dogal sayi olmak Uzere

(") =0

dir. Yani m nin degerleri icin ¢alisma boyunca

(=)= ()= @) =m0

yazilabilir.

Teorem (k_ Boyutlu Cokgensel Sayi): k boyutu, y kenar sayisini, gostermek Ulizere k_
boyutlu cokgensel sayi dizisinin genel terimi; k ve y: y=3 icin herhangi birer dogal say1 olmak
Uzere,

yr(lk)=(k+2_1)+(y—3)(k+2_2)
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seklindedir.
Ispat: ispat icin tiimevarim yontemi kullanilsin.
e k = 2 icin teorem dogru oldugu gosterilsin.

2 boyutlu ¢okgensel sayilarin n. terimi teorem ifadesinde yerine yazilip kombinasyon
hesaplari yapildiginda

=)+ 0-90)

_(n+1)m n.(n-1)

==t -3)—;

=~n+1+ @ -3)n+1)]

=§(n+1+yn—3n—y+3) ...... ®......
olarak bulunur.

Ote yandan “Diizlemde Cokgensel Sayilar” bélimiinde 7 = y icin hesaplama yapildiginda

,_2+0-2@0-1
In = ) :

n
n = E(2+yn—y—2n+2)

bulunur.
@ ve B ifadeleri esit oldugundan teorem k = 2 icin dogrudur.

e Teorem k = m igin dogru olsun. Bu takdirde teorem ifadesi
m _m+n-—1 _ m+n-—1
=TT o=

seklinde yazilabilir. Bu esitlikte m boyutu gosterdiginden m, herhangi bir dogal sayidir.

e Son olarak k = m + 1 igin teoremin gecerli oldugu gosterilsin. Gosterilmesi
gereken ifade

(m+1) _Mm+n _ m+n-—1
W= G ) o= ET)
dir.

“m_ Boyutlu Cokgensel Sayilarin Onceki Boyut Kullanilarak Bulunmasi” tanimi geregi

+1
yI = ym oy gy

oldugundan yapilan kabul her bir terim icin kullanilirsa

= (o= D+ (M) r o= )+ (M)

+(y_3)(mr-r|l-1)+ '''''' +(m+r‘:ll—1)+(y_3)(m+£—2)
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elde edilir. “Varsayim” geregi (mr; 1) = 0 oldugundan bu ifadede yerine vyazilip

() (e (P ()
G R e R G

seklinde yazilir. Burada “Pascal Ucgeninde Ust Toplama Ozelligi” kullanilirsa

~(nr) o= 37

bulunur ve ispat biter.

Ornek 1. 6. boyutta besgensel sayi dizisinin 4. terimini bulunuz. (526) =7)

Cozim: ‘k_ Boyutlu Cokgensel Sayl’ teoreminde y = 5,k = 6,n = 4 yazilirsa

5516)=(6+g_1)+(5‘3)(6+2_2)=“0

bulunur.
Ornek 2. 3. boyutta tiggensel sayi dizisinin 2. terimini bulunuz. (3;3) =7)

Coziim: ‘k_ Boyutlu Cokgensel Sayl’ teoreminde y = 3,k = 3,n = 2 yazilirsa

3gz)=(3+§—1)+(3_3)(3+§—2)=4

bulunur. Ote yandan “Ug¢ Boyutlu Uzayda Cokgensel Sayilar” bélimiinde r = 3,n = 2
degerleri yerine yazilirsa,

22+ 1
P :% [2B3—-2)-(3-5]=4
elde edilir.
3% = P}

oldugu gorilir.

3.2. Cok Boyutlu Cokgensel Sayilarin Cizim Yontemi

Cokgensel sayilarin n. terimleri bir 6nceki boyuttaki ayni cokgensel sayi dizisinin ilk n tane
terimi toplanarak elde edilir. Bu sebeple cokgensel sayilarin sekilleri cizilirken bir sonraki
terime geciste olusan sekil, cokgensel sayinin bir dnceki terimdeki sekliyle, bir 6nceki boyuttaki
ayni terimin seklinin birlesmesiyle olusur. Onceki terimdeki her noktadan birer tane o boyutun

2. terimindeki seklin olusmasi kosuluyla 2 sekil birlestirilir.
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4.

A%\
-

&/

A%

A3

Sekil 5. Her Terimin iki Terimle Birlesiminin Gosterilmesi (A3 + A3= A3)

Sekil 6. 3 Boyutlu Ucgensel Sayilarda Onceki Terimin 4 Noktasindan Birer Uggen Piramit

Olusumu

Sekil 7. 4 Boyutlu Dortgensel Sayilarda Terim Birlesimi ve “Tabani Dértgen Piramit” Olan

Piramit Olusumu

Sekil 7. deki ¢izim O3 + D§ = O3 ifadesiyle gosterilebilir. Ayrica bu sekilde gériildigi gibi
4. boyutta dortgensel sayilarin 2. teriminin 6nceki terimin 6 noktasindan birer tane “tabani

dortgen piramit” olan piramit olusmustur.
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1.terim{  2.terim 3.terim 1.terim) 2.terim 3.terim
0.boyut ° . ® O.boyut | e o o o
1.boyut L 1.boyut g

2.boyut 2.boyut

3.boyut A

:
£
4 "

3.boyut

4.boyut 4.boyut

Sekil 8. Ucgensel ve Dértgensel Sayilarin Photoshop Programindaki Cizimlerinin Terim ve

Boyut iliskisi

3.3. Cok Boyutlu Cokgensel Sayilari Cizen JavaScript Diliyle Yazilmis Bir Program

Olusturulmasi

Cizim yontemine goére bir cokgensel sayinin seklinin gizilmesi icin dnceki boyuttaki
sekillere ihtiyac vardir. Bu sebeple program (JavaScript), sekilleri gizerken 2. boyut Gstlindeki
sekiller icin alt boyutlardaki sekillere ihtiyac duyar ve fonksiyonun cok kez calismasi gerekir.
Bu ylizden programda sistem 2.boyut icin calistirildiginda 2. boyuttaki sekilleri ¢izen ve 2.boyut
Ustd icin calistinldiginda kendisini dnceki boyuttaki tiim terimler icin calistiran 6zyinelemeli bir
fonksiyon kullanildi. Olusturulan JavaScript diliyle yazilmis gizim programina arastirmacilar
tarafindan veriler (k-boyut, y-kenar sayisi, n-terim) girilerek iki ve Giclinci boyuttaki sekillerinin
gorselleri ile dordlincl ve daha Ust boyutlardaki cokgensel sayilarin sekillerinin 3. boyuta dik
izdistim gorselleri cizdirilmistir. Verilen erisim adresinden olusturulan bu ¢izim programina

ulasilabilir.

Erisim adresi: https://editor.p5js.org/polygon/full/gri5NcKSu
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> sketchjs® Saved:6daysago  Preview

y=3k=4n=3nokta sayss1 = 15 denkleme gére = 15

1 let points = [];

2 1let polygons = [1;

3 let outerEdges = [J;
4 let counter = 0;

5 let sliders = [];

6 let inputs = [J;

7 1let button;

8 let ptext;

9 1let ylayer = 0;

10 let zlayer = 0;

11  1let noktaSayisi = 0;
12 let denklem = 0;

700 / n/y;
19 const d = ((y - 2) ~180) / y;

21 function setup() {

22 ptext = createP();

23 createInputs();

24 createCanvas(500, 500, WEBGL);

25 //nklem = comb(k + n - 1, k) + ((y - 3) * comb(k + n - 2, k));
3

28" function draw() {
29 if (counter % 1 ==0) {
round H

30 ;
31 eku =700 /n/y
32 denklem = comb(k + n - 1, k) + ((y - 3) * comb(k + n - 2, k));

Sekil 10. JavaScript Programinda 4. Boyuttaki Ucgensel Sayilarin 3. Teriminin 3. Boyuta Dik

izdiistim Gorseli

> sketchjs® Saved: 6 days ago Preview

~

Tet points= i; v =4 k=3 n=4 nokta sayist = 30 denkleme gére =30
let polygons = [];
let outerEdges = [];
let counter = 0;
let sliders = [];
let inputs = [];
let button;

let ptext;

let ylayer = 0;

10 let zlayer = 0;

11  let noktaSayisi = 0;
12 let denklem = 0;

D00~ DU D W N —

13

14 let y = 3;

15  let k = 4;

16 let n = 3;

17 let eku =700 / n / y;

18

189 const d = ((y - 2) = 180) / y;
20

21 function setup() {

22 ptext = createP();

23 createInputs();

24 createCanvas(500, 500, WEBGL);

25 //nklem = comb(k + n - 1, k) + ((y - 3) * comb(k + n - 2, k));
3

28 function draw() {
297 if (counter % 1 ==

y
32 denklem = comb(k + n - 1, k) + ((y - 3) * comb(k + n - 2, k));

v

Sekil 11. JavaScript Programinda 3. Boyuttaki Dortgensel Sayilarin 4. Teriminin Gorseli
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¥ =35k =2 n=4nokta sayis: = 22 denkleme gére =22

let points = [];
g e B ¢ 2 Jce
le P
le =0;
le 3
le oktaSayis1 = 0;
let denkle 0;
letiy=3; ‘
let 4;
Tet n'=3;
let eku = 700 3
const d = (( 2) * 180) i
function Q=L

text = createP();

createl ts();

createCanvas(500, 500, WEBGL);
}
function draw() { . .

if (counter % 1 == 0) {

background(200) ;

el 700

= comb(k +n -1, k) + ((y - 3)

Sekil 12. JavaScript Programinda 2. Boyuttaki Besgensel Sayilarin 4. Teriminin Gorseli

3.4. Cok Boyutlu Cokgensel Sayi Ciziminde Her Terimde Eklenen Nokta Sayisi

Cokgensel sayilarda bir sonraki terime gegisteki artan nokta sayilan igin tablolar
olusturulmustur. Tablolardaki degerler cizim programi ile hesaplanmistir ve bu degerler
arasinda bir iliski oldugu tespit edilmistir. Genellemeye gidildiginde eklenen nokta sayisinin
genel teriminin gokgensel sayilarin genel teriminde (k_Boyutlu Cokgensel Sayi Teoremi)

k(boyut) yerine (k-1) yazilmis hali oldugu gorulmustir.
Tablo 10. k boyutlu y kenarl cokgensel sayilarin 2. terimlerinde eklenen nokta sayisi

licgensel karesel besgensel y kenarli gokgen

1.boyut 1 2 3

3.boyut 3 4 5

4.boyut 4 5 6

S
2.boyut 2 3 4 (2
(
(

k.boyut <k>
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Tablo 11. k boyutlu y kenarl cokgensel sayilarin 3. terimlerinde eklenen nokta sayisi

1.boyut

2.boyut

3.boyut

4.boyut

k.boyut

licgensel karesel
1 2
3 5
6 9
10 14
k+ 1) (k +1
2 2

besgensel

3

12

18

(k+1>+2k
2

y kenarli gcokgen

B)+o-5()
009
()+0-9()
605

Tablo 12. k boyutlu y kenarl cokgensel sayilarin 4. terimlerinde eklenen nokta sayisi

1.boyut

2.boyut

3.boyut

4.boyut

k.boyut

licgensel

1

10

20

()

karesel

2

16

30

(39+(2)

besgensel

3
10
22

40

k+2>
3

2("3)

92

k+2

y kenarli cokgen

B)+o-9)
(o0
Ero-s()
Gro-s()

o=
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Tablo 13. k boyutlu y kenarl cokgensel sayilarin n. terimlerinde eklenen nokta sayisi

1.boyut

2.boyut

3.boyut

4.boyut

k.boyut

(

licgensel

("5)

k+n-2
k—1

)

karesel

oy

k+n—2>

*

4. TARTISMA VE SONUG

k—1
k+n-3
k—1

)

(

besgensel

n—w
0

(k+n—2)
k—1

2

k+n-3
k—1

)

y kenarli gokgen
("5)
w5

()

co-n ()

Oy
+v-3)(,)
"3")

wo-9("3)

(k+n—2)
k—1

k+n-3

+o-3 ("

Cokgensel sayilarin 4. boyuta kadar olan terimleri tablo ile gosterilerek Pascal lggeni ile

iliskili oldugu sonucuna varildi.

Pascal Uggeni temel alinarak olusturulan lggensel sayi dizisi tablosunda a, bdlgesine

Pascal tggeni eklenmedigi, dortgensel sayi dizisi tablosunda a, bolgesine 1 tane Pascal liggeni

eklendigi, besgensel sayi dizisi tablosunda a, bdlgesine 2 tane Pascal Gggeni eklendigi ve bu

sekilde devam edilirse y kenarli gokgensel sayi dizisi tablosunda a, bdlgesine (y-3) tane Pascal

Uggeni eklendigi sonucuna varildi. Pascal liggeninin a, bolgesine eklenen Pascal liggeni sayisi,

seklinde genellestirildi.

g + Py-3 = ay_3
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Tablodaki terimler, solundaki terim sayisi (n-1) ve Ustlindeki terim sayisi (k boyutlu)
kullanilarak kombinasyon ile ifade edildi.

Sonug olarak kullanilan bu 6zgiin yontem ile k — boyutu, y — kenar sayisini, gostermek
Uzere k —boyutlu cokgensel sayi dizisinin genel terimi; k ve y: y>3 icin herhangi birer dogal sayi

olmak Uzere,
y = (KFn=1) gy (k¥n-2)

seklinde elde edildi (k_ Boyutlu Cokgensel SayiI Teoremi).

Gokgensel sayilarin n. terimleri bir 6nceki boyuttaki ayni gokgensel sayi dizisinin ilk n tane
terimi toplanarak elde edilir. Bu sebeple ¢okgensel sayilarin sekilleri gizilirken bir sonraki
terime gegiste olusan seklin ¢okgensel sayinin bir 6nceki terimdeki sekliyle, bir onceki
boyuttaki ayni terimin seklinin birlesmesiyle olustugu sonucuna varildi.

Bu ¢izim yonteminden yararlanarak ¢okgensel sayilari her boyutun her teriminde ¢izen
JavaScript diliyle yazilmis bir program olusturuldu.

Programdan elde edilen verilerle, cokgensel sayilarin bir sonraki terime geciste artan
nokta sayilari icin tablolar olusturuldu. Tablolarda genellemeye gidildiginde sonraki terime
geciste eklenen nokta sayisinin cokgensel sayilarin genel teriminde (k_ Boyutlu Cokgensel Sayi

Teoremi) k yerine (k-1) yazilmis hali oldugu goéruldi.
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