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Purpose: The aim of this paper is to develop algorithms for obtaining independent set in given graph and
determine upper bounds for |I] in claw-free graphs.

Theory and Methods:

The main aim of this paper is to develop algorithms for obtaining near-optimal independent set for any type
of graph. A special spanning tree (Kmin) is used for this aim. Kmin is used to obtain the fundamental cut-sets
of graphs, and cut-set matrix. The multiplication of incidence matrix and transpose of cut-set matrix gives the
first independent set element which has minimum independence number. The Kmin tree is also used to
determine the upper bounds for size of independent set in term of minimum degree.

Results:

The developed algorithms are used for obtaining near-maximum independent set for any given graphs, and
this case is the advantage of this algorithm. The Kmin spanning tree is used to obtain the upper bounds for size
of independent set, and the obtained inequality is in term of minimum degree in graph.

Conclusion:
The developed method obtains the near-maximum independent set for any graph type. The upper bound for
size of independent set is obtained based Kmin and minimum degree in graph.
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ONECIKANLAR

e  Gelistirilen algoritma verilen ¢izgedeki bagimsiz kiimeyi elde etmek.
e -Bagimsiz kiime i¢in 6zel bir agilim agact Kmin
e -Kmin tabanli [I] i¢in iist simirlar1 belirmek.
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Giinlimiizde ¢izgelerin bazi problemleri i¢in hala yaklasik ¢oziim yontemleri kullanilmaktadir. Bunlar
minimum baskin kiime, maksimum bagimsiz kiime, maksimum hizip, milkkemmel eslestirme, Hamilton
devresi bunlardan bir kismidir. Bu ¢aligmada maksimum bagimsiz kiime bulma problemine polinomsal olan
bir yontemin uygulamasi iizerinde durulacaktir. Bu amagla pengesiz gizgelerden olan kral ¢izgeleri iizerinde
ornek caligmalar gosterilecektir ve pengesiz gizgeler i¢in maksimum bagimsiz kiimenin eleman sayisi i¢in
analitik bir sinir ortaya konulmaya calisilacaktir.
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Recently, approximation solution methods are used for some problems of graphs. These are the minimum
dominating set, maximum independent set, maximum clique, perfect matching, Hamiltonian circuit. In this
study, the application of a polynomial method to the problem of finding maximum independent sets will be
emphasized. At this aim, case studies on king graphs, which are one of the claw-free graphs, will be shown
and analytical limit for the number of elements of the maximum independent set for clae-free graphs.
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1. GIRIS (INTRODUCTION)

Miihendislik ve bilimsel problemlerin bir kismi1 ¢izge olarak
modellendikten sonra ¢izge algoritmalar1 kullanilarak ¢oziim
tiretilmektedir. Bu amacla hiperkiip ¢izgelerinde maksimum
bagimsiz kiime sayisini bulma {izerine ¢aligmalar yapilmigtir
[1]. Uggen (triangle) cizgeler maksimum bagimsiz kiime
lizerinde caligmalar yapildiktan sonra diigiimlerin komsu
sayisl igin iist sinir tanimlamasi yapilmaya caligilmgtir [2].

Cizgelerde bagimsiz kiime bulmak NP-Zor bir problemdir ve
maksimum agirlikli bagimsiz kiimeyi bulmak da NP-Zor bir
problemdir. P6’s1z ¢izgelerin maksimum agirlikli bagimsiz
kiimenin ne oldugu bilinmemektedir, ¢izgelerin alt
smiflarmin yapisal olarak analiz edilmesi sonucunda (P6,
pengesiz) ¢izgelerin maksimum agirlikli bagimsiz kiimenin
O(n*m) karmasiklikta ¢oziilebilecegi gdsterilmistir [3-5].

Fibonnaci sayilari, Lucas sayilari, Pell sayilari, Tribonacci
sayilart genellendikten sonra bunlarin 6zel ¢izgelerin k-
bagimsiz kiime toplamina esit oldugu gosterilmistir [6].
Verilen ¢izgede bagimsiz kiimeyi bulurken eger bir agacin
bagimsiz kiimesi bulunacaksa, elde edilen bagimsiz kiime
unimodiiler olur ve diizenli iki parcal1 (bipartite) ¢izgelerin
bagimsiz kiime serisi ilizerine ¢alismalar yapilmustir [7]. 3-
diizenli Hamilton c¢izgeleri i¢in bagimsiz kiime NP-tamam
olan bir problemdir [8]. Bazi ¢aligmalarda diisiik dereceli
cizgelerde maksimum bagimsiz kiime caligmanin Snemli
oldugu vurgulanmakla beraber bu problemin ¢dziimiinde
sise  boynu  durumun  olusturacaklari  Ongoriisii
bulunmaktadir. Bazi ¢aligmalarda bagimsiz kiimelerin
boyutu icin keskin bir alt smir belirleme durumlari
sozkonusudur [9]. Izgara cizgelerde durum matris
6zdevinimli algoritma kullanilarak bagimsiz kiime elde
edilmeye ¢alistlmustir [10]. Tirt1l gizgeler bir agag tiirii olup
yaprak diigiimlerin silinmesi sonucunda kirissiz yol olusur
ve bu tiir ¢izgenin bagimsiz kiimesi i¢in de g¢alismalar

(b)

yapilmustir [11]. Cizgelerin bagimsiz kiime sayisi iizerinde
caligmalar yapilmistir ve bunlardan bir tanesi ise, ara
gizgelerin ve permutasyon c¢izgelerin genellemesi olan
tolerans g¢izgelerin bagimsiz kiime sayisi, maksimum
bagimsiz kiime sayisi, bagimsiz miikkemmel baskin kiimeleri
elde edilmeye caligilmistir [12]. Verilen ¢izgede bagimsiz
kiime sayisini elde etme {izerine ¢aligmalar bulunmaktadir
[13]. Diizlemsel gizgelerin tekerlek veya polihedral tekerlek
olarak diisiiniilmesi sonucunda diigiim renklendirme
problemini ¢6zmek amaciyla bagimsiz kiime elde iizerine
caligmalar bulunmaktadir [14]. Literatiirde var olan
caligmalardan farkli olarak (o giine kadar yapilan
caligmalarda yaklasim ile bagimsiz kiime elde etmek)
cizgelerde maksimum bagimsiz kiime elde etmek iizerine
caligmalar yapilmigtir. Bu ¢aligmalarda verilen ¢izgenin ilk
once 6zel bir agcilim agaci elde edildikten sonra bu agilim
agacina gore temel kesme kiimeleri elde edilmektedir. Temel
kesme kiimelerinden ve diigiimlerin ¢izgedeki dereceleri
kullanilarak biitiin ~ diiglimlerin bagimsizlik dereceleri
hesaplanmaktadir. Bu degerler hangi diigiimlerin maksimum
bagimsiz kiimenin elemani olacagi belirlemektedir [15-18].
Cizgeler iizerinde ¢ok farkli caligmalar yapilagelmistir,
bunun sebebi bir¢ok problemin ¢izge olarak modellenebilir
olmasindan kaynaklanmaktadir. Akademik igbirlikleri ¢izge
olarak modellenmesi [19], is siireglerinin ¢izge olarak
modellenmesi [20], paralel bilgisayarlarda is yiikii
dengeleme amaciyla ¢izge boliitlemede kullanilmasi [21].

Bu caligmada Karci tarafindan gelistirilen algoritmalar,
pengesiz ¢izgelerde maksimum bagimsiz kiimeyi elde etmek
icin uyarlanacak ve uygulamasi gosterilecektir.

2. PENCESIZ CiZGELER VE BAGIMSIZ KUMELER
(CLAW-FREE GRAPHS AND INDEPENDENT SETS)

Biinyesinde tam bagh bipartite K;3 ¢izgesini i¢cermeyen
cizgelere pengesiz ¢izgeler denilmektedir. Diger bir deyisle,

Sekil 1. (a) K 3 ¢izgesi (Kis graph), (b) 4 diigiimlii pengesiz ¢izge (claw-free graph of size 4),
(c) 6 diiglimlii pengesiz ¢izge (claw-free graph of size 6)
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Kis cizgesini altgizge olarak barindirmayan cizgelere
pengesiz ¢izge denilmektedir. Sekil 1’de K3 ¢izgesi ve
birkag tane pengesiz ¢izge goriilmektedir.

Pengesiz cizgelerde maksimum bagimsiz kiime elde etmek
icin bagimsiz kiimenin tamimlanmasi gerekmektedir.
G=(V,E) olmak iizere, IcV ve Vviyvjel, (vivj)eE ise
maksimum elemana sahip I kiimesine maksimum bagimsiz
kiime denir. Karci yontemi ile maksimum bagimsiz kiimeyi
elde etmek amaciyla bir ¢izgenin 6zel bir agilim agaci
olusturulur. Bir ¢izgede agilim agaci devre igermeyen, baglh
ve Es. 1 saglayan bir ¢izgedir.

G=(V.E), T=(V.E1), ([Ei[=[V|-1) M

Pengesiz ¢izgeler ise K3 ¢izgesini alt ¢izge olarak
icermeyen c¢izgelere pengesiz ¢izgeler denir. Bu ¢alismada
pengesiz cizgelerde maksimum bagimsiz kiimeyi bulmak
amactyla  [15-18] literatiirinde  verilen  yontem
kullanilacaktir. Bu ydntemin pengesiz ¢izgelerde kullanimi
ilk olarak bu ¢alismada ele alinmis olacaktir.

3. KMiIN AGACI VE MAKSIMUM BAGIMSIZ KUME
iCIN ONERILEN YONTEM

(KMIN TREE AND PROPOSED METHOD FOR MAXIMUM
INDEPENDENTSET)

Verilen ¢izgede maksimum bagimsiz kiimeyi elde etmek
amactyla takip edilecek adimlar agagida verildigi gibidir.

e Kmin agacini insa etmek
e Temel kesme kiimelerini bulmak
e Diigiimlerin bagimsiz derecelerini bulmak

e Kmin Agaci: Verilen ¢izgenin Kmin agacini olusturmak
i¢in ¢izgenin diigliim derece matrisi elde edilir ve ondan
sonra minimum dereceye sahip diigiim segcilir. Minimum
dereceye sahip olan diigiim sayisi birden fazla ise,
bunlardan bir tanesi segilir. Segilen diigiim Kmin agacinin
kok digimini olusturur ve seviye olarak sifir
seviyesindedir. Kok diigiime komsu olan diigiimler agaca
seviye birde yer alacak sekilde yerlestirilirler ve kalan
derecelerine gore Kkiigiikten biiylige sirali bir sekilde
yerlestirilirler. Kalan diigiim derecesi Es. 2’de verilen
bagmt ile hesaplanir.

VvieV igin dr(vi)=|N(vi)-Nt(vi)| ve NT(vi)={VueV ve
(u,vi)eEi} 2

Kmin agacinda yer alan diigiimlerden kalan diigiim derecesi
minimum olan diiglimin komsu diiglimleri bir sonraki
seviyeye eklenirler ve agagtaki diigiimlerin hepsinin kalan
dereceleri giincellenir. Bu sekilde biitiin diiglimler agaca
eklendikten sonra Kmin agaci tamamlanmig olur. G
¢izgesinin Kmin agacinda yer alan ayritlara dal ve geriye
kalan ayritlara kiris denilmektedir. Tablo 1’de Kmin agacini
olusturan Algoritma 1’in zahiri kodu (pseudo-code)
goriilmektedir.

1556

Tablo 1. Kmin agacini olugturma algoritmasi
(Kmin tree construction algorithm)

Algoritma 1: Kmin Agaci(A,AT,D)
A: Cizgenin bitigiklik matrisi
AT: Kmin agacinin bitigiklik matrisi
D: Cizgenin derece matrisi
1. Q<Y
. r<—min(D) // D: derece matrisi
. T=(V,E1) ve E1<J
T LY
j<1,..JV] AT(,j)«0
. EnQueue(Q,r) ve Q2
L1, IN(D)]
EnQueue(Q2,vi), vieN(r) // EnQueue algoritmast
kuyruga eleman ekler.
9. eger AT(r,s)=0 ise
10. AT(r,s)=1, AT(s,r)=1
11. EnQueue(Q2,s)
12. Q2# oldugu siirece
13. v<DeQueue Min(Q2,A,AT) ve EnQueue(Q,v)
14. i1, IN(V)

0NV A W

15. eger (vieQ2) degil ve vieN(v) ise
16. EnQueue(Q2,v;)
17. AT(v,vi)=1, AT(v;,v)=1

Teorem 1: Kmin agacini olugturan algoritma etkili bir
algoritmadir.

Ispat: Algoritma 1 incelendigi zaman iki tane ayrik dongii
(adim 4 ve adim 7) bulunmaktadir. Adim 12°de baslayan
dongiliniin  igerisinde bir dongii daha bulunmaktadir.
Déngiiler maksimum diigiim sayisma bagl calistigindan
eger |V|=n ise, algoritmamn karmasiklig1 O(n?) olur.

o Temel Kesmeler: Kmin agaci olusturduktan sonra temel
kesmeler elde edilir. Temel kesmeler iki gruba
ayrilmaktadir: Yaprak temel kesmeler ve dahili temel
kesmeler seklindedir. Kmin agacinda yaprak durumundaki
diigimlere ¢akisik olan (G ¢izgesindeki ayritlar) yaprak
temel kesme kiimelerini olustururlar. Kmin agacinin
geriye kalan dallarmin her birine karsilik bir dahili kesme
olusturulmaktadir. Her dal Kmin agacim iki farkli pargaya
bolmektedir. Bu iki parca arasindaki G ¢izgesinin ayritlari
bir dahili temel kesmeyi olusturur. Temel kesmeler agilim
agacinin bir dalin1 ve geriye kalan kismu kirislerden olusan
kesmelerdir. Cizgelerdeki geriye kalan biitiin kesmeler
temel  kesmelerin  ring-sum  isleminin  lineer
kombinasyonudur. Tablo 2°de yaprak temel kesmeleri elde
eden Algoritma 2’nin zahiri kodu (pseudo-code)
goriilmektedir ve Tablo 3’te dahili temel kesme kiimelerini
elde eden Algoritma 3’iin zahiri kodu (pseudo-code)
goriilmektedir.

Teorem 2: Temel kesme kiimelerini elde eden algoritmalar
etkili algoritmalardir.

Ispat: Algoritma 2’nin 2. adiminda baslayan kisim ic-ie iki
dongii oldugundan buranin karmasikligi |V|=n ve [E[=m
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olmak tizere O(nm) seklinde olur. 7. adimda baslayan
kisimda karmasiklik olarak O(nm) seklinde olacaktir.
Bundan dolay1 bu algoritma etkili bir algoritmadir.

Tablo 2. Yaprak temel kesme kiimelerini elde eden

algoritma
(algorithm to obtain leaf fundamental cut-sets)

Algoritma 2: Temel Kesme Kiimeleri(AT,A,B,C)

e=DeQueue(Q2)

eger e=(u,v) and (d,=1 or d,=1) ise //d, ve d, dereceleri
T agacindaki derecelerdir.

10. eger d,=1 ise

11. i«1,...,m // m¢izgedeki ayrit sayisidir.

12. C(u,i)=B(u,i)

13. degilse DahiliTemelKesme(AT,A,C,B,e)

1. B«CakisimMatrisi(A)  // A’nin boyut nxn olsun.
2.i«1,...,n

3. j«1,...,m // B matrisinin boyutu nxm seklinde olur.
4. C(1,j)=0

5. i«1,....m2

6. EnQueue(E2,e;) // T agacindaki dal sayist m2.

7. E2# oldugu siirece

8.

9.

Tablo 3. Dahili kesmeleri elde eden algoritma
(algorithm to obtain internal fundamental cut-sets)
Algoritma 3: DahiliTemelKesme(AT,A,C,B,e)
1. e=(u,v) olsun, Q2+ ve EnQueue(Q2,u)

2. Q2#Y oldugu siirece

3. u<DeQueue(Q2) ve EnQueue(Q,u)

4, i«<1,...n

5. eger AT(u,i)=1 ve i#v ise EnQueue(Q2,1)
6. Q#J oldugu siirece

7. u«DeQueue(Q)

8. i«1,...,n

9.

eger A(u,i)=1 veigQ ise C(u,k)=B(u,k)

Algoritma 3 ise Kmin agacinda n-1 bir tane dal
bulunmaktadir bunlardan en az iki tanesi yaprak veya kok
diigim olacaktir. Bu durumda maksimum n-3 tane dahili
kesmeye sebep olan dal bulunacaktir. Bu dallar agaci iki
parcaya bolecegine gore bir tane dal eger n;+n,=n seklinde
iki parcaya bolerse, taranacak dal sayist max(n;-1,nz-1)
seklinde olacaktir. Bu algoritmanin da en kétii durumu O(n?)
seklinde olacaktir. Bu durumda temel kesme olusturma
isleminin karmagikligi O(nm+n?) seklinde olacaktir ve
algoritmalarin etkili oldugunu gosterir.

e Kmin agac1 temel kesme kiimelerini elde etmek amaciyla
olusturulmaktadir. Temel kesmeler olusturulduktan sonra
Kesme matrisi olusturulur.

Cakigim matrisi (Es. 3)

_ (1 eger j.ayrit i.diglimine cakigik ise
B [bif]_{o diger durumda G)
Kesme matrisi ise Es. 4°te verilen bagmti ile
tanimlanmaktadir.

c= [c] _ {1 eger j.ayrit i. kesmede yer aliyorsa @
Y 0 diger durumda

Cizgenin ¢akigim matrisi B elde edildikten sonra kesme
matrisi C elde edilir. Daha sonra ¢akigim matrisi ile kesme
matrisinin transpozu ile c¢arpilir. Ondan sonra sonug
matrisinde satir bazli toplam elde edilir ve derece matrisi ile
toplanir. Bunun sonucunda minimum sonucu veren
parametre (diigiim) bagimsiz kiimeye se¢ilir. Ondan sonra bu
diigiimiin komsular ise, komsular kiimesine eklenir. Daha
sonra segilen digime cakigtk olan dalin veya dallarin
olusturmus olduklar1 kesmeler kesme matrisinden silinir ve
ondan sonra ayni matris ¢arpma islemleri tekrar yapilir ve
minimum degere sahip olan diigiim bagimsiz kiimeye segilir
ve komsular1 ise, komsular kiimesine eklenir. Verilen
pengesiz ¢izgede Kmin agact ve temel kesme kiimelerini
kullanarak bagimsiz kiimeyi veren algoritma Tablo 4’te
Algoritma 4 olarak verilmistir.

Teorem 3. Algoritma 4 etkili bir algoritmadir.

Ispat: Algoritma 4’te boyutlar1 nxm seklinde olan iki
matrisin ¢arpimi  bulunmaktadir ve bunun sonucunda
Algoritma 4’iin karmagsiklig1 O(|Ijnm) seklinde olacaktir. Bu
durum Algoritma 4’tin etkili bir algoritma oldugunu
gostermektedir.

Teorem 4: G=(V,E) bagh bir ¢izge |V|=n olmak iizere bu
cizgenin maksimum bagimsiz kiimesinin eleman sayisumin alt
ve tist stnirlart Es. 5 ve Es. 6 seklinde olur.

-2

a) imax(G) =|I|2 n . egern (,'ift ise
Gl+1=]l

eger n tek ise

)

b) imax(G) =l < (kllngnJ + kllosknl=2 4 ... 4 ka)’
a=0veyaa=1. (6)

Ispat: G=(V.E) c¢izgesi icin olusturulacak olan Kmin
agacinin farkli durumlar igin alt ve st smirlar elde
edilecektir.

Eger verilen ¢izgenin Kmin agac1 Sekil 2°de verilen agag
gibi bir aga¢ oldugu durumda gizgede yer alan digim
sayisinin tek veya ¢ift olmasina gore elde edilecek alt sinir
biraz farkli olacaktir. Verilen ¢izgenin diigiim sayist ¢ift
oldugu durumda yaprak diigiim, onun dedesi ve dedenin
dedesi seklinde kok diigiime dogru gidildiginde kok diigiim
hari¢ bagimsiz kiimeye agactaki diigiimlerin yaris1 eklenir ve
sekil tlizerinde goriildigi gibi K3 ¢izgesi bu ¢izgede yer
almyor.

Es. 5 ve Es. 6 maksimum bagimsiz kiime i¢in sirasi ile alt
sinir ve st sinir1 vermektedirler.

Eger diigiim sayis1 n tek ise, aynt mantikla yaprak diigiim
bagimiz kiimeye eklendikten sonra yaprak diigiimiin dedesi
ve dedenin dedesi bagimsiz kiimeye eklenir. Bu mantikla
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devam edilerek kok diigiimde bagimsiz kiimeye eklenir. Bu
durumda bagimsiz kiimenin eleman saysi |[|=|n/2] +1 =
[n/2] seklinde olur.

Tablo 4. Bagimsiz kiimeyi elde eden algoritma
(algorithm to obtain independent set)

Algoritma 4: BagimsizKiime(G,I)

1) G=(V,E) bir ¢izge olmak iizere

2) B=CakisimMatrisi(G) // G gizgesinin ¢akigim matrisi

3) T=Kmin_Agaci(A,AT,D).

4) Temel Kesme Kiimeleri(AT,A,B,C) // C kesme matrisi
5) 1= ve N=J

6) TUN<V oldugu siirece devam et

7 v= er‘g (L, (BCT + D)) // matriste satir bazli toplam

8) I=Iu{v} ve N=NUN(v) // N(v)=v’nin komsulari

(D)) ..

Sekil 2. Lineer bagli Kmin agaci (linear connected Kmin tree).

e Eger verilen ¢izgenin Kmin agaci bir dengeli aga¢ seklinde
oldugu durumda bagimsiz kiimenin eleman sayisi
maksimum olur.

Sekil 3. Dengeli Kmin agaci (balanced Kmin tree)

Eger |log, n| cift ise, yapra sevieyedeki biitiin diigiimler
bagimsiz kiimeye eklenirler. Ondan sonra yapraklarin dede
diigiimleri bagimsiz kiimeye eklenir. Bu sekilde devam
edilerek en son kok diigiimiin ¢ocuklar1 bagimsiz kiimeye
eklenir. Eger K3 cizgesinin alt ¢izge olarak olmama
zorunlugu olmasaydi, bagimsiz kiimenin maksimum eleman
sayisi (Eger Kmin agaci ¢izgenin kendisi seklinde olup, Sekil
3’te verilen Kmin agaci i¢in k>2 oldugu durumda K3
cizgesi gosterilen agacin bir alt ¢izgesidir). Es. 7°de bagimsiz
kiimenin boyutunu hesaplayacak bagntt verilmistir.

[I| = kllogknl 4 fllogenl-2 4 ... 4 (7
Fakat pengesiz ¢izgeler sozkonusu oldugundan bagimsiz
kiimeye eklenecek diigiim sayisi Es. 8’de verilen bagint1 ile

hesaplanir.
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1] < klogknl 4 fllogenl-2 4 ... 4 (8)

Eger |log, n] tek ise, yaprak digiimler bagimsiz kiimeye
eklenir. Bir sonraki adimda yaprak diigiimlerin dede
digiimleri bagimsiz kiimeye eklenir. Bu sekilde devam
edilerek kok diigiimiin torunlari eklenir ve son olarak kok
digiim bagimsiz kiimeye eklenir. Bunun sonucunda
bagimsiz kiimenin eleman sayist Es. 9°da verilen bagint1 ile
hesaplanir.

1] = klogknl 4 pllogenl-2 4 ... 4 [0 )

Fakat K, 3 ¢izgesinin alt¢izge olarak bulunmama sartindan
dolay1 Es. 10°da verilen {ist sinir bagimsiz kiime i¢in bir
gevsek {ist sinir olacaktir.

|I] < kllogknl 4 fllogenl=2 4 ... 4 [0 (10)

Elde edilen bu esitsizligin daha belirgin olmas: igin kiris
ayritlarin - durumlarinm dikkatlice incelenmeye ihtiyag
vardir.

Bagli liste yapis1 ile dengeli aga¢ arasindaki agaclardaki
diigiim sayilar1 bu iki tiir aga¢ icin elde edilen eleman
sayilarinin arasinda olur. Kmin agacit bagimsiz kiimenin
eleman sayis1 i¢in dnemli ipuclar1 vermektedir.

Teorem 5: G=(V,E) bagl bir ¢izge |V|=n olmak iizere bu

¢izgenin maksimum bagimsiz kiimesinin eleman sayisi i¢in
tist simir Es. 11 de verilen baginti ile belirlenir.

o=l =5

EJ +1= E] eger n tek ise an

' eger ngiftise
Imax(G) = |I| <

Ispat: Verilen bir cizge eger seri bagh bir ¢izge olmak iizere
n ¢ift ise, |I| =n/2 olur (Es. 11), eger n tek ise, |I| =
[n/2] + 1 (Es. 11) seklinde olur. Eger ¢izge seri bagh bir
cizge degil, ayrit sayist daha fazla olan bir ¢izge ise, bu
durumda ¢izgenin maksimum bagimsiz kiimesinin eleman
say1st i¢in sinir belirlemek amaciyla ¢izgenin Kmin agaci
elde edilir. Bu durumu ifade etmek amacryla Ornekler
tizerinde sonuglar elde edilmeye calisilacaktir (timevarim
mantig1 ile).

e G=(V,E) ve |V|=n=4 olmak iizere

Verilen G=(V,E) ¢izgesi Sekil 4b’deki gibi seri bagl oldugu
durumda |[]=2 olur. Cizge Sekil 4a’daki gibi bir ¢izge ve
Kmin agaci elde edilmistir. Kesikli gozterilen ayrit Kmin
agacinin bir kirisidir. Bu durumda ¢izgenin Pengesiz olmasi
icin igerdigi minimum ayrit sayisinin oldugu durumdur. |I[]=2
olur ve eger ¢izgeye bir ayrit daha eklenirse, |[[|=1 olur.

o G=(V,E) ve |[V|=5 olan ¢izge i¢in benzer analiz yapilabilir.

Sekil 5b verilen pengesiz ¢izge seri bagli bir ¢izge olup
maksimum bagimsiz kiimenin eleman sayisi 3 olur. Cizge
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seri bagli degil ve Sekil Sa ¢gizgesindeki kirmizi kirigler hari¢
geriye kalan seklinde ise, maksimum bagimsiz kiimenin
eleman sayist 2 olur. 1, 2 ve 3 nolu kirmiz1 ayritlar sira ile
eklendigi durumda da ¢izgenin maksimum bagimsiz
kiimenin eleman sayist 2 elemanli olur. Son kirmizi ayrit
eklendiginde maksimum bagimsiz kiimenin eleman sayist
1’e diiser. Teorem 4’te verilen smirlarin Pengesiz olma
durumu go6zoniine alindiginda ters ¢evrilmesi gerektigi agik
bir sekilde ortaya ¢ikarilacaktir.

¢ G=(V,E) ve |V|=6 olan ¢izge i¢in benzer analiz yapilabilir.

Sekil 6b’de verilen seri bagl ¢izge icin |I|=3 olur ve seri bagl
olmayan ve minimum ayrita sahip bir pengesiz ¢izge Sekil
6a’da gorildigi gibi olur. Bu ¢izge icin [[|=3 olur. Bu
cizgeye ayrit ckledikce maksimum bagimsiz kiimenin
eleman sayis1 diismeye baglayacaktir. Bu durumda pengesiz
cizgeler i¢in maksimum bagimsiz kiime ancak seri bagli
cizgelerde elde edilmektedir. Ayrit sayisi arttirildikca
(pencesiz olma ozelligini bozmadan) maksimum bagimsiz
kiimenin eleman sayisinin diisecegi agiktir.

i OO0
o020

(a)

Maksimum bagimsiz kiimenin eleman sayisinin eleman
sayisinin fazla olmasi igin ¢izgenin ayrit sayisinin azaltilmasi
gerekmektedir. Kisacasi ayrit sayisi ile maksimum bagimsiz
kiimenin eleman sayisi birbiri ile ters orantilidir. Ayrit
sayisinin artmast I kiimesi iizerinde nasil bir etkiye sahip
oldugu ornek cizgeler iizerinden gosterilecektir. G=(V,E)
gizgesi i¢in 8(G) minimum diiglim derecesini ve A(G) ise
maksimum diigiim derecesini gostermektedir.

e 3(G)=2 icin ¢izgelerin Kmin agaglar1 verilerek |[I]
hesaplanacaktir. Bu durumda ¢izge pengesiz ¢izge olacak
ve ayrit sayist miimkiin olan minimum seviyede olacaktir.

Sekil 7. 5(G)=2 olan pengesiz ¢izgenin Kmin agaci (|[V|=3)
(Kmin tree of claw-free graph whose 8(G)=2, [V|=3)

Sekil 4. Pengesiz ¢izgede kmin agaci (Kmin spanning tree of claw-free graph)

\\1—2>< —3— =
— 4 —

(a)

Sekil 5. G=(V,E) ve |V|=5 olan pengesiz ¢izge ve Kmin agact (G=(V,E) is a claw-free graph and |V|=5 and Kmin tree )

ONORO
ORO
(@)

Sekil 6. G=(V,E) ve |V|=6 olan pengesiz ¢izge ve Kmin agact (G=(V,E) is a claw-free graph and |V|=6 and Kmin tree )
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Sekil 7°de verilen ¢izge igin Maksimum bagimsiz kiimenin eleman sayisint belirlemek
amactyla Kmin agaci kullanildiginda Sekil 9°da verilen
[I] = 8(G)lo92n-1 = §(G)ltogz3)- (12) Kmin agaci potansiyel olabilecek bir ¢izge ve minimum ayrit
sayist goriilmektedir. Bu ¢izgenin maksimum bagimsiz
Es. 12 seklinde olur. kiimesinin eleman sayisi Es. 14 ile ifade edilir.

|1| — 5(6)[l0g215J—1 + 6(6)“09215]_3 - 5(6)3_1 +
§5(6)3¥3=5 (14)

Sekil 10°da verilen ¢izgenin maksimum bagimsiz kiimenin
eleman sayisi

|1| — 5(6)”09231J_1 + 6(6)“09231]_3 + 6(6)0 —
SO+ 8(6)3 +68(6)° =11 (15)
seklinde olur.

e 8(G)=3 igin ¢izgelerin Kmin agaglar1 verilerek |[I|

Sekil 8. 5(G)=2 olan pengesiz ¢izgenin Kmin agac1 (|V|=7) hesaplanacaktir. Bu durumda ¢izge pengesiz ¢izge olacak
(Kmin tree of claw-free graph whose 3(G)=2, [V|=7) ve ayrit sayist miimkiin olan minimum seviyede olacaktir.
Sekil 8’de.Veri1en gizg§ i¢in bagimsiz kiimenin eleman sayisi Sekil 11°de goriilem Kmin agacinin ¢izgesinin maksimum
Es. 13 verilen bagint1 ile hesaplanir. bagimsiz kiimenin eleman sayis1 Es. 16 ile hesaplanir.

[I] = 8610927171 + §(6)° = §(6)*> L + 8(6)° =3 (13) | = §(G)log331-1 = §(6)° = 1 (16)

Sekil 9. 5(G)=2 olan pengesiz ¢izgenin Kmin agaci (|[V[=15) (Kmin tree of claw-free graph whose 8(G)=2, [V|=15)

0 Kmin

@°@ @°@ @aﬁ @QQQQQ éﬁ :@ge

Sekil 10. 5(G)=2 olan pengesiz ¢gizgenin Kmin agaci (|V|=31) (Kmin tree of claw-free graph whose 8(G)=2, [V|=31)
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Kmin
\\_—_’/

Sekil 11. 5(G)=3 olan pengesiz ¢izgenin Kmin agaci
(IVIF3) (Kmin tree of claw-free graph whose 8(G)=3, [V|=3)

Sekil 12°de goriilem Kmin agacinin ¢izgesinin maksimum

bagimsiz kiimenin eleman sayist Es. 17°de verilen bagnt1 ile
hesaplanmaktadir.

1] = 8610923171 + §(6)° = 6(G)* +6(6)° =4 (17)
Sekil 13’de goriilen Kmin agacinin gizgesinin maksimum
bagimsiz kiimenin eleman sayis1 Eg. 18’de verilen bagmti ile
hesaplanmaktadir.

1] = §(G)logs*0I=1 4+ 2 = §(6G)* +2 =11 (18)

8(G)=k oldugu durumda maksimum bagimsiz kiimenin
eleman say1st Es. 19°da verilen bagint1 ile hesaplanmaktadir.

|I| S ZOSEiSLlogk nJ—l 5(G)l (19)

Es. 9°da verilen bagint1 0<i<|log, n |-1 araligindaki ikiser-

ikiser artan i degerleri igin gegerli olan bir bagmtidir. Kmin
agacinin  kok digimiiniin  yikseligi 0 olarak kabul
edildiginde |I] ifadesi i¢in elde edilecek bagint1 asagidaki gibi
olur. Kmin agacinin yiiksekligi h olmak iizere:

h ¢ift ise, (Es. 20)

|]| < 6(G)Llogd(c)njfl T 5(G)Llog5(c)nj—3

(20)
++0(G) + 5(G)0
Ve h tek oldugu durumda, (Es. 21)
|I| < é‘(G)Llng"(G)nJ_l + 5(G)Llogo~<(;)nj—3

2

+-+8(G) +8(G)’

Denklem 20 agacin yiiksekliginin ¢ift oldugu durumda
bagimsiz kiime i¢in {ist sinir1 veren bagmtidir ve denklem 21
ise, agacin yiiksekliginin tek oldugu durumda bagimsiz
kiime i¢in {ist sinir veren bagmntidir. Kullanilacak ¢izgelerin
pengesiz olmasi, ilgili ¢izgenin K, 3 ¢izgesini alt ¢izge olarak
icermemesi i¢in ayrit sayisinin belli bir sayinin altina
diismesi ¢izgenin Ozelligini bozmaktadir. Bundan dolay1
¢izgenin maksimum bagimsiz kiimenin eleman sayisinin

Sekil 13. 8(G)=3 olan pengesiz ¢gizgenin Kmin agaci (|V|=40) (Kmin tree of claw-free graph whose 8(G)=3, |V|=40)
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maksimum olmast i¢in seri bagli pengesiz ¢izgenin oldugu
durumdur.

4. UYYGULAMA SONUCLARI
(EXPERIMENTAL RESULTS)

Sekil 14’de verilen ¢izgenin Kmin agacinin elde edilmesi
aym sekilde gosterilmistir. i1k olarak basit bir ¢izge {izerinde
Onerilen algoritmanin nasil ¢alistig1 gosterilecektir ve bu
amagla Sekil 14’de verilen ¢izge kullanilmistir. Ilk olarak
¢izgenin diiglim dereceleri belirlenir ve minimum dereceye
sahip diigiim secilir veya minimum dereceye sahip diigiimler
arasinda bir tanesi secilir ve bu diiglim Kmin agacinin kék
diigiimiinii olusturur (Bunun i¢in Algoritma 1 kullanilir).
Sekil 14°deki kok diigiimii “a” diigiimi olarak verilmistir.
Kok diiglimiiniin ¢izgedeki komsular1 bu diiglime ¢ocuk
diigiimler olarak eklenir ve bu g¢ocuklar arasinda kalan
derecesi minimum olan diiglim segilir. Agagta yer alan ve
kalan diiglim derecesi minimum olan diigiim segilir ve bu
diiglimiin kalan komgular1 agaca yerlestirilir. Adim 2’de
gorildigi gibi “b”, “c”, “d” diugimleri agaca eklenmis
durumdadir. Son olarak “c” digimiinin ¢izgedeki
komsularindan agaca eklenmemis komsular: agaca eklenir
bu sekil agac insa edilmis olacaktir.

Sekil 14’de verilen ¢izgeden Kmin agacini elde etmek i¢in
¢izgenin minimum dereceli 4 tane diigiim (a,b,e,f) var ve
bunlardan a diigiimii secilerek aga¢ inga edilmistir. Bu agag
aracilig ile bes tane temel kesme kiimesi elde edilir (Kmin
agacinda 5 tane dal vardir).

Cizgenin agilim agacinda yer alan ayritlarina dal ve geriye
kalanlara kiris denilmektedir. Sekil 14’de Kmin agacinda
kesikli gosterilen ayritlar kirig ayritlardir. Agacin dallarini
kullanarak temel kesme kiimeleri elde edilir ve her temel
kesmede sadece bir tane dal vardir ve geriye kalanlar kirig
olurlar. Sekil 14’de Kmin agacindan 5 tane temel kesme
kiimesi elde edilir. Cizgenin ¢akisim matrisi (B) elde edilir
ve temel kesme kiimeleri elde edildikten sonra kesme matrisi
elde edilir (C). Kmin agacina gore iki tiir temel kesme elde
edilebilmektedir.

Yaprak Temel Kesme Kiimesi: Kmin agacindaki yapraga
cakisik olan ayritlar (¢izgedeki ayritlar) yaprak temel kesme
kiimesini olustururlar (Algoritma 2 kullanilir).

2x3 kral ¢izgesi

Dahili Temel Kesme Kiimesi: Bu temel kesme kiimesinin
icermis oldugu dal yapraga ¢akisik olan dal degildir ve Kmin
agacim alt iki Kmin agacina bolmektedir ve alt Kmin

agaclari en az 2 digim icermektedirler (Algoritma 3
kullanilir).

Sekil 14’de verilen Kmin agaci1 i¢in olusacak temel kesme
kiimeleri

Ki={(c.e),(d.e),(e.f)} (yaprak temel kesme kiimesi)
Ko={(c..(d.D.(e.H} (yaprak temel kesme kiimesi)
Ks={(a,c),(c,d).(c.b),(d,e),(d, )} (dahili temel kesme kiimesi)
K4={(a,d),(c.d),(b,d).(d,e),(d,D)}

kiimesi)

(yaprak temel kesme

Ks={(a,b),(b,d),(b,c)} (yaprak D temel kesme kiimesi)

Sekil 14’de verilen ¢izgenin B, C ve D matrisleri Es. 22°de
verilmistir.

1 1 1.0 0 0 0 0 0 0 O
10 01100 O0O0O0TO0
B = 01010111000
0 01 01100110
0 0000 O0OT1TTO0T1TTO0T1
0 0 0 0 0001 0O 1 1
0 0 0 0 0 01 0 1 0 17
0 000 0O O0OOT1TTUO0OTI1T?1
c=l0 1010100110
0 01 01100110
1 0 011 0 0 0 0 0 O
3 0 0 0 O 0‘|
0 300 00
oo s 000
b= 0 00500 22
0 0 00 3 O
‘0 0 0 0 0 3
erl; (E~,(BCT + D)) islemi sonucunda diigiimlerin

bagimsizlik dereceleri (veya bagimsizlik sayilari) elde edilir.
Cakisim matrisi ile kesme matrisinin transpozunun ¢arpimi
sonucunda elde edilen g¢arpim matrisinin satir bazinda
yapilacak toplama sonucuna derece matrisinin ilgili satirdaki

Adim 3 Kmin agaci

Sekil 14. Cizge ve ¢izgeden elde edilen Kmin agaci (Graph and its obtained Kmin tree)
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Sekil 15. Farkli boyutlarda kral ¢izgeleri ve her birine karsilik olusturulan Kmin agaglari

(King graphs of different sizes and Kmin spanning tree for each graph)

degeri eklenerek her diigiimiin etki degeri hesaplanmaktadir.
Es. 22°de verilen ¢izgenin diigiim bagimsizlik dereceleri
veya bagimsizlik sayilart Tablo 5°de verilmistir.

Tablo 5. Ornek gizgenin diigiim bagimsizlik sayilart
(the node independence numbers of example graph)

a b c d e f
6 8 12 16 11 9

Bagimsizlik derecesi minimum olan diigiim “a” digimii
oldugundan bu diigiim bagimsiz kiimeye secilir ve Kmin
agacinda “a” diigiimiine ¢akisik olan ayritlarin hepsi silinir.
Diger bir deyisle “a” diigiimiine ¢akisik olan ayritlar arasinda
dal durumundaki ayritlarla ilgili olan kesmeler C matrisinden
silinirler ve ondan sonra tekrar asagidaki islem
gerceklestirilir.

Z‘f; (™, (BCT + D)) islemi
bagimsizlik dereceleri (veya bagimsizlik sayilart) Tablo 6’da
verilmistir.

sonucunda  diigiimlerin

Tablo 6. Ornek gizgenin diigiim bagimsizlik sayilari
(the node independence numbers of example graph)

a b ¢ d e f
3 3 7 7 7 7

Secilen “a” diigiimiine komsu olan “b”, “c” ve “d” diiglimleri
secilmeyecektir. Kalan diiglimler arasinda bagimsizlik
derecesi minimum olan diigiim segilir. Bu durumda “e” ve
“£” diigiimlerin bagimsizlik dereceleri ayni oldugundan bir
tanesinin  bagimsiz  kiimeye secilmesi  islemin

sonuclanmasina yetmektedir.

Sekil 15°de verilen kral ¢izgelerinin hepsinin Kmin agaglari
yanlarinda goriilmektedir. Hepsinin yaprak seviyesindeki
diigiimler arasinda komguluk bulunmaktadir. Bundan dolay1
Teorem 5 sartina uymaktadir.

5. SONUCLAR (CONCLUSIONS)

Cizgelerde maksimum bagimsiz kiimeyi elde etmek NP-Zor
bir problem olup giiniimize kadar yaklagik c¢oziim
yontemleri veya kaba se¢im (greedy) gibi yontemler
kullanilmistir. Bu ¢aligmada [15-18] caligmalarinda 6nerilen
yontemler g6zoniinde bulundurularak pengesiz gizgelerde
maksimum bagimsiz kiimeyi bulmak amaciyla polinomsal
yontemin olabilecegi gosterilmistir. Bu ¢ergevede kral
¢izgeleri kullanilmigtir ve ayni zamanda pengesiz ¢izgelerde
maksimum bagimsiz kiimenin eleman sayisi i¢in bir aralik
belirlenmeye ¢alisilmigtir.

Karc1 ve Karci [ 15-18] tarafindan gelistirilen yontemin biitiin
cizgelerde polinomsal algoritmalarla sonug verecegi
ongoriilmektedir. Heniiz bu konuda genel ve analitik bir ispat
ortaya konulabilmis degildir. Fakat gelistirilen algoritma
optimum ¢Oziimii vermeyi garanti etmemekle beraber
optimuma yakin, polinomsal ve saglam bir algoritma
Onerilmistir. Saglamliktaki kasit ayni ¢izge i¢in her zaman
ayni sonucu vermektedir.
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