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Modiiller Degismeli Cebir’de lizerinde ¢okeca ¢alisilan bir konudur. Bu modiillerin en bilinen tiirleri Exterior Modiiller ve
Simetrik Modiillerdir. Bu ¢alismada, karakteristigi sifir olan herhangi bir R halkasi iizerindeki sonlu iiretilmis Exterior
modiillerin ters tiirevleri ve bu modiillerin bazi 6zellikleri incelenecektir. Ayrica, ayn1 R halkas1 {izerindeki Exterior
modiiliin kararli alt modiilleri incelenmistir. Bu kararli alt modiil yapilarinin ters tiirevleri hakkinda elde edilen bazi
sonuglar verilmistir.
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Abstract

Modules are a subject that has been worked on in Commutative Algebra. The most known types of these modules are the
Exterior Modules and Symmetrical modules. This study will examine the inverse derivatives of finite produced Exterior
modules on any R-ring with zero characteristics and some of the features of these modules. In addition, the stable sub-
modules of the Exterior module on the same R-ring have been examined. Some results are given on the inverse derivatives
of these stable submodule structures.
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1. Giris
1. Introduction

Exterior modiill, bir modiilden tiiretilebilen
modiillerin en ilging ve kullanighilarindan biridir.
Ayn1 zamanda, determinantlar teorisi ile yakin
baglantilar1 olan bir degismeli cebir tiirtdiir.
Degismeli Cebir, 0Ozellikle ideal ve modiil
yapilarmin  ve bunlara benzeyen yapilarin
Ozelliklerini inceleyen bir alandir.

Bir halka ve onun ideali ile ilgili pek ¢ok ¢alisma
yapilmig ve halen de yapilmaya devam ediliyor.
Ozellikle polinom halkalari, bunlarin idealleri ile
ilgili birgok ¢alisma yapilmaktadir. Bunlarda biri
de polinom halkalar1 {izerinde tanimlanmis
Grobner tabanlardir. Matematikte ve daha ozel
olarak bilgisayar cebirinde, cebirsel geometride ve
degismeli cebirde, bir Grébner tabani, bir K halkasi
iizerinde bir polinom halkasinda K[xq, x5, ..., X, ]
bir idealin 6zel bir tir olusturma kiimesidir.
Grobner tabanmi, idealin ve iliskili cebirsel
cesitliligin, boyut ve sonlu oldugunda sifir sayisi
gibi  birgok  Onemli  6zelliginin  kolayca
¢ikarilmasina izin verir. Bu konu ile ilgili
caligmalara (Cagman, 2017, Polat & Cagman,
2021) kaynaklar1 6rnek olarak verilebilir. Bu
caligmalar herhangi bir halka ve onun ideali
iizerindeki uygulamalarm yine bir halka lizerinde
tamimlanan modiil yapilarinda da karsimiza
cikabilecegini gosterir. Bu sebeple bu caligmada
bir degismeli halka {izerinde tanimlanan Gzel bir
modiil yapisi olan Exterior modiiliin baz1 sonuglari
verilmistir.

Degismeli Cebirde, bir halka tlizerindeki modiil
kavrami tanimlanan alandaki vektdr uzayinin
genellestirilmis bir gosterimidir. Exterior modiil ise
elemanlar1 iizerinde Exterior (dis, wedge) carpim
tanimlanan bir yapidir. Bunlarla ilgili ¢alismalara
(Baer, 1952; Hoffman & Kunze, 1961; Kuiper,
1961) kaynaklarinda detayli olarak yer verilmistir.

Modiiller iizerinde tanimlanan tiirev kavram ilk
olarak (Grothendieck, 1967) de karsimiza
¢ikmaktadir. Daha  sonra  (Osborn,1968;
Matsumura,1986) da modiiller iizerinde tlirev
kavrami daha genis bir sekilde incelenmistir.
Ayrica 1996 yilinda R. Hart, k bir degismeli halka
ve R bir degismeli k-cebir iken modiillerin yliksek
mertebeden tiirevlerini incelemistir (Hart, 1996).
Ayrica (Karakus, 2021) yine Exterior ve Simetrik
Modiillerin tiirevleri ile ilgili baz1 sonuglar elde
etmistir. Bu calismada, Exterior modiil yapilan

uzerinde tanimlanan ters tiirevler ve bunlarin bazi
Ozellikleri incelenecektir.

2.Materyal ve metot
2.Material and method

Bir R-modiil iizerinde tanimlanan Exterior modiil,
degismeli cebir alaninda diferansiyel formlar
iizerinde tanimlanan modillerin bir direkt
toplamidir. Bu Exterior modiil {izerinde tanimlanan
islem, diferansiyel formlar ilizerinde tanimlanan
islemdir. Bir R-modiil lizerindeki Exterior modiil,
71,772,713, 74, 15,76 € R ve A simgesi de Exterior
carpim ya da wedge carpim olmak iizere,
11,15 Ar3, Ty Ars Ay seklindeki formlar tarafindan
olusturulur. Bu elemanlarin lineer
kombinasyonlarindan olusan diferansiyel formlar
Exterior modiiliin elemanlaridir. Bir R-modiil
lizerinde tanimlanan Exterior modiil, ayn1 zamanda
boliim Exterior modiilii olarak ta ifade edilir.

Iki  degiskenli bir fonksiyon, eger tiim
degiskenlerine gore lineer ise bu fonksiyona
bilineer fonksiyon denir. Buna en basit 6rnek
olarak f(x,y) = xy fonksiyonu verilebir. Daha
kapsamli olarak yazmak gerekirse, bir V vektor
uzayi lizerindeki bilineer fonksiyon B:V XV — F
doniistimii ile birlikte asagidaki sartlar1 saglayan
bir fonksiyondur:

i-) B(v,w) = =B(w,v)
ii‘) B(@lvl + 02172, W) = ng(vll W) + QZB(VZJ W).

Yukarida da belirttigimiz gibi, herhangi bir R
halkasi iizerinde tanimlanan modiil yapisinin tiirev
ve ters tiirevleri Degismeli Cebir alaninda iizerine
¢okga c¢alisilan bir konudur. Bu noktada ilk olarak
bu modiil yapilar iizerinde tanimlanmis olan tiirev
ve ters tiirev kavramlarini incelmek faydal
olacaktir. R bir halka ve her x,y € R olmak iizere,
R halkasi tizerinde §(xy) = x8(y) + 6(x)y ile
tanimli 6: R —» R donilislimiine bir tiirev denir
(Bracic, 2001). Benzer sekilde bir R-modiil
lizerinde ters tiirev ve 6zellikleri de (Bland, 2005;
Rim, 1987) da incelenmistir. Bu ¢alisma boyunca
R ile, karakteristigi 0 olan ve sonlu {iretilmis bir
halka kastedilecektir.

E ve E, karakteristigi sifir olan bir R halkasi
tizerinde sonlu tiretilmis iki R-modiil ve p: ExE—
R bir bilineer fonksiyon olsun. E nin p. Exterior
kuvveti EP ile gosterilir. Herhangi bir e’ € E' i¢in
tek bir i,,(e'): EP - E P=1 Jineer doniisiimii vardir
Oyle ki herhangi x; € E,j = 1,2,...,p igin

ip(eNx1AxA .. Axy = T _; €k X1 Axp A o Mg AX ey A oo Ay, x > 1 (1)
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ip(e) =0 @

esitlikleri gegerlidir. Burada E® = E~1 = R dir. (1)
numarali denklemdeki g, ifadesi

e = (=1B(e’ xx) 3)
olarak yazilir.

A(E) = ¥ po EP “)
E, R-modili iizerindeki Exterior modiil ve

i(e") = Tpeoip(e” )

ise doniigiimlerin direkt toplamlari olsun. O zaman
i(e"), Exterior modiil i¢in bir anti (ters) tiirevdir.
Herhangi bir e’ € E' i¢in eger
i(eAc A (6)
ise R tizerindeki A(E) nin A alt modiiliine kararh
alt modiil denir.

3.Bulgular
3.Results

Bu kisimda oncelikle Teorem 3.1 ve Teorem 3.2
verilecek olup, Teorem 3.1’in ispati verildikten
sonra Teorem 3.2 in ispatina gecilecektir.

Teorem 3.1: F, E nin bir alt modiili veq > 1
olmak iizere v, € E? olsun. Eger v, € F? ise bir

Fy €F alt modili ve eje;..,eq1EE'

elemanlar1 vardir dyle ki

E=F+F (7)
1.0

(=2 () )vq ®)

elemanlar1 F; de sifirdan farkli elemanlardir. Bu
teorem A(E) nin kararh alt modiillerinin asagida
verilecek  olan  karakterizasyonlarinin  bir
sonucudur.

Teorem 3.2: Eger A, R iizerinde A(E) nin bir alt
modiilii ise A kararlidir ancak ve ancak F € E
olacak sekilde tek bir alt modiil vardir oyle ki

A=A(F) €))
dir.
Qgn(Ggn), 1,2,3,..,m arasindan  segilen

tamsayilarin q uzunlugundaki kesin olarak artan ya
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da kesin olarak azalmayan (2) ((n+g_1)) dizilerini

kiimesi olsun. Ve bu kiimeyi de A ile gdsterelim.
Ayrica fi, f2, .-, fn de E nin herhangi elemanlan
olsunlar. Bazi @ = (a4, @, ..., a4) € Aigin

fa =fa1Afa2A---Afaq (10)
esitligini yazabiliriz. E nin q. Exterior tiirevi igin
A = Qg alalm. Biliyoruz ki, {fz, @ € A} kiimesi
E9 nun bir tabanidir ve dolayisiyla herhangi v, €
E? i¢in

(11

Vg = YaerOafa,q ER

yazilabilir. Bu noktadan itibaren Teorem 3.1 in
ispatina gegebiliriz.

Ispat: F nin eleman sayisim s(F) = tile
gosterelim. f1, fo, ..., ft, ft41, - fn € E elemanlan
arasindan Oyle elemanlar vardir ki f3, f5, ..., f € F
dir. Eger Teorem 3.1°deki gibi 0 # v, € E? ise
tim a, = 0 olmamak sartiyla, v, elemani (11)
denklemindeki  gibi  diistiniilebilir. v, & F?
oldugundan bir y € A vardir 6yle ki a), # 0, y,; >
t ve yef{t+1,t+2,..,n} dir. Diger taraftan,
a € Ave a € {1,2,..., t} olmak iizere v,, f, € F4

elemanlarinin  bir lineer kombinasyonu olarak
yazilabilir.

fi,f2s e [ € E olmak iizere

,B(fj’,ﬁ-) =685 1,j=12,..,n ve ¢ = fy;i=
1,2,...,q — 1 olsun.

Ayrica
T = i(e)Ai(es)A .. Aiey_y) = TI71 i(fye)
seklinde tanimlayalim.

lddiamiz, {y1,v2,..,¥g-1} S @ iken 7(f,) =0
oldugudur. (1) esitliginden, f,, tizerinde

() fa = i(ff Mar Mfay A o My =
Vo1 Exfa Mayh o Moy Moy, A M,

yazilir. Burada g, = +f (fj', fa) = £6jq, dir.
Ciinki, eger j € a ise
i(f{)fa=0 (12)

dir. BEger j € a ise w = (w1, W, ..., wg_1) olmak
uzere
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i(fjl)fa = CafwlAfsz ---Aqu_l (13)
esitligi elde edilir. R, karakteristigi sifir olan sonlu
iiretilmis bir R-modiil oldugundan c,, higbir zaman
sifir olamaz ve fi, Afy,A ..M, _, € E™1 olur.
Dolayisiyla f,, 1Afsz ...Aqu_ . de higbir zaman
sifir olamaz. Dolayisiyla (12) (13)
esitliklerinden goriilebilecegi lizere,
{yl,yz, ...,yq_l} C a iken t(fy) =0 olur. Aym
zamanda yukaridaki iddiadan da biliyoruz ki eger
{yl,yz, ...,yq_l} C « ise, 0 zaman

Ve

™(fa) = dafra (14)

dir. Burada d, = £1 dolayisiyla da her durumda
sifirdan farklidir. Ayrica, burada sunu da

hatirlatmak gerekirse, {yl, Y2y s yq_l} kiimesini o
ya tamamlayan tamsay1 i¢in tek bir segenek vardir.
Dolayisiyla t(f,) ve ‘L’(fu) elemanlart i¢in eger a
ve i, A da farkl elemanlar ise 7, # 7, dir.

A= {af € A: {yl,yz, ...,yq_l} Ca } alirsak

T(vq) = ZaEA aar(fa) = Zaeé (e daﬂa (15)

esitligini elde ederiz. Ayrica (15) esitligi F de
sifirdan farkli bir eleman oldugu igin, 7, >t ve
a,d, # 0 dir. Buyiizden f3, f5, ...,ft,r(vq) lineer
bagimsiz elemanlarin kiimesidir ve
fi, f2 ...,ft,r(vq),gﬁz, ..., gn seklindeki bir baza
tamamlanabilir. Boylelikle Teorem 3.1 ispatlanmig
olur.

Simdi Teorem 3.2’yi ispatlayabiliriz:

Ispat: v; € EL,0 < i < q vev, # 0 olmak iizere,
0#+v=vy+v;+-+v,; €Aolsun. Egerq =0
ise v = v,, A kiimesinde R nin sifirdan farkli bir
elemanidir. Dolayisiyla da R € A dir. Eger g = 1
ise, v; € E' elemam1 B(vy,v;) = 1 sartin1 saglar.
Bu yiizden de i(v;) = 1 olur. Eger ¢ = 1 ise,

vy =V —vy € AvedolayisiyladaF =ANE #0
elde edilir. Kabul edelim ki g > 1 ve baz1 a, # 0
i¢in v, elemam (11) esitligindeki gibi olsun. T,
Teorem 3.1 in ispatinda tanimlandig1 i¢in

((fy)1(vg) = i(fq) Zaca @adatr,
= Zaeéaadai(fqu)fra

= Zaeé aqdg fraqu

(16)

yazilir. Fakat burada 1, = yg,aqdy # 0 ve @ #y
icin 1, =y, dir. Dolayisiyla (16) dan
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i(fy’q)r(vq) =a,d, €R olur. Eger p<gq ise
i(fyq)t(vg) = 0 ve dolayisyla da i(f,,)t(v) =

ayd, olur. Eger p<qg-—1 ise T(vp) =
0 ve T(‘Up_l) ERCA ile T(vq) sifirdan
farklidirlar. Bundan dolay1

t(v) = T(Uq_l) + T(Uq) 17

olup A nin kararli olusundan 7(v) € A olur. Bu ise
bize T(Uq) =1t(v) — T(Uq_l) oldugunu gosterir.
Yani RS A ise F=ANE #0 oldugunu
ispatlamis olduk. Dolayisiyla A(F) € A dir. Eger
A(F) # A olsayd1, v; € E}, 0 < i < p olmak iizere
w=vy+v +-+v, €A—A(F) olurdu.

V=w— Vg1t Vg42 + -+ 1p) €EA—A(F)
olsun. Eger v € A(F) olsayd,

Vg1 + Vg4 + -+ v, € A(F) oldugundan w €
A(F) olacakt1. Teorem 3.1 den, e € E

j=12,..,g—1 ve herhangi bir F; alt modiilii
icin E = F + F; dir 6yle ki
0+1(v,) €EF (18)
dir. Aym zamanda 7(v) = T(Uq_l) + T(Uq) ve
‘L'(Uq) =1(v) — T(Uq_l) dir. T(Uq_l) ERG Ave
A nin kararhligindan dolay1 t(v) € A elde edilir.
Yani ‘L'(Uq) € A bulunmus olur. Fakat (18) den

dolay10¢r(vq) EANENF =FnF =0olur
ki bu ise bir geligskidir. Ve bu celiski ile ispat
tamamlanmis olur.

4.Tartisma ve sonu¢
4. Discussion and conclusion

Exterior tiirev konusu sadece Matematiksel Fizik
icin degil ayn1 zamanda Degismeli Cebir i¢in de
onemli bir konudur. Ciinkii bir modiil yapisinin
hem Exterior modiil hem Simetrik modiil olarak
farkli varyasyonlar1 vardir. Dolayisiyla modiil
yapilar1 iizerinde tamimlanan anti(ters) tlirev
kavrami, Cebir alaninda da 6nemli bir ¢alisma alam
olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Sonlu iiretilmis bir R
halkas1 {izerindeki Exterior modiillerin ters
tiirevleri iizerinde ¢aligmak, arastirmacilara hem
Matematiksel Fizik hem de Degismeli Cebir
alaninda farkli bakis acilari kazandirir. Bu
calismada herhangi bir R halkas1 iizerinde
tanimlanan bir R-modiill M nin ters tiirevleri ve
modiillerin yar1 kararli olma durumunu inceledik.
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