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MATEMATIK - ISTATISTIK'TE
BiNOM VE GAUSS DAGILIMLARININ TEORIK iNCELEMESi
UZERINE BiR DENEME

A. Necati AKGUR

Yiiksek Orman Miihendisi
Orman Fakiiltesi’nde
Okutman

1. BINOM FORMULU

Matematikte, (a+b)" yada (p+q)" seklinde gosterilen hir ifadeye
BINOM FORMULU ad1 verilir. Binom, iki terimli anlamina geliyor.

1.1 BINOM FORMULUNUN CIKARILISI
Bunun icin p+q iki terimlisinin karesini, kiiptini,... hesaplayalim :

(p+q)*=(p+q) (p+q) =p*+2pq + @°
(p+9)*=(p+q)*(p+Q) =p*+3pa+ 3p P+ Q*
(p+9)*=(p+4q)*(p+q) =p'+4p’a+6 p°q*+4 pg°+q"
(p+9)°=(p+q)i(p+9q) =p°+5p'q+10 p’q* +10 p*q*+5p q*+q°
(p+9)°= (p+9)*(p+9q) =p°+6 p°’q+15 p'q*+20 p*g*+15 p*q‘+ 6
pa+q°

(p+q)"= (p+q)*(p+q) =p"+ 7 p°q+21 p°q*+ 35 p*q*+ 35p*q* +21

P+ Tpq’+q

Goruldugu gibi (p+q) iki terimlisinin n dstlisiinlin aginiminda,
ilk ve sonuncu terimlerin Kkatsayilar1 1 dir ve bunlar n tustliidiirler.
Bastan ve sondan ikinci terimlerin katsayilari n dir ve bastaki p"q,

— 131 —
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sondaki pg~—* geklinde olacaktir. Uglincliden baglayarak terimlerin p*—2q*
ve p*q*~?; p*iq® ve p*q"®; .. seklinde gidecegi acikca goriilmektedir.
Her terimde, lustlerin toplami, érnegin (n—1) + 1; (n—2) + 2; (n—3)
+ 3;... seklinde, n’e egit olacaktir. Fakat lglnciden baglayarak, biitiin
bu terimlerin katsayilar: belli degildir. Ohalde burada yapilacak is, kat-
sayllarin bulunmasidir. Bunun icin goyle diisiinecegiz:

(p+q)* de (birinci terimin katsayisi 1, ikinci teriminki n yani 4
diir) ticlinel terimin katsayisini n’e gore belirlemeye calisalim; Bu sa-
v16 (ve n=4) olduguna gore, ya n+2, yada 2 (n—1) = 121 (n—1) sek-
linde olacaktir. Acaba hangisidir?

(p+aq)® ifadesinde (birinei terimin katsayisi 1, ikinci teriminki
n=>5) liglincl terimin katsayist 10 olduguna gore, bu say1 ya 2n dir

yada 2,5 (n—1) = % (n—1) dir.

(P+a)°;(p+q)7;... de, benzer diigiince bizi, ticlincli terimlerin kat-
n (n—1)

5 olmasl geregine gotiirir.

sayllarinin hep 1217 (n—1) =

Dérdiincii terimin katsayisina gelince:

p+q)¢ ifadesinde (birinci terimin katsayisi 1, ikinci teriminki n,

S o e (n—1 : G o
Uclincu teriminki _L“,Q ) dir) dordiineii terimin katsayist (20), ya

4 (n—1) = (n—2) (n—1) yada bagka bir ifade,

(p+q)° ifadesinde, dordiinci terimin katsayisi (35), ya 5 n =
(n—2) n yada bagka bir ifade,

(p+q)® ifadesinde, dordincii terimin katsayisi (56), va 78 =
(n—1) n ya da bagka bir ifadedir.

Ama bunlarn iciintin de, n, (n—1), (n—2) sayilariyla ilgili olabi-

- ile, lcln-
| ¢

lecegi akla geliyor. Nitekim birinciyi = ile. ikineiyi

n—2
cliyil

ile carparsak, degerleri degigsmeyerek,
n—32
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n n—1 n—2
(n—2) (n—1) — n—2) n ——— n—1) n ——
n n—1 n—2

olur ki, birincinin paydasindaki n=86, ikincinin paydasindaki n—1=6
(clinkii burada n="7 dir), lc¢linciiniin paydasindaki n—2=6 (¢unki bu-
rada n=38) olup hep ayni bir sayidir ve 6 dir. Ohalde bunlarin i¢iinde
de, dordiinci terimlerin katsayilarinin,

n (n—1) (n—2) N (n—1) (n—2) n (n—1) (n—2)

6 123 3!

olmas1 gerekecegi sonucuna varilabilir.

Besinci, altinel,... terimlerin katsayilari1?
Uciineii terimin katsayisi
n (n—1)
12

Dordiineli terimin katsayisi
n (n—1) (n—=2)
123

olduguna gore,

Besinci terimin katsayisi
n (n—1) (n—2) (n—3)
1234

Altinc: terimin katsayis:

n (n—1) (n—2) (n—3) (n—4)
12345

olacak demektir. Boylece pay’'da, n'den baslayip birer birer azalarak
kac carpan yazilmigsa, payda’da da 1 den baglayip, birer birer cogala-
rak, o kadar sayida carpan olacaktir.
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Bu bilgilerin 15181 altinda, binom formiiliintin a¢inimi soyle olacak-
tir:

(p+q)"=p"+np"'q+ = s R R oo T | S+ R P
1.2 123

n (n—1) (n—2) (n—3) (n—4) (n—5) ...... 7.654 .
1.2.3456.7 ...... (n—5) (h—4) (n—3) e

. n (n—1) (n—2) (n—3) (n—4) (n—5H) ...... 7.65.4.3 P

" 1234567 ... (n—5) (n—4) (n—3) (n—2) S

. n (n—1) (n—2) (n—38) (n—4) @—5) ...... 7.6.5.4.3.2 —
1234567 ...... (n—5) (n—4) (n—3) (n—2) (n—1)

" n (n—1) (n—2) (n—3) (n—4) (n—5) ...... 7.6.5.4.3.21 o
1.23.456.7 ...... (n—>5) (n—4) (n—3) (n—2) (n—1) n

Sondan basa dogru gelen terimlerde gerekli kisaltmalar yapilirsa,

o N +n (n—1) iy n (n—1) (n—2) &
p q n — n n n—j n—ue2 n—3m~43 oy
p p*'q ETHE P q 123 P
n (n—1) (n—2) n (n—1)
- e o =T = R

123 1.2

olarak binom formiiliinlin aginimi elde edilmis olur. (Formiil 1)

Binom formiiliinde, goriildiigii gibi, bastan birinci terimin katsa-
yisl, sondan birinei terimin katsayisina; bastan ikinci, iiclinei,... teri-
min katsayisi, sondan ikineci, liclincd,... terimin katsayising esittir,

1.2 KOMBINEZON ISARETLERILE BINOM

Binom formiilii, kombinezon isaretleri kullanilmak suretiyle, soyle
de yazilabilir:

P+9)" = Gp g + Gl p" ' + G P + G PN A
+ Cna p3 qn—a + Cn'.: p2 qn—: + cn1 p1 qn71 _|_ Cno po qn--o
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Burada,

el = 1
= ;P e : P= ve
(n—k) ! k! : =

n!=n (n—1) (n—2) (n—3) (n—4)...... 7654321

olduklar: hatirlanmalidir.

Bir ornek olmak tzere, binom formiliinin besinci teriminin kat-
sayisin1 hesaplayalim:

& n ! n(n-1) (n-2) (n-3) (n-4) (n-5)......5.4.221
" n4)r4r (n-4) (n-5).....54.321 x 4321
n (n-1) (n-2) (n 3)
B 1.2.34
Ornek

(p4+q)* = ? acmimini bulmak.

1. no.lu binom formiiliine uygulamakla,

( ) 18 15.14 15.14.13
+ 15 — 15+ 14 +_ 1:{:+ 12 3_’_7
p-q p pq 12 pq 123 p-a
15.14.13.12.11.109.8.7
ot A o 16 p it g
123456789

—_ pl.'. + 15,p14 q _|_ 105 p1:< q: _}_ 455 pl‘_’ qu + 1365 pll q| +
3003 p'° g° + 5005 p° q° + 6435 p*q" + 6435 p” q° +
5005 p° q° '+ 3003 p° q'° + 1365 p* " + 455 p°* q** +

105 p;' qm + 15 P qH + q13



1.3 PASCAL UCGENI

Binom'un katsayilari Pascal licgeni'yle de bulunabilir :

0 ustli. .. 1 ... toplami 2° = 1
1 » 1 1 » 2 = 2
2 » 1 2 1 » 2 = 4
3 » g | 3 3 1 » 22 =8
4 » 1 4 6 4 1 » 2+ = 16
5 » 1 5 10 10 5 1 » 25 — 32
6 » 1 6 15 20 15 6 1 » 2" = 64
7 » 1 4 21 35 35 21 7 1 » 2" = 128

1 8 28 56 70 56 28 8 1 .
1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
g ol 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1
i 11 55 165 330 462 462 330 165 55 11 1
1 12 66 220 495 792 924 792 495 220 66 12 1
1 13 78 286 715 1287 1716 1716 1287 715 286 78 13 1
1 14 91 364 1001 2002 3003 3432 3003 2002 1001 364 91 14 1
15 105 455 1365 3003 5005 6435 6435 5005 3003 1365 455 105 15

9¢1

dNDAV N 'V
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Pascal licgeni soyle yapilir :

En basa 1 yazilir. Onun altindaki satira ve 1'in her iki tarafina,
yine birer 1 konur. Uciincii satira, bu 1 lerin soluna ve sagina yine bi-
rer 1 Konur; ortaya, yukar: satirdaki iki saymmin yani 1lerin toplami
olarak, 2 yazilir. Dordinci satira, bas ve sona yine 1ler konduktan
sonra, Ust satirdaki iki rakamin toplami, bu iki rakamin alt - orta’-
sina yazilir... Boylece Pascal ilicgenindeki her sayi, ust-iki tarafinda
ver alan iki saymnin toplam: kadardir.

Pascal licgeni diizenlenirken, bir yanlighk yapilip yap:lmadigini
kontrol icin su kurallar uygulanmalidir :

1° Her satirda n+1 tane say1 bulunur. Ornegin (p+q)'* satirin-
da 16 tane say: olmalidir.

2° Her satirdaki sayilarin toplami, 2" e esittir. Ornegin (p+q)*in
katsayilarinin toplami, 141541054455+ ...=2"=32 7681 vermelidir.

14 BINOM DAGILIMI

1
Omek: p=gq = . B ise,

1 1 1 1 1 1 1
(p+q)* = 4- 15, PRAEES. | e | P
213 211 2 2:3 2: 212 23

.. = 0,0000305 + 0,000 4578 + 0,032043 + ...

dir.

Kontrol : 0,000 0305
0,000457 8

0,003204 3

0,013 8855

0,041 656 5

0,091 644 3

0,152 740 5

+ 0,196 380 6

0,500 0G0

1
p=q= = olduguna gore (p + q)** =1 olacaktir. Yarisinin top-

lami ise 1/2 dir.
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1.5 BINOM'UN KULLANILISINA BIR ORNEK

Bir para 15 defa havaya atilsa : (Paranin yaz (p) ve tura (q) ola-

1
rak iki yiizii oldugundan p = q = e dir).

0,196 =

yani bin’de 196 olasilikla (en biiylik olasilik, ciin-

kii kat sayisi en biiyiik 6435) 8 yaz1 - 7 tura (yada aksi, 7 yaz1 - 8 tura),

Bin'de 153 olasilikla (ikinci en biiylik olasilik), 9 yazi - 6 tura (yada
aksi) gelebilir.

Milyon’da 31 olasilikla (en zayif olasilik, katsay: 1), 15 yaz1 (yada
15 tura) gelebilir.

1.6 BINOM DAGILIMININ GRAFIGi

Sekil 1.1, 6rnekte hesaplanan binom sayilarini, kartezyan koordi-
natlar sisteminde bir grafik olarak gostermektedir. Bu grafik, binom
dagilimi hakkinda, bize daha big¢imsel ve somut bir goriis olanagi sagla-
yacaktir. Bu egriye, binom dagilimi egrisi yada binom olasihik egrisi
ad1 verilebilir.

0,200

10,150
10,700

0,050

Sekil : 1.1

2. GAUSS EGRISI YADA NORMAL EGRI

Matematik - istatistikte Gauss egrisi yada normal egri ad1 verilen
eprinin fonksiyon denklemi, binom formiiliinden c¢ikarilir.
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21 GAUS EGRISI DENKLEMININ CIKARILISI

Binom formiliini diisiinelim:

( n (n—1) n(n—1) (n—2)
+ )11 — n_l_ n n—i + N—2m2 + n—ga .‘;_l_.”
p+q p P q —12 pq 123 pq
I I I v
terim terim terim terim

Bu ag¢imimda (k+1) inei terimi yazmaya caligalim:

Dérdiincii terimde q ve p ler, 3 ve (n—3) yani (4—1) ve [n—(4—1)]
ustliidiirler. Bdylece bunlar1 p*~“-? g*— olarak gosterebiliriz. Yine
bu diiglinceyi kullanarak, katsayl kesrinin paymin sonuncu g¢arpanini
(n—2) = [h—(4—2)] olarak ifade edebiliriz. Paydanin sonuncu car-
paniysa q nun Ustiine yani (4—1) e egittir.

Yine bu diisiince yoluyla, (k+1) inci terimde, q ve p ler g%V -1=qg*
ve p°~ I[*k+0-1l — po—k. katsayl Kesrinin paymin sonuncu carpani n—
(k4+1—2) = n—Kk+1 ve paydanin sonuncu carpani q nun ustiine esit
vani k olacag: icin, (k+1) inci terim,

n (n—1) (h—2) (n—3) ... (n—k+2) (n—k+1)
12345...... (k—2) (k—1) k

pn—k qk
olacaktir.
Burada katsay1 kesrinin payini ve paydasini,
(n—k)! = (h—k) (n—k—1) (n—k—2) ...... 54321

ile carparsak, kesrin degeri degismez ve,

n (n—1) (n—2) (n—3) ...... (n—k+2) (n—k+1) (n—k) (h—k—1)
12345 ...... (k—2) (k—1) kx (n—k) (n—k—1)
(n—k—2) ...... 54321
pnfk qk
(n—k—2) ...... 54321

olur. Bu durumda kesrin pay: n ! e, paydasindaki ilk carpim k ! ve ikinei
carpim (n—XKk) !e esittit. Buna gore binom formiiliinin (k+1) inci
terimi,
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n!
IR T
(n—k) ! k! £

olacaktir.

Sondan (k+1) inci terim ise, ayn1 katsayili,
R T3 pra (formiil 2)

dir.

Binom aciniminin sondan (k+41) inci terimini veren bu formiil, ma-
tematik-istatistigin 6nemli bir formiiliidiir.

Ne var ki bu formiliin pratikte kullanilma olanagl, maalesef, bu-
lunmamaktadir. Ciinkii formiilde gecen n ve k sayilar1 cok oiiyiik sa-
yilardir. Oysa ornegin 10!, 15! gibi kiiclik faktoryel sayilarin bile,

10! = 10.9.8.7.6.54.3.21 = 3 628 880
15!

15.14.13.12.11.10! = 1 307 674 368 000

gibi ¢ok biiylik sayilar olmasi nedeniyle, yine érnegin,
400!, 1500!
gibi sayilarin hesaplanmasi, artik tamamen olanak dis1 olmaktadir.

Bu bakimdan Ingiliz matematikgisi James Stirling (1730 da) bliyiik
sayllarin faktoryellerinin hesabinda kullanilmak iizere, bir yaklasik de-
ger formiilii vermistir.

Stirling formiilii sudur:
nll

Bl e —e VEBrh (formiil 3)
en

Simdi bu formiild, binom’un (k+1) inci terimine uygulayalim:
n! n" : enk 1 ex
—_—pF gt = \/2:n. ; —— .
(n—k) ! k! er (n—k)n-* V27 (n—K) k-
1

. pk qn—k
Ve k
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Burada,
e” (n—k)*
(n__k ) R

en—k —
(n—k)*

ek

B _VanE et e

Vo= e T
olduklar1 hatirlanarak,

n" e" (n—k)* e 2 xn o 2
= . . ” . pk qn--.-.
ex (n—k)® k= 2- (h—Kk) .27k

eﬂ

yazilip gereken kisaltmalar yapilirsa,

n- (n—k)* ~ n
— . i e pk qngk
ke (n—k)» 2-k (n—k)

olur.

Simdi burada olasilik hesabinin ¢nemli bir kurali hatirlanmalidir.

Bu kural sudur:
Matematik umut, olasilik oraniyla, frekansin ¢arpimina egittir. Ya-

Kk =p.n (formil 4 a)

Diger taraftan, p+q = 1 ve buradan p = 1-—q oldugundan,
=p.n=(1—qg).n=n-—ng dan,
ng = n—k (formiil 4 b)

olur. Bu degerler yukaridaki islemde yerlerine konursa,

n* (qn)*" N n
= . . s e ppn qqn
(pn)hu (qn) n 2 - pn qn

olur.
Burada, (ab)* = a* . b*

n" o bl g b

oldugu hatirlanirsa,

1
- . p!“‘ qqﬂ

plm . ne qn nt \/2 - pqn = .
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Ve kisaltmadan sonra,
an . qqn 1
q V27 pgn
kalir. Paydaki ifade,

qpn_qqn = qpn+qn — qrP+a) ve p+q = 1

olacagl nedeniyle, pay’'da q* kalir. Bu da payda’'daki q" ile kisalir. Bu
halde sonug,
1

V2rpan
olarak bulunmusg olur.

Boylece binom acimiminin (k+1) inci terimi,

n'! 1
2 i pk 3 q““k = — (formil 5)
(h—k) ! k! \/21rpqn
haline gelmis oluyor.

Simdi yapilacak is, bu iligkiyi, bir fonksiyon halinde ifade edehil-
mek olmalidir.

Bunun igin k yerine k-—x koyalim. Bu halde,

n'!

y = (k—x) ! [n—(k—x)] !

k—x n— (k—x)
q

olacaktir, I¢ parantezler acilirsa,

n!
y = . pk—-x qn—k-rx
(k—x) ! (n—k+x) !

Burada, k = pn ve n—k = qn koyarak,

n!

i pn-xqqn*x

(pn—=x) ! (gn+x) !

Ve Stirling’e uygulamakla,
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nu o epn —-X 1 eql‘H x
y = ——1\ \/2 .1 f — ¥
en (pn—x)™ = /2= (pn—x)  (qn+x)="+=

1

pa—x qu“-r x

V2= (gnix)

L, g b 2zn
y = . . . .
er (pn—x)™>  (gqn+4x)e+x 27 (pn—X) . 2= (qn+X)
ppn—xqqn+x
Paydaki, @Pn—X  @ant+x _— @Pn—X +an+X _  gpntan en(p+q) = "

olarak, payda’daki e" ile; sonra da kok i¢inde pay'daki 2= ile payda’-
daki 2= lerden bir tanesi birbirlerini goétiiriirler:

n" n
y = . e ) ppn—x : qqnfx
(pn—x)™ =, (gn4x)e+> 27 (pn—Xx) (gn—+x)

X
Burada, (pn—x) = pn (1 — —) ve
pn

X
(gn+x) = gn(1 + —) yazmakla,
qn

ppn—x qqn +X

X
2rpn (1 ——).qn (1 4+ —)
pn an

Karekok icinde paydaki n, payda’daki n lerden biriyle kisalir. Son-
ra da,

(a.b)* = a* . b* ve Vst = Vs -Vt e
olduklar hatirlanarak,

I
/-]
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n*
y e
X X
(pn)™=* (1— ——)™=. (qu)®* (1 + ——) e
pn qn
1 1 n—x n+x
= = _ £ anah

X 3 >SRN
ia——) 1+ —) 2 r pgn
pn qn

p q n* 1
= (___‘.)pﬁ---x (__)C;n‘—& - _ o

X X 4 e
pn qn (1 — __)pn—x—?é_ (1+____) c:n--x-‘-:]-j \ 2Tr-pqn
pn gqn
Burada,
1 1_ nu nn nl‘. ni'l
. — - n" = — - —_— = = — i |
npn—x nqu x npu-x +Qn+x npn +qn n"<D+q) nn
olacagindan,
1 1
W im e E — —
V27 pgn (1L ———m—tg (4 4 yan+x+d
pn qn
1
olur. Burada, ———— hbiraz once 5 no. lu formiil olarak bulmusg ol-
V2= pgn
dugumuz bir sonug, bir sabit say: idi. Bunu y, ile gosterelim. Bu halde,
y 1
Vo B X X
{1 o e Pmig (1 ofs ity
pn qn

olur. Her iki tarafin Neperyen logaritmasi alinirsa, -

(ln— = 1lnl—1lna = 0—lna = —1lna ve
a

lnet = t.1lnec

olduklar: hatirlanarak)
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Yo

a +

bulunur,

Diger taraftan, yiiksek matematikte, Fonksiyonlarin Serilere Aci-
nim1 - Mac Laurin formiilii konusu hatirlanirsa,

[{pnwx+é)

X
]
qn

BINOM VE GAUSS DAGILIMLARI

pn

X
.1n A — --—) + (aa+=+1%) . In

145

t'.E t. tl t’;
lnt —t¢) =0 -t —-—————nvn — — — — —
2 3 4 b
t'_' t;i t-l t',
Ial +8 = b — — + — — —— + — —
2 3 4 5
esitliklerine varilir. Fonksiyonumuz, bu egitliklere gore,
y X x: X:‘. X!
Iln — = — (pn—x4-3%) (— — — —
Yo pn 2 pn® 3 p’n? 4 p'n*
X-"r
— = - T )
5 p*n’
X 3P bl
< g8+ 2 - §) [ — -
qn 2 g°n® 3 g°n’ +q'n’
XG
f— ... )
! 5 qén";
olur. Simdi bu carpmalan yapalim:
y X X2 x3 X+
lp — =pa.—+pn.——— <4 pn. pn . — +
yu pn 2p2n: 3pzan:/. 4p4n4
X x2 x:i xl
—X.— —X,—— — X.— — .X -—
pn 2p2n: 3p:’.n:s 4p4n1
1 X 1 X? 1 X3 i | b
F—, = + —.— =k ==u S5
2 pn 2 2pn? 2  3pn® 2  4p7mt
x X'_’ XZ{ Xl
—qn.—— 4+ gn.——— — qn. + gn. —
qn 2q:‘n2 3q3n3 4q4n+

Or. Fak. Dergisi Seri :

B —10
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X XE X:i X,;
—X. =X, X + X.
qn 2q°n* 3g°n? 4q'nt

1 X 1 p:C 1 x? 1 x¢

A E
2 qgn 2 29 2 3¢g°n® 2 4gq'nt

y XE xS xi X2 xﬂ
In ——=x+—+ & e ey
Yo 2pn 3p=* 4p°n® pn 2p’n*
. X? X X? x® X!
= St Tl & : W T +
3p°n? 4p'n* 2pn  4p'n* 6 p’n*  8p‘n*
X: X3 xl X: X3
=T — i iy S A -
2gn 3q°n* 4g°n® qn 2q9'n?
x X X X? oy
— — + e + —
3g°n® 4q'n* 2gqn 49 6g'n®
X4
+ =
8q4n4

Burada p ve q lara ait her iki serinin, birinci ve ikinei kesimleri

toplanip c¢ikarilabilir. Ornegin,

xE xﬂ X‘.! x3 XB XR
—_— = — — Ve = = ——
2pn pn 2pn 3p*n* 2p'n® 6p*n*
gibi. Bu halde,
y x* x* x! X x*
In — = x— — — — .+ +
Yo 2pn 6p°n* 12p°n?® 2pn 4pn®
XS X-! X'.’ X3 X-i
ok + + .o —X— it =
6p*n® 8pn* 2qn 6q°n? 12g°n®
X x* x° x*
+ ...— + = + —
2gn 4q°n* 6g°n® 8qg'n*

Bu durumda alt alta gelen terimler toplanip cikarilabilir,

halde de,

T xz(q+p)+x3(p“—qﬂ) X' (q°+p°)
Yo 2pqn 6p*qn*® 12p*q'n®

Bu
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X(q—p) | ®(q*+p) X (¢—p) = x'(q'+p")
4 + + : o
2pqn 4p2q2n-z 6p3qdna 8p4q4n4

Burada birinci terimde (p+q) =1 dir.

Diger terimlerde paydalarda bulunan n sayisi ¢ok biyik bir sayi
oldugu icin, bu kesirlerin degerleri cok kiigiiktiirler. Ornegin paylar hep

1 1
1 olsalar, n = 400 ve n = 1500 alindig1 takdirde, —,——, ...... nin de-
n n:
gerleri,
1 1
— = 0,0025 ve — = 0,00067
400 1500
1 1
= = 0,000 006 25 ve
400 160 000
i 1

s — 0,000 000 44
1500 2 250 000

kadardir. n biiylidiikce bu degerler daha da kiiculiirler.

Diger taraftan, p ve g, 1 den kic¢uk birer sayl, érnefinp = q = 3
yada p = §, q = § olduklarindar, bunlarin kareleri, kipleri, ... daha
da kiiciliktiirler. Bu ¢ok kiiclik sayilarin, paydalarinda yer alan ¢ok bii-
vik sayilara oranlari ise, bu terimlerin degerlerini daha da kictiltiir.

Boylece birinci terimden sonra gelen biitiin terimler ihmal edilebi-
lecek kadar kiiciiktiirler. Atilirlarsa, formiil, yaklasik olarak su degeri
alir:

y x?
In = = —
Yo 2pgn

Burada logaritmaya ait su kurali hatirlayalim:
c=e*ise, lnc=—s.lne=—s, (1ne = 1 dir) olur.

Buna gore yukaridaki ifade,
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X-
y 2 pan
e — 1 -
Yo
1
Ve y, = ———  konulmakla,
vV 2= pgn
x‘_’
1 2 pgn
= mm———— , '
V2= pan

haline gelir.

Burada, / 3q1f = o dersek, fonksiyonumuz soyle sonuglanir:

1 20’2
y = = . e (formiil 6)
o] \/ 2 7

Bu fonksiyona Gauss fonksiyonu, bu fonksiyonun gosterdigi egri-
yede Gauss egrisi yada Normal egri ad1 verilir.

2.2 GAUSS EGRISININ DEGISIM VE GRAFiGi

X’_’

1 = 2
y: . e 23_

g \/27.'
foksiyonunun gosterdigi egriyi cizmeye caligalim.
Egri cizimleri hakkinda cebirden bilinen islemleri hatirlarsak, ya-
pilacak isler, sirasiyla, sunlar olmalidir :

1. Fonksiyonun tiirevi hesaplanir. Tiirev sifira esitlenerek kokleri
bulunur. Bu kokler, egrinin maximum yada minimum’larmin absis-
leridir.

2. Ikinci tlirev hesaplanir. Sifira esitlenerek kokleri bulunur. Bu
kokler, egrinin dénlim ncktalarinin absisleridir.
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3. Birinci tirevle elde edilen kokler, ikinci tiirevde yerlerine ko-
nularak, bunlarin maksimum yada minimum mu olduklar: beiirlenir.

4. y = F o iken X'in; X = F oo iken y'nin alacagl degerler he-
saplanir. Bu yerlerde, egrinin asimptotlar: yer alir.

5. y = 0 iken X'in; x = 0 iken y'nin alacag1 degerler hesapla-
nir. Bunlar egriye ait ozel degerlerdir.

1. Birinci tirev :

XE
1 T oad
y=——.8¢ 25°
g \2x
fonksiyonunun, fonksiyon fonksiyonunun tiirevi yoluyla, tiirevi hesap-
lanabilir. Burada,

x® dz 2x X
—_ = 2z koyalim. Buradan, —— = — = —
245 dx 20° o

olur,

Bu halde fonksiyon,

1
g = i
s v .
sekline girmistir. Bunun tirevi,
dy dv
(y=¢" ise —— =e' . —— dir, genel formiliine uygulamakla)
dx dx
dy 1 dz
y': = e’ S
dx g \/ 27 dx
dz
dir. z ve =y in yerlerine esitleri konursa,
X
XE
1 -
- L . e 23  (formil 7a) yada,
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x —
y=— — . e 2¢a° (formiil 7b)

o \/2-
olur.

Tirev sifira esitlenirse (y* = 0), bu halde x = 0 olur ki, bu nok-
tada egrinin bir maximum yada minimum'u vardir.

Bu noktanin ordinati, asil fonksiyonda x = 0 koymakla,

X‘..’
2 g® 1 1
e = — = ve e” =1 olacagindan
X.‘ e:)
e 2 g
[x = 0 iken,
1
] Vo = —— dir
L s V2=

Boylece bu degerler, max. yada min. noktasimin koordinatlaridir.

2. 1kinci tiirev :

Birinci tiirevin tekrar tirevi,

X 1 N

5 s V2r
Ifonks. IIfonksiyon

yazmak ve bir carpimin turevi kuralim1 uygulamakla, (y'=T".II+1I'.I),

X* X
1 1 - " X = X
yN:_ . — o 2c® _I_(___‘:_L_e 2\)) . (__ )
a? G \/2 T c”\/21r g2
x‘_’
1 2 - 2
¥ = e (formiil 8)

eV2r o
olarak bulunur.
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Ikinci tiirev sifira esitlenirse,

X2 X _
—1 =0 ve buradan =1 > X = F 3
g? g2
elde edilir. Bu degerler, dénium noktalarinin absisleridir.
x in bu degerleri asil fonksiyonda yerine konursa,
1 = | i | 1 1 1
y = ————— e e e L = e
- 1 _ . —
g \/27 g \/2'.' IS O’szw Ve 3\/27re

bulunur. Boylece bu iki deger,

fx:?c

1 Vo
Yo & ———
) g V2re Ve

doniim noktalarinin koordinatlaridir.

o

3. Maximum yada minimum oldugu belirlenen noktalarin max.
mu, yoksa min. mu oldugunun arastirilmasi.

Birinci tiirevi sifir yapan, x = 0 degeri, ikinci tilirevde yerine ko-
XE

nursa, — —1 in degeri x = 0 olunca, negatif olacagindan, bu nok-

2

e
tanin bir maximum noktasi oldugu anlasilmis olur.

4. Asimptotlar : Asil fonksiyonda, x = F o konursa, y degeri

olacagl nedeniyle, x ekseninin, egrinin bir asimptotu oldugu anlasilmig
olur.

5. Ozel degerler : x = 0 iken y = dir (Madde 1)

sV2r
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Bu degerleri degisim tablosunda toplayalim :

y | $ 4O = .

| T
& ° / sV2-e / c\"‘r2n—‘ \ c\/_z—_e \ .

Simdi artik,

fonksiyonunun gosterdigi ve adina Gauss egrisi vada normal egri deni-
len egriyi cizebiliriz :

. > X
=0 0 +0
Sekil 2.1
2.3 GAUSS EGRISININ
X ORDINAT DEGERLERI
y
| X
i v = l — 25
s V2
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1 1
de = = 3.14159 koyacak clursak, —— = = 0,39594 olaca-
V2r 2506647
gindan, bu fonksiyon,
x2 x'..’
1 " 2g ; 0,39894 2 o7
= . e vada y = ——. e
y 2,506647 . o G
seklinde de yazilabilir (formil 9a, b),
xQ
2¢°
Boylece x = 0 iken, (e —e°=1/e"=1), y =¥, In de-
geri, s cinsinden,

0,39894

g

Yo =
olur.
1
Daha sonra, x = E 3 ;5 ;15 g 2 5 vs.alinarak, bunlara ait ordi-
nat degerleri de hesaplanabilir.
Ornegin,
% = i icin y = 0,24197/5
X = 26 N y = 0,05399 /5 v.s.

Ancak bir kolaylik olmak tiizere, diisiinsel (itibari) olarak,

Yo = 1
alinirsa, fonksiyon

haline gelir.

1
Bu halde x = ,5 g;09;15 0; 20 vs. degerleri verilerek, y nin ala-

cagl degerler (ordinatlar) hesaplanirsa,
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x=0 igin Yo = e—0 = 1/e° =1
X = * o » y = e__é = l/e:' = 0,88250
. 1 1

X =0 » y=e ¥=}k!=] Ve = 060653
X = 15¢ » y = e_-:;: 1[33 = 0,32465
X = 20 » y = e—2=1/¢ = 0,13534
X =260 M — 0,04304
X = 30 » y :e‘zg':-leg = 0,01111
bulunur.

Bu degerler, onemi dolayisiyla, daha dar araliklarla, bir tablo ha-
linde diuizenlenerek, her elemanter matematik - istatistik kitabina ek-
lenmis bulunurlar.

Ornek
X = o icin hesaplama.

1 1

¥ = 1/82 den log y = 0—? log e (log1 = 0)
0,43 429 /2
0,21 715

0,00 000
— 0,21 715

log y = 1,78285
y = 0,60653

Asgagidaki sekilde ordinat degerleri bir grafik lizerinde goriilmek-
tedir.

10750
L0500

. 0250

0 o0 .5 B & 26 30

Sekil 2.2
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24 GAUSS FONKSIYONU DEGERLERIYLE BINOM FONKSIYONU

1
DEGERLERININ p=q= Fi VE n=15 ICIN KARSILASTIRILMASI

Gauss fonksiyonunda s = \/-p(jh olarak alinmigtir. Buna gore,
p=x= ? ve n = 15 0zel degerleri i¢in s = V3,76 = 1,9365 bulunur.

Bu ozel degerlere gore Gauss fonksiyonu,

1 o 2 3° 7,5
T o= e == 0,20601 2

s V2=
olarak bulunur.

Bu ifadeye x =0, 1, 2, ... koyarak y degerlerini hesaplayalim ve bu
degerleri, binom fonksiyonu icin, 1.4 de buldugumuz degerlerle karsi-
lagtiralim :

Gauss Binom
X =0 iken y = 0,20601 0,196 38

1 » 0,180 30
0,152 74

2 » 0,120 86
= 0,091 64

3 » 0,062 05
0,041 66

4 » 0,024 40
0,013 89

5 » 0,007 35
0,003 20

6 » 0,001 70
7 5 0,000 30 0,000 46
’ 0,000 03

Gauss ve binom fonksiyonlarmin bu degerlerini, bir grafik tzerin-
de de gosterebiliriz :

0200 ~
0150
0100 = "

0050 . .

Sekil 2.3
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Binom'un yar1 toplam: 0,5 ve biitiiniiniin toplami 1 ediyordu.
Gauss fonksiyon degerlerini de benzer sekilde toplarsak.

x = =17 icin y = 0,000 30
—6 » 0,001 70
—5 » 0,007 35
—4 » 0,024 40
—3 » 0,062 05
—2 » 0,120 86
—1 » 0,180 30
0 » 0,206 01
1 » 0,180 30
2 n 0,120 86
3 » 0,062 05
4 » 0,024 40
5 » 0,007 35
6 » 0,001 70
7 » + 0,000 30
099993 =~ 1
yine 1 elde ederiz.
x = 0 ve x = 1 icin 6rnek hesaplamalar :
x:‘
75
X = 0iken (e e =l
1 1
Yo = —— den log yo = 0 — [log 5 + — (log 2 + log =) ]
g V2~ 2
0,30103
+ 0,49715
0,79 818 / 2
0,39 909
0,28 702
4+ 0,39 909
068611
0,00 000
— 0,68 611
log y, = 1,31389
y, = 0.20601
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1
7,5 i
x = 1likeny = y, . e den logy = log y.— log e
0,43 429/7,5
_ 0,05 791
1,31 389

— 0,05 791
log vy = 1,25598
y = 0,18030

25 GAUSS EGRISININ DONUM NOKTALARI —
STANDART AYRILIS

Matematikte, bir egri lzerinde,
donim noktas1 deyince, egrinin bir S
harfi bicimi gosterdigi yeri yada yer-
leri anliyoruz. Sekildeki Gauss egrisin-
de, A ve A’ noktalari birer donim
noktalaridir. Oyle ki bu noktalarda,
egriye bir teget cizilse, bu teget, bu
noktada egrinin solundan - sagina
(A da), yada aksi tarafa (A’ de) ge-

Sekil 2.4 cer. Oysa egrinin baska hi¢ bir noktasi
bu ozellige sahip degildir. Ornegin bir
B ve C noktalarinda, teget, egrinin yalniz bir tarafinda kaliyor.

Ikinci sekildeki Gauss eg-
risiyse, doniim noktalar ya-
kinlarinin bicim ve durum-
larini iyice belirtinek ama-
ciyla, kasten hatali c¢izilmis-
tir. Fakat bu sekilden, do-
nim noktalarinin yerleri ve
konumlar1 acikea goriillmek-
tedir.

Sekil 2.5

Iste Gauss egrisinde, bu
donliim noktalarinin koordinatlar1 2.2 de hesaplandigl tizere,
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i | 1 0,24197
ya - —_— = — = dir.

sV2re 41327.¢ g

Yine bu ikinci sekle bakiidig1 zaman, déniim noktalarmnin (dolayi-
siyla standart ayrilis denilen o nin) odev ve énemi de agik¢a goriilebil-
mektedir. Egrinin F slar arasi boliimii, sanki i¢inde bulunan bir ta-
kim seyleri (yada elemanlari) kucaklarmig gibi gériinmektedir. olar
dis1 alanlar ise, iivey evlat muamelesi goriiyor gibidir.

iste bu gériiniis te, bize, o nin, matematik - istatistikte, pek onemli
bir 6l¢ii, bir 6lgek oldugunu, olabilecegini gostermektedir.

. _ 0,24197
Nitekim x = F s nin ordinati olan y.= —

, o ile ters oran-

1
tilidir. Buna gore ornegin, s = F 1 alinsa, y,= —— = 04 ve
—
V2
y, = 024197 (yaklasik 0,24) olur. s = F 2 almwrsa (sekil 2.6)
0,24
—— =02 ve y =-—-— = 0,12 olur. Yani s buiylidikce, ordi-
2 V2= P e
natlar kiiciilmektedir, Bu durumda egri de basiklagmakta ve genisle-
mektedir.
Boylece o, Gauss egrisinin sivrilik - darhik ve basiklik - genislik (ya
da yayilma) o¢zelligini belirten bir él¢li de olmaktadir.

Iste bu ozelliklerinden dolayl, s miktarina, standard ayrilis den-
mekte olup matematik - istatistikte cok kullanilmaktadir.

Yo =

!

[
1
|
I
1
I
i
[
i
1
1
|
1

6\'--_ )

Gy

Sekil 2.6
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26 GAUSS EGRISININ ALANI: TAM ALAN
Gauss egrisiyle, x ekseni arasimnda kalan alanin hesab.
y Integral hesapta, goriildigii gibi, bir
4 y = f(x) egrisiyle x ekseni arasinda kalan
& kismmim, x=a dan x =b ye kadar olan
,{ﬁ’ﬁ\"‘ ; parcasinin alani,
' ,A‘. .a
% A= / y dx
| < b
! //,1 .
b 9 dir. Buna gore Gauss eprisi alani da,
Sekil 2.7
xﬂ
+ 1 oo 1 20
A = / i e dX
—_—0 -~ \»’f 2 o
XZ
1 -+ co 2¢°
= — g / e dx
o] VIZ':.' —00
yada yar1 alanin iKki kat1 olarak alan
(Sekil 2.8),
x? -
2 ~+ o0 23° -~
s V2= - 0 : .
seklinde bulunabilir.
Burada, hesabr kolaylastirmak Sekil 2.8
bakimindan,
X dx
= z kovarsak (——— = dz olacagindan),
3 V2 s V2
2 +4 o0 . 2 - tto0
=" —::/ e .sV2dz = — sV 2 / e dz
V2= i g N o
¢ ‘+m
A =- a_ / e dz I
gl g

olur.
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Bu ifadenin, dogrudan dogruya integrali alinamamaktadir. Bu ne-
denle birtakim dolayli yoilar izlemek suretiyle integre etmege calisa-
caglz :

y = e = nin tlirevini alirsak (—x* = v diyelim. Buradan

—2 x . dx = dv olacagindan,

y = e—"! = e¥ olur. Bunun tireviyse)
dv B
N T_ dir. Esitlerini yerlerine koymakla, tiirev,
X
2 2
Y= o> , (=2x) = —2% .87

olarak elde edilir. Benzer sekilde,

1 T 3
B S e™ nin tiireviyse y' = x . e™

seklindedir. Buna gore de,
/x.e"‘:dx:fﬁ%e"‘ 11
; 2

yazilabilir.

Integral alabilmek igin, yukaridaki (I deki) ifadeyi de, buna ben-
zetmek gerekir, Bunun ic¢in, Ide,

z = at koyallim (dz = a . dt olur ve)

- e
- :\"'11;./0

e ¢ . adt I

olacaktir (Burada a sabit bir sayl, t degiskendir).

Ancak, bu ifadenin II ye benzedigi sdylenemez (Benzemesi icin
a . da yada t . dt olmast gerekirdi).

Simdi, Ie gore (a y1 degisken olarak diigliniirsek),

o0
A = f2 / e da v
Vr. 0

yazilabilir.
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IV ile IIT i ¢carpalim. Bu halde,

-4 00 2 oo
A.A = A2 = '*2_*/ e da X—-%::/
\/w <« 0 \/ Jo

olur. Bu da cok katli integraller olarak,
4 ‘+°° ‘+°° 2 2 2

Az = #j j e Funds W
T 0 0

4 «too ot

- ——7;-"] 0 -/ 0

A2 4#./“'_00 f+°° e 0+ g da dt
o 0 0

e -t g dadt

Il

ok = <+ 00 2
Az _L + (/ e—a a+th a da) dt
L 0 L0

olacaktir.
Diger taraftan, II ye gore,
s 1

jx . e—x:u-—'.",; L dx = . e—xzuazn
2 (1+t)

yazilabilir. Boyle oldugunu, egitligin sag tarafinin tirevini alarak ger-
cekleyebiliriz.

X yerine a almak suretiyle, yerine koyarsak,

4 -+oo | 1 2 2 ]a — +m
A: = _./ s S (1+t) . dt
*=J o 21+t g =

olur. Bu ifade de,
a = 4o Kkoyarsak e = 1/e® = 1/0c0c = 0 ve
a =20 » e =1/ =1
olacagindan,

Or. Fak. Dergisi Seri : B — 11
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o0 1 «t o0 1
2:11 [0—(—— )Jdt:i/ o il
S 2(1+t2) =)o 2(1+t?)

2 400 1
At = — |
T JQ 14t

. dt

olacaktir.

Bu ifadenin integralini, herhangi bir yiiksek matematik kitabin-
da arayacak olursak,

1
y = arctg x in tlirevi y’ = , yada
"
1
/—— B = e ig X
J 14-x2

olarak buluruz. Oyleyse,
2 | 4o
A = —arctgt |
\
1

™ 0
2
Af = [ arc tg (+o0) —arc tg 0 ]
T
olacaktir.
Burada,

tg%:thOoz too ve tg0° =0

olduklar: hatirlanmalidir. Diger taraftan, ters trigonometrik fonksiyon-
larin tanimina gore,

y=1tgx ise x = arctgy

dir. Buna gore de,

tg% = 400 dan arc tg (+o) = %

tg 0° = 0 » arc tg 0 = 0°

olacagindan,
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s ) i e U
ve buradan da,

elde edilir.

Sonuc : Gauss egrisiyle x ekseni arasinda kalan biitiin alan 1e
esittir.
2.7 GAUSS EGRISI ALANI : PARCA ALAN

Gauss egrisinin bir boliminiin alaninin hesaplanmasi.

Bunun i¢in ayr bir yontem kul-
lanacagiz.

Integral hesapta, alan formiilii,

i
x=b x=q

a
R / y dx = A

b
Sekil : 2.9

idi. Bu formiile uygulayabilmek igin, Gauss fonksiyonunun integralini
alalim :

X2 XZ
i 1 29 1 a 20
A= / T = € dx = e / e dx
Jp o sVes sV2x /b
Burada, hesab1 kolaylastirmak bakimindan,
b4 dx
= u dersek (—— = du olacagindan),
G g
1.12 u:
1 - 2 1 a 32
[y .3du=*__-—.s/ e du
s V2= /b oV 2= Jb
u’_‘
1 a — — .
A= — / e 2 du (formiil 10)
V2z Jo

olur. Sekildeki taranmig alan.
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Bu formiile, standard normal dagilim formilii de denir.

Diger taraftan, Mac Laurin’e gore, e*in aginimi,

x‘_‘ x3 xl x:\
e = 14X+ + - + -
2! 3! 4! 5!
u?
dir. Buna gore, Xx = — yazmakla,
2
u2
2 us u* ué us Lo
E = le——+ — + =

2 2:.2! 23 3! 24 . 4! 255!

olur. Her iki tarafin integralini alirsak,

2 u? u® u’ u® ut
f e du=u— + — + — +
3.2 5.222! 7.22.3! 924! 112°5!

ve her iki tarafi

ile carpmakla, alan,

V2=

u'.’.

1 a 2
A = —‘T‘[ e du =
Vzz /b
1 uS u5 u7 uﬂ u11
VZn (Bl - == + — +
G 32 52:2! 723! 02¢4! 11.25!

olarak elde edilir (Formiil 11).

Bu formiille, 6rnegin,

X c
Fo lararasialanicin: x =0 ——u = = =
g g
T st X 2c
F¥20¢ lararasialanigin: X =25 —u = = —— =
ag g

vs. alinarak hesaplamalar yapilabilir.
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F o lar arasi alan hesabi.

Bununigin x =6 — u =

olarak almmacaktair.

165

Kolaylig1 bakimindan, a = g, b = 0 olarak alip, yar1 alanin iki

kat1 olarak, alani,

u2
2 s 2
V2z J 0
ya gore hesaplayalilm :
+ u +1
us 1
i akenst G —— — 0,166 666 7
3.2 6
u’ 1
-+ —— —_ = + 0,025
5.2:2! 40
u’ 1
R i — 0,002 976 2
7.223! 336
u’ 1
4 — + 0,000 289 4
9.2¢4! 3 456
u' 1
_— _— — 0,000023 7
11.25.5! 42 240
u13 1
o — + 0,000001 7
13.25.6! 599 040
us |
e e e — 0,0000001
15.2°.7! 9 676 800
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-} lar —_— ler
1 0,166 666 7
0,025 0,002 976 2
0,000 289 4 0,000022 7
4+ 00000017 + 0,0600000 1
1,025291 1 0,169 666 7
— 0,169 666 7
0,855 624 = u lar toplam
1}
Diger taraftan, —— = 0,398942 ve —— = 0,797 884 oldu-
V2 VEx

gundan, bu ikisinin carprmiyla alan,

A = 0,797 884 . 0,855 624
A = 0,68 269
olarak bulunur.

Bitiin alanin 1 oldugu nedeniyle, bu, F s lar arasi alan, biitiin
alanin,

% 68,27
si kadardir.

Benzer hesaplamalarla, F 2 ¢ lar arasi alan, biitiin alanin, % 95,46
s1, F+ 3o lar arasi alan % 99,73 1 olarak bulunur.

Bu parga alanlarin, matematik - istatistikte biiylik 6nem tasimalar:
nedeniyle, her elemanter kitapta, parca alanlari, bir tablo halinde yer
alir.

Hatirlatma
-
— = z koyarak (buradan —— = dz olur)),
o V2 s V2
1 S . 1 e
Ae—— Jed oVT @ = [ e
G\/ 27 i \/ T :

seklinde, daha basit bir alan formiilii elde etme olanagl varsa da, bu
formiil, parca alan hesaplanmasinda, bir takim hesaplama giicliikleri
dogurmakta ve bu nedenle kullanilmamaktadir.
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