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GIRIS

Istatistik Yontemler'de, regresyon egrisi, trend hesabi, dengeleme
(tevzin), ajiistman gibi degigik deyimlerle anlatilmasina galisilan; bir
cok noktalar arasindan, uygun sekilde bir egri gegirilmesi iglemi, Gauss’
un En Kiiciitk Kareler Yontemi'yle yapilmaktadir.

Biz bu incelememizde, s6z konusu yoéntemin igerigini ve ornekleriy-
le uygulamadaki yerini belirtmeye caligacagiz.

TUREVIN GEOMETRIK ANLAMI

Bir f(x) fonksiyon egrisinin herhangi bir A noktasindaki tiirevinin,
egrinin o noktadaki tegetinin egimini verdigi bilinir. Sekil 1.
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Ornegin gekil 2 deki,
y=2+18x+03 x*

parabol egrisinin,. 2=1 noktasindaki tegetinin egimi,

& 15,7 dy .
(i $55 = ,6
Y o 1,840,6 %
de x=1 koymakla bulunan,

tgx=m=24

degeridir.

Simdi bu ‘tegeti, egri iizerinde a§a§1 dogru kaydirahm. Boylece B
noktasindaki tegetin egimi, tg 3 ilkinden daha kiiciik bir degere sahip ola-
caktir. Sekil 1.

Limit durumda teget, eérinin minimum noktas: olan C noktasinda
egriye tegettir ve bu konumda tegetin egimi sifir'dir. Teget x eksenine
paraleldir.

Teget yukariya dogru kaydirilirsa, egrinin C° maksimum noktasin-
da, yine aym sonug elde edilir.

Demek oluyor ki tegetin egimi (egri fonksiyonunun tiirevi) sifir ol-
dugu zaman, egri bir minimum yada maksimum noktasina sahiptir.

Buna gore bir egrinin (yada bir fonksiyonun), minimum - maksimum
noktalarmmi bulmak i¢in (1. S. 77):
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1) Fonksiyonun tiirevi ahnacak,
2) Bu tiirev sifu"a egiflenecek. .": . _
3) Elde edilen denklem céziilerek, minimum - maksimum noktala-
rinin x degerleri bulunacak,

4) Bulunan bu 2 degerleri ,asil fonksiyon denkleminde yerine ko-
nularak minimum - maksimum noktalarinin y degerleri bulunacaktir.

x ve y degerleri elde edilen bu minimum yada maksimum noktala-
rinin minimum mu, yoksa maksimum mu olduklarini anlamak ig¢inse,

4') Tiirevin tekrar tiirevi yani fonksiyonun ikinci tiirevi alinir.

4”) x degeri bu ikinci tiirevde yerine konur. Sonuc pozitifse deger
minimum, negatifse maksimumdur.

Bu islemleri drnegimizde uygularsak :

y=2+182+03 2%
1) y=18+4+06x

2) 1,8+0,6 x=0
3) 0,6 x=—1,8
__ 1,8 18 — (Min. - max. nok-
06 6 _tasimin x degeri)
4) y=2+18.(-3)+03.(=3)"
y=-—0,7 (Min - max. noktasinin y degeri)
4) y'=06

4”) 1kinei tiirev z i igersinde bulundurmamaktadir. Ancak pozitif-
tir; ohalde nokta minimumdur.

Béylece sekil 2 deki egrinin minimum noktasinin koordinatlan,
r=—-3;y=-0,7 olarak bulunmus olmaktadir.

BIR UYGULAMA ORNEGI.

Simdi konuyu daha da aciklhiga kavusturmak amaciyla, bu minimum
(en kiiclik deger) - maksimum (en biiyiik deger) probleminin teknikte-
ki uygulamalarindan bir 6rnek alacagiz :
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108 dm?® hacminde tahtadan bir kutu yapilmak isteniyor. Kutunun
iistii acik ve tabani bir kare olacaktir. Gereken malzemenin minimum ol-
masl i¢in kutunun boyutlari ne olmaldir? (4. S. 63).

Sekil 3

Coziim : Kutunun tabaninin bir kenarma x dersek, yiikseklik,

V=108=2’h dan h=1£5§

olur. Buna gore gereken malzeme, yani kutunun alani, taban alani ile
yan alanlarin toplami olarak,

y=x'+4xh=x"+4x - 1{18
X
432
=24 —
y=x+ -

olur.

Bu ifadenin minimum olmas1 isteniyor. Yani,

y=x2+ —4-33 =min.

Fonksiyonun tiirevini alir, sifir'a egitler ve cozersek,

L. 29 y=20— 432 _g
am 482
3= 216
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4) Bulunan bu x=6 degerini asi1l fonksiyonda yerine koyarsak,

y=6'+ =" =36+72=108 dm?

bulunur. Bu, gereken minimum malzemenin alanidir.
Yiikseklik ise,

A" 108 .
h-——x—a = W—S dm dir.

y=a*+ 5{%2. egrisinin grafigini cizecek olursak, sekil 4, gercekten eg-

rinin =6 noktasinda bir minimumdan gectigi acike¢a goriiliir.

400 }

300

+

200

100

b e - - w.

Sekil 4

Problem, yiiksekligi x ile gostermek yoluyla da coziilebilir. Sekil 5.

Minimum - maksimum uygulamalarinin ormancilik tekniginde de go-
riillmesi dogaldir. Ornegin Tokmanoglu'nun «Bir tomruktan elde edile-
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cek prizma hacminin:maksimum olmasi i¢in prizmanin boyutlar1 ne ol-
malidir? (Cevap: Kare prizma)» konulu incelemesi. (12 S. 86).

d

Sekil 5

ARITMETIK ORTALAMANIN ONEMLI BIR OZELLIGI

Istatistik Yontemler'den bilindigi iizere, aritmetik ortalamanin su
onemli oOzelligi vardir (11. S. 27):

Aritmetik ortalamadan ayriliglarin cebrik toplami-sifirdir.

Aritmetik ortalamadan ayrihglarin kareleri toplamiysa minimum-
dur.

Ozelligin ikinei kismi gdyle bir formiille gdsterilebilir :
£ (@ —a;)>=min.

GAUSS'UN EN KUCUK KARELER YONTEMI

Daha once c¢oziimledigimiz 6rnek problemin ifadesiyle, aritmetik or-
talamanin bu 6nemli o6zelligini ifadelendiren formiilleri aynen yazalim:

y=x'+ o min.
x
y =X (x—2;)? =min,

Iste aradaki benzerlik, bizi Gauss'un En kiiciikk kareler yontemine
gotiiriir. Buna gore her iki ifadede de tiirevler alimir, sifir'a esitlenir ve
¢oziim yapilirsa, minimum degerler elde edilmis olur.

Newton (Sir Isaac, 1642 -1727) ve Leibnitz (Gettfried Wilhelm,
1646 - 1717) in tiirev ve integral matematigini buluslarindan sonra, ma-
tematik tarihine «Matematikgiler prensi» diye adi gecen biiyiitk Alman
matematikeisi Gauss (Carl Friedrich, 1777 - 1855), bugiin de kendi adiy-
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la anilan «En Kiiciikk Kareler Yontemi» nin bulugcusu olmugtur. (2. S.
213). '

En kiiciik kareler yonteminde amacg sudur :

Sekil 6

Bir takim istatistik veriler elde edilmig ve bunlar, teker teker, bir
dik koordinatlar sistemine yerlestirilmigtir. Sekil 6. Noktalarin aralarin-
dan uygun sgekilde bir egri gecirilerek olursa, bir dogru, bir parabol, bir
hiperbol, bir iistel fonksiyon egrisi vb. bir egrinin ortaya cikacagi goriil-
mektedir. Deyelim noktalarin gidisi, bunlar arasindan bir parabol geciril-
mesi i¢in uygun diigmektedir. Paraboliin denklemi

Yy=a+bxtca®
olduguna gore,

Acaba bu paraboliin denklemi (yani a, b ve ¢ katsayilar1) ne olma-
hdir?

Iste Gauss'un En kiiciik kareler yéntemi bu soruya cevap vermekte-
dir.

Yontem, goriildiigii gibi,

Bu noktalar arasindan acaba ne tip bir egri, bir dogru mu, parabol

vada hiperbol mii... gecirilmelidir? sorusuna dogrudan bir cevap vermez.

ilerde, uygulamalar sirasinda goriilecegi iizere, aym1 bir noktalar
sisteminden bir dogru, bir parabol, bir hiperbol, bir iistel fonksiyon eg-
risi vb. gegirilebilmektedir.

Yontem, hernekadar noktalar arasindan hangi egrinin gecirilmesinin
uygun olacagl yada bagka bir deyisle, noktalar arasindan gecirilecek eg-

Or, Fak, Dergisi B - 12
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rinin se¢iminin nasil yapilacag: sorusuna bir cevap vermez ise de, bu so-
ruyu cevaplayacak bir olgii getirilmigtir.

Bir defa noktalarin gidigi, bunlarin arasindan gegirilecek ve bu gi-
dige uygun diigecek olan egriyi az ¢ok belli eder.

Sonra veriler, belirli tipten bir egriyi gerektirecek durumda olabilir.
Ornegin bir insanin, bitkinin, zaman icersinde boyca uzamasi, S egrisi
tipinden bir egriyi akla getirir.

Bu haller diginda ve ozellikle noktalarin dagihisinin daginik oldugu
durumlarda kullanilacak olgii, istatistik yontemler'den ayrintilariyla ta-
nidigimiz ¢ standart ayrilis olgiisiidiir. (9. S. 192).

Izlenecek yol sudur: Noktalar arasindan once bir dogru gegirilir.
Sonra bu dogru denkleminden, her bir a; degerine karsi gelen y deger-
leri yani diizeltilmis degerler hesaplanir. Daha sonra,

PR |
- \/ Z (Yasz — Yi)
n

Goriildiigii gibi burada tek bir ortalama degerden ayrihiglar degil,
her noktanin y, degerinin, kendine ait diizeltilmis degerden ayrilis mik-
tarlar1 séz konusudur.

formiiliiyle, # bulunur.

Boylelikle noktalarin, dogru etrafindaki serpilme derecesi 6lciilmiig
olmaktadir.

Benzer iglem, parabol, hiperbol, iistel fonksiyon egrisi vb. icin de tek-
rarlanir.

Noktalarin dagihsi, aralarindan bir dogrunun degil de, daha cok bir
egrinin gecirilmesinin uygun olacagi izlenimini veriyorsa, bu halde dog-
ru hesabina gerek duyulmamas: dogaldir.

Boylece hangi egriye ait o degeri en kiiciik ¢ikarsa, noktalar arasin-
dan o egrinin gegirilmesi uygun olur.

Ornegin (2;3), (5;5), (6;4), (7;6), (7;8), (9;11) noktalarinin olug-
turdugu ilk veri takimini ele alalim. (Uygulamalara bakimiz). Bu nokta-
lar arasmdan dogru, parabol, hiperboller, iistel fonksiyon,... egrileri ge-
¢irilebilmektedir. Bazilarina ait ¢ degerlerini siralarsak:
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Dogru 1,335
Parabol 0,861
Uciincii derece egrisi 0,849
Diigey asimptotlu ikizkenar hiperbol 1,107
Ustel fonksiyon 0,995

Bu eldelere gore, bu noktalar arasindan gecirilecek en uygun egri
ticlincil derece egrisi olmalidir. Ve yine bu noktalar arasindan, bir dogru
gecirilmesinin hi¢ diigiiniilmemesi gerekir.

BIR TAKIM NOKTALARDAN BIR EGRI GECIRME ILE NOKTA-
LAR ARASINDAN BIR EGRI GECIRME ARASINDAKI AYRIM

Bir takim noktalardan bir egri gecirme problemiyle, bir takim nok-
talar arasindan bir egri gegirme problemi arasinda kesin bir ayrim var-
dir. Daha dogrusu bu ikisi, tamamen birbirinden ayri seylerdir ve
aralarinda hic bir iliski ve benzerlik yoktur.
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EER O
Sekil 7 Sekil 8

Gercekten (2;3), (3;5), (5;10,8) noktalarindan, bir y=a+bx--ca’
egrisi gecirmek (sekil 7) ile, (2;3), (3;5), (4;4), (5;9) noktalar: ara-
sindan bir y=a+bx |+ cx® egrisi gecirmek (sekil 8) ayr1 ayri seylerdir.
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Birincide degerler rastgele alinmamstir. Belli bir fizik yasaya uyar-
lar. Ornegin bir fizik deneyinin verileridir. Deney nekadar yinelenirse
yinelensin, hep ayni veriler elde edilir.

Galile’nin, Piza’daki iinlii egik kulede yaptig1 serbest diigsme deney-
lerinde, kuleden birakilan cisimlerin 1 saniyede yaklasik 5 m., 2 saniye-
de 20 m., 3 saniyede 45 m. diigtiikleri gozlemlenmistir. Bu harekete ait
fonksiyon denklemi,

h=5 t":l—g = % gt? yada,

y=az® dir. Sekil 9,

Egri mutlak bu noktalardan gecer.

(4
—
e
&
E

10 1

saniye
1 2 3

Sekil 9

ikincideyse degerler, doga kosullari, yetisme ortami, beslenme egit-
sizligi vb. nedenlerle degisen; rastgele verilerdir. Ayni1 yasta iki insanin
ayni kiloda ve boyda olamayacagi, bir ticaret evinin her ayki satiglar-
nin birbirine esit olamayacag: gibi. Bunlar istatistik verilerdir. Bu du-
rumda egrinin, noktalarin kendinden degil, aralarindan gececegi kugku-
suzdur.

Egri degerleri( ordinatlar), her nokta i¢in, bir hata ile yiikliidiir.
Gauss’'un En kiiciik kareler yontemi’nin amaci da igte bu hatayr mini-
muma indirmektir.
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Boyle bir kullanim olanagl, uygulama alanini istatistik yontemlerde
bulur.

Her iki tip egri gecirme igleminde de yapilacak ig, bu noktalardan
yvada noktalar arasindan, ornegin bir
Yy=a+bx+cx’
egrisi gecirilmesi isteniyor ise, a, b ve ¢ katsayilarini hesaplamaktan iba-
rettir.
Ancak hesaplama teknikleri farkhdir.

Asil konumuz olan ikinci tipe yani noktalar arasindan uygun bir eg-
ri gecirme yada baska bir deyisle Gauss’'un En kiiciik kareler yontemi
uygulamasina gecmeden oOnce, birinci tip hesaplamayl (belli noktalar-
dan egri gegirme) bir uygulama ile belirleyelim.

Problem: (2;3), (3,5), (5;10,8) noktalarindan bir y=a-+bx+ca® pa-
rabol egrisi gecirmek.

Coziim: Egri denkleminde, bir defa =2, y=3; ikincide =3, y=5
ve ligiincii olarak =35 ; ¥=10,8 koymakla, asagidaki ii¢ denklem elde edi-
lir:

3=a+2b+ 4c¢
5=a+3b+ 9c¢
10,8=a+5b+25¢

Yapilacak is, bu birinci dereceden, ii¢ bilinmeyenli - iiclii denklem
sistemini c¢oézmektir. Bunun igin, Ornegin birinciden a degeri bulunup,
ikinei ve iiciinciide yerlerine konur ve sadelegtirilirse,

I den a=3-2b—-4c
II ye 5=3—-2b—4c¢+3b+ 9c¢
III e 10,8=3-2b—-4¢+-5b+25¢
2=b+5¢ - _
26=b+Tc

iki bilinmeyenli - ikili bir denklem sistemi elde edilir. Bu da katsayilarin
egitlenmesi yoluyla coziimlenirse,
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= 2==b5bc¢ 14= Tb+35¢c
26= b+Tc F13=x5bx35¢

0= 28 T
¢=0,3 b=0,5

bulunur. Bu iki deger, a nin ilk elde edilen degerinde yerine konulmakla,

a=3-2.05-4.0,3
a=0,8
olur.

Bu ii¢ degerin yerlerine konulmasiyla da, aranan denklem,

y=0,8+0,5x40,3 22
olarak elde edilmis olur.

Ikinci problem olan, noktalar arasindan y=a+bx+ca® paraboliinii
yada noktalarin konum ve gidigine en uygun diigen bagka bir egri gecir-
me igiyse, bu incelemenin asil konusunu olugturmaktadir. Ilerde ayrin-
tilariyla goriilecektir.

ORMANCILIKTA EN COK KARSILASILAN BAZI EGRI FONK-
SIYONLARI

Ormancilik uygulamalarinda cokca karsilasilan bellibagh egri fonk-
siyonlar1 asagida verilmistir. Biz, incelememizde bu siraya uyacagiz.

1. y=a+t+bx Dogru
2. y=a+bx+tcx® Normal parabol
3. y=at+bx+cr*+da® Uclincii derece egrisi

Ikizkenar hiperboller :

B e :'_Cx_ yada yx=az+c Yatay asimptotlu
o Y= " » yr=by+c Diige »
T yr=by diisey
”
6. y—a=_= »  yr=ax+by+c yahutta y= B D

x—h
Yatay-diisey asimptotlu

r—b



10.
11.
12.
13.
14.

15.

16.

17.
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Hiperboller :

y= —;~+a+dw yada yr=ax+c+dax?

2
= %{59 » yx=by+c+dx?
2 ol
- -;i'; : » yr=ax+by +c+dx?

Ustel ve logaritmik fonksiyonlar :

y=ke¥ix yada  y=eaFbx Ustel fonksiyon

y=ea+brtcx? Ustel fonksiyon

y=ax’ Ustlii fonksiyon

z=ax®y° Iki degigkenli iistlii fonksiyon
y=log a x® Logaritma fonksiyonu

Lojistik yada S egrisi ve benzerleri:

y= g Lojistik yada S egrisi
x? a’+b x+c'x?

Y= a¥batca’ il yad Y=a +batca’

Y =Ymax. (1—a e~ )" S egrisi benzerleri

GAUSS'UN EN KUCUK KARELER YONTEMI UYGULAMALARI

Yontem hir ve tektir. Ancak dogru, parahol, hiperbol, iistel fonksi-

yon vb. icin bir tek denklem vermek olanaksizlig1 dolayisiyla, herbiri icin
ayri ayri hesaplamalar gerekir.

Biz bu incelememizde ele aldigimiz cogu orneklerde, miimkiin olan

haller icin, karsilastirma olanagi vermesi bakimindan ayni verilerle ca-
hismay1r uygun bulduk. Ayrica bir yiikselen, bir de alcalan egri durum-
larmi da belirtebilmek amaciyla, herbirinden ikiger ornek aldik.

Hesaplamalar i¢in hesap makinasi kullanilmigtir.
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GENEL UYGULAMA

FoS
]
<

Sekil 10

Noktalar arasindan gegirilecek egrinin denklemi y=jf(x) olsun. Nok-
talar, bu egrinin iistiinde yada altinda yer almiglardir. Herbir noktanin
gercek ordinati y; ve egri gecirildikten sonra alacagl yeni degeri v ile
gosterelim. Noktalarin gercek y; degerlerinin aritmetik ortalamasiysa
y olsun. Sekil 10 a ve b.

Aritmetik ortalamanin, daha once sozii edilen, 6nemli ozelligi suy-
du :

Bireylerin aritmetik ortalamadan ayriliglarinin kareleri toplami mi-
nimumdur. Buna gore noktalar, aritmetik ortalamanin iistiinde yada al-
tinda olduguna gore,

2 (yi—y)+ E (y—y:)*=min.
yvazilabilir. Oysa,

I (yi—y)?=Z[—(y—y)'=Z (y—w)’

oldugundan, hepsinin toplamini ifade etmek iizere,

X (y—y:)*=min.
yazilabilir,

Simdi her bir ordinat cizgisi iizerinde, ¢ok sayida nokta bulundugu-
w diigiiniirsek, bu degerlerin aritmetik ortalamasi, egri degerine pek
vaklagik bir deger olarak ortaya cikar. Limit durumda ise, artik arit-
metik ortalamanin, egri degeriyle cakisacagi diisiiniilebilir. Sekil ¢. Bu
durumda, minimum olmas1 gereken ifade,
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T (y—yi)?=min.
geklini alir.

Artik Gauss’'un En kiiciikk kareler yontemini, her bir 6rnek icin, bu
genel ifade iizerine uygulayabiliriz.

1. DOGRU GECIRME
Dogru denklemi y=a+ba dir.
Absis degerleri a; olan noktalarin, oélciilen yada gercek ordinat de-
gerleri y;, dogru denklemine gére bulunacak degerleriyse,
y=a+bux;
dir.

Bu degerler, Gauss'un En kiiciik kareler yontemi formiiliinde yeri-
ne konursa,

L (y—y;)? =min. yada

Z (@+bx;—y;)’=min. olur.

Bu ifadenin tiirevi alinip, sifir'a egitlenecektir. Ancak burada x; ve
¥; bilinen veriler; a ve b ise bilinmeyenler oldugu icin, ifadenin a ve b ye
gore parca tiirevleri alinacaktir. (Kolaylk olsun diye x; yerine « ; y; ye-
rine y yazarak),

8 =
ﬁ_2z(a+bm y)-1=0
6%

W—2£(a+bm—y) -x=0

ve buradan,
a-n+b - Zxr=Xy
a-Zx+d - Zxl=Zay

olarak birinci dereceden, iki bilinmeyenli ve ikili bir denklem sistemi el-
de edilmis olur.
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Bu birinci dereceden, iki bilinmi-
yenli - ikili denklem sistemini g¢dzmeden
once, eger varsa, sadelestirme yapilma-
Iidir. Nitekim burada, ikinci denklem 4
ile sadelegtirilebil r. Bu sadelestirme, he-
saplamalarda daha kiigiik sayilarla islem
yapilacagi nedeniyle, ¢oziime bir kolay-
ik getirir.

Coziim, en kolay sekilde, katsayila-
rin egitlenerek birbirini gotiirmeleri yo6n-
temi kullamlarak yapilir.

186
Birinci veri takimina uygulama.:
Veriler
x Yy x? Yy
2 3 4 6
5 5 25 25
6 4 36 24
7 6 49 42
7 8 49 56
9 11 81 99
36 37 244 252
Xy Zy Tx? Zxzy
6a+ 36b= 37
36a+244b= 252
6a+ 36b= 37
9a+ 61b= 63
F54a+324 b==333
54a+366b= 378
42b= 45
Ne_ .
b= 2= 1,071
366a+2 196b= 2 257

F 324aF2 196b=F2 268
42 a 11

—0,262

11

42

Cozimiin kontroli :

Boylece ilk denklem 9; ikinci 6 ile ge-
nigletilerek a lar; ilk denklem 61, ikinci
36 ile genigletilerek b ler egitlenirse,

bulunur.

Coziimde herhangi bir yanlighga diismemek yada sonucun giivenilir-
ligini saglamak i¢in, hesaplamanin kontrol edilmesi uygun olur. Bu kon-
trol, bulunan a ve b degerlerini, ilk denklem sisteminde yerine koymakla

yapilir. Boylece,
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Co1r 45
6-(—E)+ 36 5= 37
36 - (—%) 244 - g= 552

— 66 + 1620 = 1 554
— 396 + 10 980 =10 584

1554 =1 05564
10 584 =10 584

sonuglar egit ciktigindan hesaplama dogrudur.

Denklem
Bulunan @ ve b degerlerinin, dogru denkleminde yerlerine konulma-
siyla denklem,

_452—11
- 42

yada yaklagik denklem,
y=1,071 x—0,262

olarak elde edilir.

Dizeltilmig degerler

2=2;5;6;7;9 degerlerinin, bulunan dogru denkleminde yerine
konmasiyla hesaplanir. Boylece ornegin x=2 igin,

y-452—11 _ 45-2-11 _ 79

42 - —gelssl

bulunur.

Bu yolla hesaplanan diizeltilmis degerler agagidadir:

Yaiz.
1,881
5,095
6,167
7,238
9,381

c::-:c:cnto|a
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Dogrunun c¢izimi

Dogrunun c¢izimi icin, herhangi iki noktasini, ornegin (2 ;1,881),
(9;9,381) uc noktalarimi yada (x=0 igin y4.=—0,262); (x=10 icgin
Ya=10,448) gibi kolay hesaplanir noktalarini, grafik iizerinde belirle-
yip bir cetvelle birlestirmek yeterlidir. Sekil 11.

11 0

e -
+ T

1234567288910
Sekil 11

gnin hesabi1

¢ nin hesabi, sayfa 178 de isaret edildigi gibi, bu noktalar arasindan
gecirilecek olan dogru, parabol, hiperbol, vb. egrilerinden hangisinin se-
cilmesinin uygun olacagini belirlemek amaciyla yapilir ve mutlaka yapil-
malidir,

Noktalarin dogru boyunca serpilme o6lc¢iisii olan ¢, ordinat degerle-
rinin diizeltilmis degerlerden ayriliglarinin, standart ayrihg formiiliine
gore degerlendirilmesi yoluyla elde edilir.

Birinci veri takimi dogrusuna ait hesaplama asagidadir:

x Y Ydiz. Yaiiz.— Y (Yaiz.—Y)?
2 3 1,881 — 1,119 1,252161
5 5 5,095 + 0,095 0,009 025
6 4 6,167 + 2,167 4,695 889
7 6 7,238 + 1,238 1,532 644
7 8 7,238 — 0,762 0,580 644
9 11 9,391 — 1,619 2,621161

10,691 524

o/ EWas—y)? \/icfegi' 524 _ oo
7=\/- - = 5 =/1,781921 = 1,335
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COZUM KOLAYLIKLARI

1) Noktalar arasindan, Gauss'un En kiiciik kareler yontemi’yle bir dog-
ru gecirme problemi, istatistik yontemler uygulamasinda c¢okca rastla-
nan bir kullanig alan1 bulur. Bu bakimdan sorunu daha da pratik gekle
getirebilmek amaciyla, iki bilinmeyenli denklem sistemini kurma ve ¢oz-
me yiikiinden kurtulmak i¢in, katsayilar ¢oziilmiis olarak verilir. (10. S.
256).

Bunun igin,
an+b-Zx=Zy Birinci Xz, ikinci n ile geniaietil-
a-Zx+b-Zat=Xxy mek yoluyla, ¢ mnin katsayilar
Fan-TeFb-(Zx)’=FIx Iy egitlenirse

an-Zx+bn-Zat=n-Zxy
b-[n X x—(Zx)]=n-Zoxy—Ix- Xy

_ N Igy—Ix-Xy

e x2—(Zx)?
an Zx*+b-Lx Ix=Xy. Ia* Birinci Za? ikinci Zx ile genigle-
Fa-(Zx)’Fb Zx-Zx’= FIxy.Ix tilmekle de b nin katsayilar1 esit-

a-[n-To’—(Xx)’]=Xy -Ta?’—Ex-Zxy lenirse,

_ Xy lx’—XIx-Ixy
n+ X ax?—(Zax?)

olarak bulunur.

Ornekteki verileri bu formiile uygulamakla,

_6.252—36-37 _ 1512—1332 _ 180 _ 45

0= "g.244—36! — 1464—1296 ~ 168 ~ 42
_87-244--36.252 _ 9028—9072 _ —44 _ 11
- 168 T 168 T 168 | 42

elde edilir.

2) Determinantlar yoluyla c¢dziim
A.a+B.b=C
A a+B.b=C

seklindeki iki bilinmeyenli - ikili bir denklem sisteminin determinantlar
yoluyla c¢oziimiinde, a ve b kokleri soyle hesaplanir (5. S. 137).



190 A. N. AKGUR

anin hesab: :

B’ (o
sayillar1 (a ya ait olan A ve A'ler hari¢ tutularak) caprazlama carpilmak

suretiyle (6nce sol-iist ile sag-alt, sonra sol-alt ile sag-iist) birbirinden
c¢ikarilir ve pay’a yazilr.

sayilar1 da, yine ayni sirayla caprazlama carpilarak farklar1 ahnir ve
payda’ya yazilir.

Elde edilen kesrin eksi igaretlisi @ y1 verir.

Bu iglem sgoylece gosterilir :

|IB C l
E— B C'| _ BC—BTC
- {A B|  AB' —AB
|A" B
Benzer gekilde b de,
/A C ‘
po LA~ C| AC—AC
~ |A B| AB—A'B
A" B
Gergekten
A.-a+B-b=C denklemleri, katsayilarin
A“a+B-b=C egitlenmesi yoluyla ¢o-
FAA-aFA'Bb= F AC ziimlenirse,
AA'-a+AB’-b_=m_Mé*C;7
(AB'—A'B)b= A C—AC
s AC—AC
- AB—AB

AB:.a+BB:b= BC
FA'B -a¥BB-b=FBC
(AB'—A'B) a = B'C—BC’
__BC'—BC
AB'—A’'B

a=

bulunur.
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Ornegin ¢oziimii :

| 36 37‘
_ |244 952|  36-252—244-37 _ 9072—9028 _ 44 _
N 36 - 6-244—362 = 1464 1296 168
| 36 244
6 37|
s 252| _ 62523637 _ 15121332 _ 180 _ a5
" payda ayni 168 - 168 T 168 T 42
ikinei veri takimi,
&€ y
1 9
3 o
4 4
11 2
icin benzer hesaplamalar yapilirsa,
1762—132x

bulunur. Sekil 12.

e i

123 4 5%
Sekil 12

78901235

191

11
42
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DOGRU DENKLEMi UZERINE

Eksenlerin kesim noktasindan gecen bir dogrunun denklemi, bilin-
digi gibi,
y=xbux
dir.
Burada b, dogrunun egim derecesi (dogrunun x ekseniyle yaptig: aci-

nin tangenti) dir. Ornegin dogru iizerindeki herhangi bir noktanin koor-
dinatlar1 x, ; y, ise,

b=-4A

XA
dir. Sekil 13 a.

‘a“b*

Sekil 13
b pozitifse, dogru yiikselen (sol - agagidan sag'l- yukariya), negatifse
alcalan (sol - yukaridan sag - agagiya) bir dogrudur.
a degismezi ise, dogruyu yukar: - agagi, saga - sola kaydirir.
Ornegin,
y—a=bx

olmas1 halinde (bu halde denklem y=a-+bx olacaktir), dogru a kadar
yukariya kaymisg olur. ¢ nin negatif olmasi halinde de, denklem

y+a=bx den y=bxr-—a

olur ki bu durumda dogru a kadar asagiya kaymigtir. Sekil b.

Dogruyu saga - sola kaydirmak iginse, # yerine #—c¢ yada x-+c¢ ah-
nacaktir. Bu halde,
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¢ y=b(x—c)
y=bx—-bc
y=bx—-C

olur ki, dogru C kadar agagiya kaymigtir; buysa ¢ kadar saga kaymakla
es anlama gelir. Sekil c.

2, y=a+bx+ca? PARABOLU
Z (y—vyi)*=min. yada,
T (a+ b2+ c x’—y)=min. yazilip @, b ve c ye gore parga tii-

revleri alinarak sifir’a esitlenirse,

g—§=2 - Z(a+bx+cax’—y) -1=0

%“—“2 -Z(a+bxr+cx’—y) - x=0

22 2 2

§:2 cZ(a+bx+tcxi—y) - x¥=0 ve buradan da,

a -nt+b-Zaxtc: Za?'=Zy
a-Zx+b-Zxl+c-Zx*=Zay
a:Zx*+d -Zxd+c- Zat=Zaly
olarak, birinci dereceden, ii¢ bilinmeyenli ve ii¢lii bir denklem sistemi el-
de edilmig olur. &

Birinci -veri takimina uygulama :

x y x? a3 x* xy ]

2 3 4 -8 16 6 12

5 5 25 125 625 25 125
6 4 36 216 1206 @ 24 ‘144

7 6 49 343 2 401 42 o~ A
7 8 49 343 2 401 56 392 |
9 11 81 729 6 561 99 801

36 37 244 1764 13300 252 1858



Bu ii¢ bilinmeyenli-ii¢lii denk-
lem sisteminin ¢oziimii igin (ge-
reken sadelegtirmeler yapilip),
birinci denklemden a bulunur,
ikinci ve liciinciide yerlerine
konur (ve sadelegtirilirse)
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8a+ 36b+ 244c= 37T
3Ba+ 244b+ 1 T64c= 252
244a+1 T64b+13 300c=1 858
6a+ 36b+ 244c= 37
9a+ 6l1b+ 441c= 63
122a+ 882b+ 6 650c= 929
I dan g 3T—38b—244c
6
Il ye 9-37_36%_244°+ 61b+ 44l1c= 63
me 122.37—36 %“2440 +882b+6 650c= 929
3-37_36’;_244% 61b+ 4d4lc= 63
g1 . =3 1’3_2440 +882b+6 650c= 929
111— 108b— 1732¢+ 122b+

882¢= 126

2 257—2 196 b—14 884c¢+2 646b+10 950c=2 787

14b+ 150c¢= 15
45045 066 c=530

14b+ 150c = 15

225b+2533c= 265
F3150b35750 ¢ = ¥ 3375
3150b+35462¢= 3710
 1M2c= 335

c= %50,196

35462b+379950 c= 37995
F33750b5379950 ¢c= F 39750
17120 =— 1755

b=— Mo = —1,025

1712

iclii denklem sistemi, iki bilin-
meyenli-ikili bir denklem sis-
temine indirgenmis olur. Bu
da tipki bir dogru denkleminde
oldugu gibi, katsayilarin esit-
lenmesi yontemiyle ¢oziiliir.
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Bulunan bu degerlerin a da yerlerine konulmasiyla da a elde edilir :

1755 335
o 3T+36- 1712 2% 1712 _ 63544+63180—81740 _ 44784
= 8 6-1712 T 6-1T12
_T464 _

DETERMINANTLAR YONTEMIYLE COZUM

A;-a+B;-b+Ci-c=D,
AQ' a+Bz . b+Cg‘ C=D2
A3' a+B3 i b+Cg‘ C=D3

seklindeki {i¢ bilinmeyenli - iiclii bir denklem sisteminde a, b ve ¢ kok-
leri, determinantlar yéntemiyle sdyle bulunur :

B, C D

83 _(.;3 :_I?S__ ) B‘] (C2D3 Cng}—’Bz fC DS CSD1)+B3 (C1D2_02D1)
A, B, C;|  A;(B,C;—BiCy) —A, (BiCs—ByC))t A4(B,C,—B,C))

|A1 C'l Dl

A, G, D,

|8, 8, Dy] Ay G —AC Dy—CiDa -+ AJCD— D)
aym payda aynl payda

Al Bl Dl
A? B? DZ
1A, By, Dyl _A,(B,Dy—ByDy)—A, (B,D;—BiD))+ A,(B,D,—BE:D))
aynl payda ayn1 payda )
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Birinci veri takimina uygulanmasi :

36 244 37
61 441 63‘
4o /882 6650 920| _
T | 6 36 244
9 61 441
122 882 6650
= 36(441-929—6650-63)—61(244 -929— 6650-37) + 882(244 -63—441-37)
~ 6(61-6650—882-441)— 9(36-6650—882-244) +122(36-441—61-244)
__ 36(409 689— 418 950)— 61(226 676 —246 050) + 882(15 372—16 317)
T 6(405650—388962)— 9(239400—215 208) +122(15 876—14 884)
_ 36-(—9261)—61-(-—19 374) + 882-(— 945)
T 6-16688 — 9.24192 +122.992
_ —333396+41181814-833490 14928 _ 7464
T 100128— 217728+121024 ~ 3424 = 1712
6 244 37 ‘
9 441 63
122 6650 929
b=— L=
ayn1 payda
. 6(441-929—6650-63)—9(244-929—6650-37)+ 122(244-63—441-37)
- 3424
__ 6-(—9 281)—9 - (—19 374)+122- (—945)
- 3 424
_ —55566+174 366—115200 _ 3510 _ 1755
B 3 424 T 3424 1712
| 6 36 37
| 9 61 63
o= | 122 882 929_]_ =
~  ayn payda
_ 6(61-929—882 -63)—9 (36 - 929—882 - 37)+122(36 - 63—61 - 37)
i 3 424
_ 6(56 669—55 566)—9 (33 444—32 634) + 122 (2 268—2 257)
= 3424 o

_6-1103—9-810+122-11 _ 6618 -7 290+1342 670 _ 335
- 3 424 . 3 424 T 3424 1T12
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Cozimin kontrolil
Coziim icin yapilan hesaplamanin kontrolii ihmal edifnemelidir.

Kontrol, elde edilen a, b, ¢ degerlerinin, ii¢lii denklem sisteminde yer-
lerine konulmasiyla yapilir.

7 464 1 755 335
36 » — 244- » 4+ 1764 » = 252

244- » —1764- » +13300- » =1858

44784 — 63180 + 81740 = 63 344
268 704 — 428220 + 590940 = 431424
1821216 — 3 095 820 + 4 455 500 = 3 180 896

Sonuglar tuttugu icin c¢oziim dogrudur.

Denklem
Elde edilen a, b, ¢ degerlerinin parabol denkleminde yerlerine kon-
masiyla denklem,

_ 7T 464—1 75554335 47
y= 1712

yada yaklagik denklem,

y=4,360—1,025 x+0,196 a°

olarak bulunur.

Diizeltilmis degerler

x=2;5;6;7;9 degerlerinin denklemde verine konmasiyla da dii-
zeltilmig degerler elde edilir.

x=2 igin Ornek hesaplama :

g7 464—1 755 - 24335 - 2

1712 =3,002
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Bu yolla bulunmus olan diizeltilmis degerler agagidadir :

X yduz

2 3,092
5 4,126
6 5,254
7 6,772
9 10,984

Cizim
1) Egri bir parabol olduguna gére, bir maksimum yada minimum nok-
tasy vardir. Bu noktanin absis (x) degeri, parabol fonksiyonunun tiire-

vini sifira esitlemekle bulunur. Noktanin vy degeri ise, bdylece bulunan
o degerinin parabol fonksiyonunda yerine konmasiyla elde edilir :

y=a+bx+ca? den,
Y =b+2cx=0 ve buradan,
x:-% (max. yada min. noktasinin absisi),
=a-b - (__g +c - (—sz den de
LS T2 4c? ’
_ 4ac—b?

S (max. yada min. noktasinin ordinat').

Boylece y=a+b a+c a* paraboliiniin maksimum yada minimum nok-
tasinin koordinatlari,

I —_—— ._.b_
Max. l x 5
o
Min }[ 1) = ﬂf—}—

Fonksiyonun ikinei tiirevi,
y”’=2¢>0 yani ¢ pozitifse nokta minimum,
2c¢<0 yani ¢ negatifse nokta maksimum’dur.

Ornekteki verilere uygularsak.
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Masimum yada minimum noktasinin koordinatlar: :

___b__—175 _ 351
=g = T 3-33 _ 184 - 20194

dac—b? 4 .7 464 - 335—1 755 _
Y - 1712-4-335 =8,017

Bu noktadan y eksenine ¢izilecek paralel, paraboliin simetri eksenidir.
o . 335 B £ Sy .
Diger taraftan, ¢=+ m>0 oldugu icin de nokta minimum’dur.

2) Ikinci olarak kokler, yani paraboliin « eksenini kestigi noktalar arag-
tirithir. Bu degerler,

—b+\b*—4ac
2¢c

formiiliiyle hesaplanir. Eger kok ici negatif cikarsa, kok yoktur yani eg-
ri x eksenini kesmez. Boylece Grnegimizde,

o 1795+ V1 755°—4 - 7 464 - 335 _ 1 755 vV —6 921 735
= 2. 335 = 670

Ly,2=

oldugundan, bu parabol x eksenini kesmemektedir.

Sekil 14 Sekil 15
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3) Uciincii clarak 6zel degerler arastiriir. Ornegin paraboliin y eksenini
“zestigi nokta, fonksiyon denkleminde =0 konarak bulunur. Boylece,

§;=a'+b x+cx® de,

x=0 icin y=a=4,360
olacaktir.

Bu eldelere gore cizilen parabol sekil 14 dedir.

gnin hesabi

¢ nin hesabi, aynen bir dogruda yapildig: gibidir.

Yaiiz. Yaiz.—Y  (Yase.—Y)?
3,092 0,092 0,008 464
4126 0,874 0,763 876
5,254 1,254 1,572 516
6,772 0,772 0,595 984
6,772 1,228 1.507 984
10,984 0,016 0,000 256

co-q-ac:atm|a
:ooo:uhmwl‘ﬂ

4,449 080
- —ny)? i
o=\/ T (Yaue—Y) _ \/4.449 080 _ /074 513
n 6
=0,861
Ikinei veri takimi,
x Y
d 9
3 5
4 4
11 2
icin denklem,
408 860—88 503 x+5 271 x?
y= = 4365” - (c=0,152)

dir. Sekil 15.

y=a-+bx+cax® parabolii de, egrisinin iyice taninmis olmasi, nokta-
larin gidisinin bir egri manzarasi1 gosterdigi her durumda kullanilabilir



olusu ve hesaplamasinin, bir dogrudaki kadar olmasa da, bir oranda ba-
sit olusu gibi nedenler dolayisiyla, istatistik yodntemler uygulamasinda
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oldukea genis bir kullanim alani bulmustur.

Dolayisiyla ormancilik uygulamalarinda da cokca kullamilir. Ornegin

gogiis capma gore hacim bulmada. (8. S. 7).

3. y=a+bx+cx’+da’
Z(y—y:;)*=min

Z(a+bx+cx’+da® -y)*=min,

8z

oa

& _
&b
8L _
sc
55 _
8df

ve buradan da,

seklindeki doért bilinmeyenli - dértlii bir denklem sistemi elde edilmis

olur.

“n
-Zx

a
a
a-Zx*+b-
a

<Za+b-

UCUNCU DERECE EGRISI

yada

Bu ifadenin @, b, ¢ ve d ye
gore parcga tlirevlerinin alinip

sifir’a egitlenmesiyle de,

2.X(a+bx+ca’+dx’—y)-1 =0

=2-Z(a+bx+cx?*+da*—y) - x =0

2.-Z(@+bx+caxt+da’—y) - 2’=0

2-Z(a+bx+cx’+daxP—y) -2°=0

+b:Zx +c-Zx’+d-Zx’=Zy
+b-Za’+c-Za+d-Zat=Zay

Zxdte-
Tat+c-

Birinci veri takimina uygulama :

x y x

2 3 4
5 5 25
6 4 36
7 6 49
7 8 49
9 11 81

Za*+d-Zax’=Zxly
Txdt+d-Zat=Zax%y

x3 x! x’ xb xy 2’y 2y
8 16 32 64 6 12 24
125 625 3125 15625 25 125 625
216 1 296 7776 46 656 24 144 864
343 2 401 16 807 117 649 42 204 2 058
343 2 401 16 807 117 649 56 392 2 T44
729 6 561 59 049 531 441 99 891 8 019
103 596 829 084 252 1 858 14 334

36 37 244 1 764 13 300
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6a+ 36 b+ 244c+ 1764d= 37
36a+ 244b+ 1764c+ 13300d= 252
244a+ 1764 b+ 13 300 c+103 596 d= 1 858

1764 a+13 300 b+103 596 c +829 084 d =14 334

Bu dortlii denklem sisteminin ¢6ziimii icin, gereken kisaltmalar ya-
pildiktan sonra, birinciden a bulunur, ikinei, ii¢iincii ve doérdiincii denk-
lemlerde yerlerine konur :

6a+ 36 b+ 214 c+ 1764 d= 37
Sa+ 61 b+ 441 c+ 3 325d= 63
122a+ 882b+ 6650c+ 51798d= 929
882a+ 6 650b+ 51 T98 c+414 542d= 7 167

37—36 b—244 c—1 764 d

6
8 L. 5"2‘:540—1,, 4d . 61p+ 44lc+ 3 3%d= 63

1. 021 T08d | ggpp 1 6 6500+ 51 Tesd= 929
ggg , (=36 2P T 16 6500 +51 193¢ +414 5424 =T 167
- g '37_361’_5424 c—17Md . ot w10+ 33%d= 63
6. ST 0V—2Me1 T4, ggrp4 65500+ 51 T98d= 929

147 - (37T—36b—244c—1 7T64d)+6650b+51 T98c+414 542d=T 167
111— 108b— 732¢— 5292d+ 122b+ 882c¢+ 6650d= 126
2 257T—2 196b—14884¢c—107 604¢d+2646b +19 950c+155394d =2 787
5 439—5 292b—35868c—259 308d+6 650b+51 798¢ +414542d==T 167

14b+ 150c+ 1 358d= 15

450b+ 5 066c+ 47 T90d= 530

1 358b+15 930¢+155 234d=1 728

14b+ 150c+ 1 358d= 15

225b+ 2 533c+ 13 895d= 265

679b+ 7 965¢c+ 77 617Td= 864
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Boylece dortlii sistem, {iclii bir denklem sistemine indirgenmis olur.

Burada da yine birinci denklemden b bulunup, ikinei ve iigiinciide
yerlerine konulmak suretiyle,

- 16—150c—1 3584

12
225 - 15“1501’4_1 3584 | 5 533c+23 895d= 265
679 . 10 7-1—5‘-)--;‘-;-1 3584 . 7 965¢+77 617d= 864
225 -15“'15”;":1 3584 | 5 5330423 8954 = 265
gy oA o1 URd Lo oemodTr BI1Td= 884

2

3 375—33 750 c—305 550 d+35 462c+334 530d=3 710
1 455—14 550 c—131 726d+15 930c+155 234d=1 728
1 T12c¢+ 28 980d= 335

1 380c+ 23 508d= 273

1 712c¢+ 28 980d= 335
460c+ T 836d= 01

ikili bir denklem sistemine inilmis olur. Bu ikisi de, tipk: bir dogru denk-
lem sisteminde yapildig1 gibi, katsayilarin esitlenmesi yoluyla coziiliir.
Ancak burada,

1712 = 4. 428 28980 = 4.7245
460 = 4.115 7836 =4.1959

oldugu nedeniyle, ilk denklemin 115 ve 1959, ikincisininse 428 ve 7245
ile genigletilmesi, kiiciik sayilarla iglem yapilmasi bakimindan, daha uy-
gun olur. Boylece,
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196 880 ¢+ 3 332 700d=F 38 525
196 880 c+ 3 353 808 d= 38 948

H

21 108 d= 423
423 141
i 21 108 7 036‘0'020

3 353 808 ¢c+56 771 820d= 656 265
F3 332 700 ¢c+56 771 820 d=+659 295
21 108 ¢ =— 3 030

3030 1010 _
°=—31108 7o0s

¢ ve d nin bu degerleri, b de yerlerine konularak b bulunur :

1010 141\ 105 540+151 500—191 478

= (15+150 7036 °°° "7036) 127 036

_ 65562 4683
b=32.708 — T 036“0’666

b, ¢ ve d degerleri, a da yerlerine konularak da a bulunur:

4 683 1010 141) _ 89 460
=% (37 —S et Twme T 036) =6-7036
14 9
a=—z 03‘ = 2,119

Kontrol hesabi |

Dortlii bir denklem sisteminin ¢oziimii, goriildiigii gibi, bir hayli ka-
rigiktir. Hesap yanliglari yapma olasiig: fazladir. Bu bakimdan sonucla-
rin giivenilirligini saglamak igin kontrol hesabi ihmal edilmemelidir.

Kontrol, bulunan a, b, ¢ ve d degerlerinin en bastaki denklem sistemin-
de yerlerine konulmasiyla yapilir. Egitlikler gerceklenirse, ¢oziim dogru
demektir. Boylece :
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14 910 4 683 1010 141

6 7030 B-7om— 2 Tost 1% rome 37
36 » 244 » 1 764 B 13 300 » 252
244 > 1764 > 13300 » 103 596 » 1 858
1764 » 13300 » 103596 » 829084 » 14 334
89 460 + 168 588 — 246 440 + 248 724= 260 332

536 760 + 1 142 652— 1 781 640 + 1 875 300= 1 773 072
3 638 040 + 8 260 812 — 13 433 000 + 14 607 036= 13 072 888
26 301 240 + 62 283 900—104 631 960 + 116 900 844= 100 854 024

Denklem

Bulunan a, b, ¢ ve d degerlerinin, iicgiincii derece fonksiyonunda yer-
lerine konmasiyla denklem :

_14 910+4 6835—1 0100?+141 &°
y= 7 036

Ve yaklagik denklem:
y=2,119+ 0,666 x—0,144 x?+ 0,020 x*

olarak elde edilir.

Diizeltilmig degerler

ax=2;95;6;7T,;9 degerlerinin, fonksiyon denkleminde yerlerine kon-
masiyla bulunan diizeltilmis degerler agagidadir:

Ydiizz.
3,036
4,363
5,273
6,618
11,091

O D

Cizim

Bu denklemin gosterdigi egriyi cizmek igin,
1) Max. - min. degerleri aragtirilir. (Tiirev sifir’a egitlenerek kokler bu-
lunacak) : )
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y=a+bx+cax’+da® den,
y'=b+2cx+3dx?’=0

—cxy ¢’—3db (Max. - min. noktalarinin absis degerleri)

Ly 2= 3d

Ornegimizde max. - min. noktalar1 aragtirilirsa :

_ 1010+ /1 010°—3 - 4683 - 141 _ 1 010+ —960 809

T1.2 3141 3. 141

Kok ici negatif c¢ikuigindan, kok yani max. - min. noktalari yoktur.
2) Kokler yani egrinin x egrisini kestigi noktalar :

Uciineii derece fonksiyonunun bir yada iic kokii vardir yani egri, «
eksenini bir yada ii¢ noktada keser.

Uclincii derece fonksiyonunda, ilk kék arastirma yoluyla bulunur.

Diizeltilmis degerlere bakilacak olursa, x= —2 dolayinda y=0 ola-
cagl tahmin edilebilir. Gercekten,

r=—2 icin fonksiyon y=0,053
—21 » » —0,097

dir. Kok, bu iki deger arasinda olup —2 ye daha yakindir. Yaklasik
x=—2,03 deyelim.

Diger iki kokii bulmak igin, fonksiyon denklemi x— (—2,03) =« 2,03
e boliiniir ve elde edilecek olan ikinci derece denkleminin kokleri aranir.
Boylece :

141 2°—1010 22+ 4683 x +14910 | x+2,03
F 141 235 286 x? 141 2°—1296 x + 7314

— 1206 22+ 4683 x
+ 1296 22+ 2631 x

7314 x +14910
F7314 x +14847

0 0
141 2’—1 296 x+7314=0
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o o—bEVV—4ac _ 1296+ \ 1296°—4 -141-7314
2= 2a = 2-141
1296+ \/ —2 445 480
N 2.11 .
Burada karekdk igindeki sayl negatif oldugu igin, fonksiyonun ikin-
ci ve liciincii kokii yoktur.

Ohalde egri, tek bir noktada x eksenini kesmektedir.

3) Ozel degerler
x=0 i¢in y=a=2119 dur.

Bu eldelere gore egri artik cizilebilir. Sekil 16.
12
11

10
g -

3 10
snin hesabi
Y Yue Y —Y YY)
3 3,036 0,036 0,001 296
5 4,363 0,637 0,405 769
4 5,273 1,273 1,620 529
6 6,618 0,618 0,381 924
8 6,618 1,382 1,909 924
11 11,091 0,091 0,008 281

4,327 723
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G=V/ﬂyﬂ;i_y_‘ = \/%723_ = /0,721 287 =0,849

ikinei veri takimi,

|s

ST
ummco|te

icin denklem,

20652 — 6379 + 888 x? — 41 3
e 1680

dir. Sekil 17.

e - -+ M :

1236567%90‘12‘3

Sekil 17

Egri tam noktalardan gecmekte olup ¢=0 dir.

IKIZKENAR HIPERBOLLER

« ve y eksenlerini asimptotlar1 kabul eden bir ikizkenar hiperboliin
denklemi,
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. Sy

seklindedir. (6. S. 69).
Hiperbol a kadar yukar1 kaydirilmak istenirse, denklem

c c
—_= — Y= = f
Yy—a 5 yada y=a+ = A
olacaktir. Burada yatay asimptot artik x ekseni degil, y=a dogrusudur.
Sekil 18 a.

Benzer bicimde hiperbol ,b kadar saga kaydirilmak istenirse, denk-
lem

c
y= ;‘—E II-A

sekline girecektir ki burada da diisey asimptot, y ekseni degil, x=b dog-
rusudur. Sekil b.

/
T
F
i

[}

1

"

n

I

|

1

|

I (o]

I —_—
| |

' —
]

'

: —1

<

Sekil 18

Or, Fak, Dergisi B - 14
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Uciincii olarak hiperbol, a kadar yukari, b kadar saga kaydirilmak
istenirse, bu halde de denklem,

III-A

Y == 7=

olacaktir ki bu hiperboliin asimptotlar1 y=a ve x=>b dogrularidir. Sekil c.
Son ii¢ denklemi, simdi biraz daha yakindan inceleyelim :

Ik denklemde, esitligin her iki tarafi a ile carpilirsa, denklem

y=a+— den yxr=oax+c I-B
seklini alir.

ikinci denklem, ayni iglemle
c
=y den yx=by+c 1I-B

oldugu gibi, iiclincii denklem de yine ayni yol izlenerek

y—a=—"- den yr=axr+by+c—ab yada,

Tx—Db
yr=ax+by+c’ III-B
gekline getirilebilir.

Uciincii denklem ayrica,

yr=ax+by+c den
yr—by=ax+c’
y@—b)=ax+c’

_ax+c’
T x—b

II-C

seklinde de gosterilebilir.

Ozetleyecek olursak :

1) y—a=% yada yx -ax+c

y=a seklinde bir yatay asimptotu olan ikizkenar hiperbolii,
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¢
2) y=_—_, vyada yz=by+tc
x=>b geklinde bir diisey asimptotu olan ikizkenar hiperbolii, :
o RPN SURGTTR RGN e
3 y—a=_—"— yada yr=aw+by+c yahutta y="_

y=a ve x=> geklinde, yatay - diigey iki asimptotu olan ikizkenar hi-
perbolii gostermektedirler.
=!=**
4, y—-a=§— yada yr=ax+c Yatay asimptotlu ikizkenar
hiperbolii
Bu fonksiyonun hesaplanmasi icin iki ayr1 yol vardir.

Birinci yol: Fonksiyonun ilk yazilis seklinden yararlanir. Simdiye
kadar verdigimiz uygulamalar gibidir.

Ikinci yol: Fonksiyonun ikinci gosterilis seklinden yararlanilir.

Bu ikinei uygulama bicimine Déniistiirme (Transformasyon)
formiilleri yolu adi verilir. (7. S. 132).

Yukaridaki fonksiyonun her iki yolla hesaplanabilmesine karsi, kar-
magik sekiller gosteren bircok egri fonksiyonlarinin hesabr yalnizea
transformasyon yoluyla gerceklestirilebilir.

Her iki yolun da gecerli oldugu, yukaridaki érnekteki gibi, durum-
larda ise transformasyonla ¢oziimiin daha kolay ve saghkli yapilabilece-
gi goriilecektir.

Biz burada ilkin transformasyonla c¢oziimii, ikinci olarak da diger
¢oziimil verecegiz. '
Birinciyol. Transformasyonla ¢6ziim

Fonksiyonun ikinei yazilig gseklinde,

VX=2
diyecek olursak,

¥ (z—z;) =min. yada T U

Z (ax + c—yx)*=min. olur. @ ve ¢ ye gére parga tiirevleri

alinip sifir’a egitlenmekle,
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> -

—8?—2 - Z(ax+c—yx)-x=0

> -

~SE~=2 -Z(ax+c—yx) -1=20 ve buradan,

a - Zx'+c - Zx=Zyux?

a-Zx +c-n =XLyx
bulunur. Bu denklemler, bu hesaplamay: yapmadan da elde edilebilir:
Fonksiyon denkiemi, bir dogru denklemini akla getirmektedir. Bu aci-

dan ele alininca, dogruya ait denklemlerde y yerine y x alinirsa yine bu
sonuglar elde edilir.

Birinei veri takimina uygulama :

x Y x? xy x'y
2 3 4 6 12
9 5 25 25 125
6 4 36 24 144
7 6 49 42 294
7 8 49 56 392
9 11 81 99 891
36 37 244 252 1 858
2440+ 36c= 1 838 Elde edilen bu iki bilinmeyenli-
Wat Qe 252 ikili denklem sistemi, aynen
bir dogru denkleminde oldugu
122 a+ 18¢c= 929 gibi c¢oziiliir,
6a+ 1lc= 42

F732aF108 c= F5 574
732a+122¢= 5 124

14 ¢c=— 450
450
cC=— ﬁ—— —'32,143
122 ¢+ 18¢c= 929
F108aF 18c=F 1756
14 a = 173
azl’g =12,357

14
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Coziim, dogru gecirme konusunda ayrintilariyla verilen, determinant-
lar yontemiyle de ayni kolayhkla yapilabilir.

Coziimiin kontrolii

Bulunan a ve ¢ degerleri, ilk denklem

sisteminde yerlerine konursa:

173 450
244 - —]—‘I—-—-36-—i4—f— 1 858
173 450
36-'E* G-Tif— 252
42 212 — 16 200 =26 012
6 228 — 2 700 3 528

iki esitlik de gerceklendigi icin, ¢oziim dogru yapilmistir.

Denklem

Bu eldelere gére denklem :

. $50
— 11'? = ;4 den 14 y—173=— o
Yada yaklagik denklem :

Diizeltilmis degerler

Diizeltilmis degerler, x=2;5;6 ;7 ;9 degerlerinin denklemde ye-
rine konmasiyla bulunur :

2 —3,714
5 5,929
6 7,000
T 7,765
9 8,786
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Cizim
Ikizkenar hiperbolde maksimum - minimum noktalar1 yoktur.
Cizim icin ilk olarak yatay asimptot alinir. Bunun igin y=a=12,357
den x eksenine bir paralel cizilir.

Ikinci olarak egrinin & eksenini kestigi nokta bulunur. Bunun igin
egri denkleminde y=0 konursa,

450 450

173:-? den m_m-z 2,601

olur.

Cizilecek egri sekil 19 da goriilmektedir.

e AT o s T i v B B e
- |
111 2
10 ¢
gt
81
4
6 S
5 4
Ly
31 .
2t
1
12,345678901
Sekil 19
snin hesabi
y Ydiz. Yaar.—Y (Vags.—y)
3 —3,714 6,714 45,077 796
5 5,929 0,929 0,863 041
4 7,000 3,000 9,000 000
6 7,765 1,765 3,115 225
8 7,765 0,235 0,055 225
3k 8,786 2,214 4,901 796

63,013 083
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\/ X (Yaie.—Y)’ \/63,013 083
o= == 6

n

o =1/10,502 181=3,241
Ikinei veri takimina gére elde edilen denklem,

2274 262x+2 274
227 y—262—T yada R T

dur. Sekil 20.

(c=1,129)

1
10 +

Sekil 20

Ikineci yol
r. c
y-_a-rm de,
2

Sy—yP=%(a+ %-—y =min.

yazilip, a ve ¢ ye gore parga tiirevlieri alinmakla,
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) c
— = — 1=
S0 2-Z ( + - y) 0
> 1
=y =2 E(a+ —y) ?_0
ve buradan,
a-nrc-X =Xy
a-¥=fe-Bnug i
x
bulunur.

Birinci veri takimina uygulama :

1 2 1 -
g y x = a? x
2 3 0,50 000 4 0,25 000 1,50 000
5 5 0,20 000 25 0,04 000 1,00 000
6 4 0,16 667 36 0,02 778 0,66 667
7 6 0,14 285 49 0,02 041 0,85 714
T 8 0,14 286 49 0,02 041 1,14 286
9 11 0,11 111 81 0,01 235 1,22 222
37 1,26 350 0,37 095 6,38 889
6 a+1,26 350-¢c= 37 Coziim, yine bir dogru denk-

1,26 350 @ +0,37 095-c= 6,38 889
7,58 100 a¥1,59 643 c = T46,74 950
7,58 100 @ +2,22 570 c= 38,33 334
' 0,62 927 c=— 8,41 616
c=—13,3745
2,22 570 a+0,46 870 c= 13,72 515,
+1,59 643 aF0,46 870 c= F 8,07 236
0,62 927 a = 565 2719
a=8,983

lemler
gibidir.
mesiyle
larla.

sisteminde yapildigl
Katsayilarin egitlen-
yada determinant-
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Bu eldelere gore denklem :

13,3745
x

9y =8,983 — (c=2,003)

Diizeltilmis degerler ve s nin hesabi ile ¢izim ilkeleri bir onceki or-
nekte yapildig1 gibidir. Fonksiyon egrisi sekil 21 de goriilmektedir.

Sekil 21

Goriildigil tizere, iki ayr1 yolla bulunan denklemler, grafikleri ve ¢
degerleri birbirini tutmamaktadir.
Hesaplama kolayligi bakimindan, transformasyon yolu tercih edil-
mektedir.
5. ymac—_-c%— yada yr=by+c Diigsey asimptotlu ikizke-
nar hiperbol
Yine yax=2z diyoruz. Boylece,

I (2—2i)*=min. yada,

X (by+c—yx)'=min. b ve ¢ ye gbre parga tiirevleri alinmakla,
5L | h

B FPRY ) SO, 5 c—ux) Y=

5% 2 (by+c‘ Ly’r:l y=0

6%

_Ezz - E(by+c—yx) - 1=0 Buaradan da,
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b XLy’+c Zy=IZyx

b -Zy+c-n =Lyx
iki bilinmeyenli - ikili denklem sistemi elde edilir.

Birinei veri takimina uygulama :

z y ye Yy
2 3 6 9 18
5 5 25 25 125
6 4 24 16 96
7T 6 42 36 252
7T 8 56 64 448
9 1 99 121 1 089
36 37 252 271 2028
27T1b+ 37 ¢= 2028 Coziim, yine bir dogru denk-
37b+ 6 ¢c= 252 leminde oldugu gibidir. Katsa-

yilarin egitlenmesi ile yada de-
terminantlar kullanilarak ya-
pilabilir.

+10 027bF1 369c=FT75 036
10 027b+1 626c= 68 202
25Tc=— 6 T44

6 744
257 —
1626b+ 222c= 12 168
T1369bF 2220=7F 9 324

2570 = 2 844

2 844
b="%57

—26,241

=11,066

Coziimin kontroli

Coziimiin kontrolii, daha once de belirttigimiz {izere, bulunan b ve ¢
degerlerinin, ikili denklem sisteminde yerlerine konulmasiyla yapilir.
Esitlikler gerceklenirse ¢oziim dogrudur. Boylece :

2 844 6 744
2 844 6 T44

770 724 — 249 528=521196
105 228 — 40 464= 64764
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Denklem

b ve c¢ degerlerinin, fonksiyon denkleminde yerlerine konmasiyla,
denklem,

6 T44
P . s 6 744
2 844 2 844
yoluyla
6 T44

Y= 3814257«
yaklasik denklemse,

26241
Y= 11,066—2x

olarak elde edilir.

Diizeltilmig degerler

Fonksiyon denkleminde, x=2 ;5 ;6 ; 7 ;9 degerlerinin yerine konul-
masiyla, diizeltilmig degerler,

Yaiz.

2,804
4,326
5,180
6,454
12.701

SIS - Ia

olarak bulunur.

x=2 igin 6rnek hesaplama

B 6 T44 _ 6T _ 6744 _ .,
Y=3 84 —257.2 2844—b1d 2330 °

Ozel degerler ve c¢izim

1) Egri bir ikizkenar hiperbol olduguna gore maksimum ve minimum'u
yoktur. ; \

2) Payday1 sifir yapan x=11,066 icin y= F « dur. (Diigsey asimptot).
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3) Ikinci asimptot x eksenidir.
6 744
2 844

Bu ozel degerlerle, diizeltilmis degerlere gére yapilan ¢izim, gekil 22
de goriilmektedir.

4) x=0 igin y = =2,371 dir.

1.2
1
10 1
91

EEE N E T EEE T EEETEREEY

Sekil 22

cnin hesabi

x Y Ydiiz. Yaiz.—Y (Yair.—Y)*
2 3 2,804 0,106 0,011 236
5 5 4,326 0,674 0,454 276
6 4 5,180 1,180 1,392 400
7 6 6,454 0,454 0,206 116
i 8 6,454 1,546 2,390 116
9 11 12,701 1,701 2,893 401

7,347 545

- —— 2 1 994 EQ1
.- \/z(yau; o . \/ 7'34";3 85 _ /1,224 591 =1,107
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Ikinei veri takimi,

X Yy
1 9
3 5
4 4
1l 2
icin, denklem
633

olup egrisi sekil 23 dedir.

Egrinin ormanciliktaki uygulamasi igin, Canak¢ioglu'nun «Bocekler-
de Ureme Enerjisi ve Bunu Sinirlayan Tabii Faktérler» konulu incele-
mesi iyi bir ornektir. (3. S. 136).

9 &7 65 %321:]12:34567890 1

Sekil 23
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6) y-—a:a-c-—c— Cift asimptotlu ikizkenar hiperbol

—b

Yine denklemin ikinci yazilig sekli kullamlazaktir. Bu 2z ile gosterilirse,

z=yx=ax+by+c’ (¢’=c—ab)

ve buradan

L (z—2;)*=ZX(ax+by+c'—xy)’=min.

buradan da, a, b ve ¢’ e gire parca tiirevleri alinmakla,

()

=— =2 -Z(ax+by+c'—zy) - x=0

da

&
&b

&2
o¢’

ve sonugta

=2 -Z(ax+by+c’'—xy) -y=0

=2-Z(ax+by+c'—ay) - 1=0

a-X22° +b-Zay+c -LZx=Zx%y
a-Zaxy+b-Zy*+c¢ -Zy=Zxy’
a-Zx +b-Zy +¢ -n =Ly

olarak ii¢ bilinmeyenli- ii¢lii bir denklem sistemi elde edilmig olur.

Birinei veri takimina uygulama :

x Yy x? y* xy xty xy*
2 3 4 9 6 12 18
5 5 25 25 25 125 125
6 4 36 16 24 144 96
7 6 49 36 42 204 252
7 8 49 64 56 392 448
9 11 81 121 99 891 1 089
36 37 244 271 252 1 858 2 028

244 a+252b+36¢c"=1 858
252 a+271b+37¢" =2 028
36a+ 3Tb+ 6¢'= 252

& _252—37Tb—6 ¢’
- 36

Bu fiiglii denklem sistemi, tipki iiciincii
derece denklemlerinde oldugu gibi ¢6-
ziiliir. Bunun igin ii¢lincii denklemden
a bulunarak, birinci ve ikincide yer-
lerine konur.
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| 252—37Tb—6¢
36

_ 252—37b—6¢’
36

252—37b—6 ¢’
9

7-(252—37Tb—6¢")+271 b+3T7c'=2 028
15 372—2 25T b—366¢” 42 268 b+324 ¢'=16 722
1 764— 259b— 42¢" + 2T1b+ 37c¢'= 2 028

244 +252b+36 ¢'=1 858

252 +271b+37c¢'=2 028

61 - +252b+36 ¢c’=1 858

11p— 42 °:= 1 350 Boylece iiclii denklem sistemi,
12— 5¢'= 26‘_4 ikili denklem sistemine indir-
F 132bF504 ¢'=F16 200 genmig olur. Bu da yine, kat-
132b— 55¢'= 2904 sayllarin esitlenmesi yoluyla
440 ¢’ = —13 206 goziimlenir.
13 296
S e —29,612

+ 55bF210¢’=F 6 750
504 b—210c¢"'= 11 088

4491 = 4338

_4338
T 449

b =90,661

b ve ¢’ niin a da yerlerine konmasiyla ¢ bulunur:

e 1 4338 _ 13 296\ 113 148—160 506+79 776
=N (252 3T “qa9 *% " 4a9 )‘ 36 - 449

32 418 _ 9005 _ 1801 _
0=36.440 ~ 449 ~ g8 008

Coziim determinantlar yoéntemiyle de yapilabilir.

Coziim iin kontrolii

Bulunan «, b ve ¢’ degerlerinin, asil denklem iicliisiinde yerlerine
konmasiyla yapilir. Esitliklerin dogrulanmasi: halinde c¢tziim de dogru-
dur. Boylece :
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1 801 8 676 26 592

244 . 898 ——— 4252 - “R08 —36 - m—:l 858
252 » 271 - » 37 - » 2 028
36 » 37« »- 6 - » 252

439 444 + 2 186 352 — 957 312 = 1 668 484
453 852 + 2 351 196 — 983 904 = 1 821 144
64 836 + 321 012 — 159 552 = 226 296

Il

¢ nin bulunmasi

¢'=c—ab den c=c +ab
__ 26592 1801 8676 _ --23 879 616+15 625 476
898 898 898 898 - 898
8 254 140
~gpE. g = o9
Denklem

a, b ve ¢ nin yerlerine konmasiyla denklem,

__8 254 140
1801 .
= 832 e 892 6?38 olacaktir. Burada her iki ta-
. raf, 898 ile carpilirsa, ikinci
tarafta paydada bulunan 898
8254 140 lerden biri gider. Boylece
898 y—1 801—898 5676 w)
"Ses
8 254 140
898 y—1 801 = 8 676 —R08 2 I bulunur,
Yaklagsik denklemse:
10,236
y—2008= 5 61—

Denklemin ikinci yazilis sekli,

_1801 8676 26 502
=898 "7 gog Y 8e8
898 2y =1 801x +8 676 y—26 592 I

iigiincii yazilis sekliyse, II den,

vada,
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808 xy—8 676 y=1 801 x—26 592
(898x —8 676)y=1 801 2—26 592

1 801x—26 592

T 898 x— & 676 s

olacaktir.

Diizeltilmisg degerlerin hesab:

Denklemin iic degisik yazilis seklinden birinde, en kolay olarak da
IIT de, =2 ; 5 ; 6 ; T ; 9 degerlerini yerine koymakla, diizeltilmis
degerler,
Yauz
3,342
4,201
4,801
5,851
17,480

CD-Qc}OTN‘&

olarak elde edilir.
Ozel degerler ve cizim

1) Ikizkenar hiperbolde maksimum - minimum noktalar: yoktur.
2) Yatay asimptot : y=a=2,006
3) Diigey asimptot: x=b=9,661

4) x=0 icin y.:%_g%ss,o% I den.

5) y=0 icin 1 801x—26 592=0

26 592

Ozel degerlerle diizeltilmig degerlere gore egri cizilebilir. Sekil 24.
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17
16+
15
14 1

Sekil 24

snin hesabi

v Ydiz. Yaiz=Y  (Yaue.—Y)?

3 3,342 0,342 0,116 964
5 4,201 0,799 0.638 401
4 4,801 0,801 0,641 601
6 5,851 0,149 0,022 201
8 5,851 2,149 4,618 201
1 17,480 6,480 41,990 400

48,027 768

- — 2 QNNA £9Q.
g=\/zty4u; y) ‘/48-022 68 _ /5,004 628=2,829

co-q-qc:cnmla

1
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Ikinei veri takimi icin denklem,

11 041 662

LS s v

g =0,052)

dir. Sekil 25.

“g e eBeh L 32 ix] 128 46567 BA U

Baz kitaplarda,
. c X
Y=a+bx

denklemi verilmektedir. Burada =0 iken y=0 dir, yani egri eksenlerin
kesim noktasindan geger. Dolayisiyla bu fonksiyon, ¢ift asimptotiu ikiz-
kenar hiperbol icin bir 6zel hal denklemidir.
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