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N-Bishop Catisina Gore Regle Yiizeylerin Baz1 Karakterizasyonlari
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Oz

Bu ¢alismada, dogrultman: N-Bishop ¢atisinin elemanlarindan ve dayanak egrisi ise asli normalinin integral egrisinden
olusan yeni bir regle yiizey tanimlamasi yapilmigtir. Daha sonra, tanimlanan bu yeni regle yilizeyin dagilma parametresi,
sitriksiyon ¢izgisi, Gauss ve ortalama egriligi gibi diferansiyel geometrik 6zellikleri incelenmistir. Caligmanin sonunda
ise bu yeni regle yiizey ile ilgili ¢esitli 6rnekler verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Regle yiizeyleri, Serret-Frenet ¢atisi, N-Bishop ¢atisi.

Characterizations of The Ruled Surfaces due to N-Bishop Frame

Abstract

In this study, a new ruled surface was defined by using the elements of the N-Bishop frame as a directed vector and the
integral curve of the principal normal as a base curve. Then, the differential geometric properties of this new ruled surface
such as distribution parameter, striction curve, Gaussian and mean curvature were examined. At the end of the work,
various examples were presented related to this new ruled surface.
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1. Giris

Regle yiizeyler ilk kez G. Monge (1850) tarafindan elde edilmistir. Daha sonraki yillarda
Guggenheimer (1963) ve Hoschek (1971) klasik geometrideki farkli bakis agilari ile regle yiizeylerini
incelemiglerdir. Regle yiizeyler uzayda dayanak egrisi veya taban egrisi de denilen bir egri iizerinde
diiz bir ¢izginin siirekli hareketi ile elde edilen yiizeylerdir. Diiz ¢izgiler, dogrultman ve teget
ylizeylere dayanir. Diferansiyel geometride regle yiizeyler lizerine bir¢ok calisma yapilmis olsa da
halen ilgi ¢eken konulardan birisi olmaya devam etmektedir. Regle yiizeyler 6zellikle basit bir yapiya
sahip oldugu i¢in mimarlik, miihendislik, mekanik, kinematik ve bilgisayar destekli tasarim, vb. gibi
bircok alanda kullanilmasiyla daha da onem kazanmaktadir [Andaras (2011); Bottema ve Roth
(1979)].

Diger yandan, diferansiyel geometride Serret-Frenet formiilleri Oklid uzayinda bir egri boyunca

hareket eden bir pargacigin kinematik 6zelliklerini ifade eder. {T,N,E} catis1 olarak bilinen bu ¢at1

sirastyla teget vektor, asli normal vektor ve binormal vektorden olugsmaktadir. Serret-Frenet catist
diger cati calismalarinin temel tast olmustur. Ayrica, giiniimiize kadar egrilerin 6zelliklerinin
incelenmesinde ¢esitli alternatif c¢atilar olusturulmustur. Bu alternatif ¢atilardan biri L. Bishop
tarafindan 1975 yilinda bulunan Bishop gatisidir [Bishop (1975)]. Yayli (2012), Kiligoglu vd. (2013),
Yiiksel vd. (2015) Damar vd.(2017), Masal vd. (2019) regle yiizeylerini Bishop catisina gore
incelemislerdir [Damar ve ark. (2017), Kiligoglu ve Hacisalihoglu (2013), Masal ve Azak (2019),
Yayli ve Saragoglu (2012), Yiiksel ve ark. (2015)]. Sentiirk ve arkadaslar1 (2015) Oklid 3-uzayindaki
regle ylizeylerini Darboux ¢atisi ile incelemislerdir [Sentiirk ve Yiice (2015)]. Ayrica, Uzunoglu ve
arkadaslar1 daha 6nce Scofield tarafindan tanimlanan C vektor alanini gelistirerek yeni bir alternatif
hareketli cat1 elde etmislerdir (Uzunoglu ve ark (2016), Scofield (1995)). Bu alternatif hareketli ¢at1

N asli normali, C asli normalinin tiirevi dogrultusundaki birim vektdrii ve W Darboux vektoriinden

olusmak iizere {N,E,W} alternatif catisidir [Scofield (1995), Uzunoglu ve ark (2016), Yilmaz ve
ark.(2017)]. Dahasi, Keskin ve arkadaglar {N, G,V_\f} catisina dayandirarak farkli bir alternatif Bishop

catist liretmiglerdir. Bu c¢atiya N-Bishop catis1 denilmektedir. Baska bir deyisle, {N,E,V—\f} alternatif

hareketli catisindaki asli normal vektoriiniin etrafinda olusan dénme hareketi ile N-Bishop catisi

olusturulmustur [Keskin ve ark. (2017)]. {N,E,W} alternatif catisna gore dogrultu egrilerinden

olusan agilabilir regle yiizeyin 6zelliklerini Yilmaz vd. (2017) ¢alismislardir. Ouarab ve arkadaslari

ve ayrica Sahiner Oklid 3-uzaymda alternatif {N,E,W} catisina gore genel regle ylizeylerinin

geometrik oOzelliklerini incelemislerdir [Quarab ve ark. (2018), Sahiner (2019)]. Caliskan ve
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arkadaglar1 ise dual uzayda alternatif ¢atiya gore regle yiizeylerini incelemislerdir [Caligkan ve
ark.(2018)].

Bu calismamizda, dogrultmani N-Bishop ¢atisinin elemanlarindan olusan dayanak egrisi asli
normal vektoriiniin integral egrisinden olusan yeni regle ylizey tanimlar1 verilmis ve bu ylizeylerin
geometrik ozellikleri incelenmistir. Ayrica yeni bir yaklagim olarak N-Bishop ¢atisinin Darboux
vektorii dogrultusunda regle ylizeyleri de incelenmis ve geometrik ozellikleri ele alinmistir. Calisma

sonunda, olusturulan bu yeni regle yiizeyleri ile ilgili ¢esitli 6rnekler verilmistir.
2. Materyal ve Metot

Bu béliimde ilk olarak, Oklid 3-uzayidaki bir egrinin Serret-Frenet, {N,C,W} ve N-Bishop

catilarinin tanimlari verilmis ve regle yiizeyler ile ilgili bazi temel 6zellikler verilmistir.

Tamm 2.1.A(S): 1 clJ — E® , S yay uzunlugu parametresi ile parametrelendirilmis regiiler bir egri
olsun. T birim teget vektor alani, N asli normal vektdr alani ve B binormal vektdr alani olmak iizere

A egrisinin Serret-Frenet catisi T= A'(s), N _T)  B-TxN ile tanimlanir. Bu catinin tiirev

o
formiilleri ise T'=xN, N'=—«T +7B, B'=—rN denklemleri ile verilir. Egrinin teget ¢izgisinden

sapma miktar1 olan egriligi ve oskiilator diizlemden sapma miktari olan burulmasi sirasiyla « = H'T’H

ve r= —<§, N} denklemleri ile elde edilir. & =0 ise egri bir dogru, 7 =0 ise egri diizlemsel bir egri

olur [Hacisalihoglu (1983)].

Tamm 2.2. (N-C-W Catis1) A(s): 1 clJ — E® iighboyutlu Oklid uzayinda regiiler bir egri olsun. N
asli normal vektér, C asli normalin tiirevi yoniindeki birim normal vektor ve W Darboux vektdr
— = N TixB

yoniindeki birim vektdr olmak iizere {N,C,W} catisi N=N, C= W="r1o2"0ole

N it

—_— 2 !

tanlmlamr.{N,C,W} alternatif catisinin birinci ve ikinci egriligi f =vx’+7° ve g= 21( - (1]
K+t \ Kk

olmak iizere ¢atinin tiirev formiilleri N’=fC, C'=—fN+gW, W'=-gC olarak verilmistir

[Keskin ve Yayli(2017); Uzunoglu ve ark. (2016)].
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Tamm 2.3. (N-Bishop Catis)) A(S):1cl] > E°, s yay uzunlufu parametresi ile

parametrelendirilmis regiiler bir egri ve {N,G,W} catist da A(S) egrisinin alternatif hareketli catisi

olsun. y agis1 C ile Wl arasindaki acis1 olmak {izere {N,G,W} alternatif ¢atis1 keyfi bir y agisi

kadar A(s) egrisinin birim normal vektorii boyunca dondiiriilsiin. N vektorii A(S) egrisinin asli
normali olmak tizere alternatif c¢atinin diger iki vektorii 6=COS(//W1+Sin l//Nﬁ2 ve

W =—sinyN, +cosyN, olarak elde edilebilir. Egrilikleri k, = fcosy(s), k,=fsiny(s) ve

w(s) = I g(t)dt =arctan (%j olup {N, Wl, N—Z} catis1 N-Bishop catis1 olarak adlandirilir. N-Bishop
So 1

—_—

catisinin tiirev formiilleri; N’ =k, N, +k,N,, N, =—k Nve N, =—k.N dir. x ve ¢ Serret-Frenet

egrilikleri ile N —Bishop catismin K, ve K, egrilikleri arasinda f =+/x? + 72 =\/kf+k22 bagintisi

vardir [Keskin ve Yayli(2017) ].

Tamim 2.4. (N-Bishop Darboux Vektorii) Uc boyutlu Oklid uzayinda y:1 <0 — M egrisi verilsin.

k, vek, birinci ve ikinci egrilik olmak {izere {N,E,E} y egrisinin N —Bishop c¢atist olsun.
{NEE} N-Bishop catisnin W, Darboux vektérii W, =—k,N; +k N, ile tanimlanir [Kusak

Samanci (2020)].

Tamm 2.5. (Regle Yiizey) U¢ boyutlu Oklid uzaymnda M < E?® bir yiizey olmak iizere, VP e M

noktasinda E®’iin M de kalan bir dogrusu var ise M ye regle yiizey denir. Baska bir deyisle
dogrunun dogurdugu yiizeye regle yiizey denir. P € M noktasindan gecen ve M de kalan dogruya

da M yiizeyinin dogrultmani denir. A(s) dayanak egrisi ve X (s) dogrultman olmak iizere bir regle

yiizey 7(s,V) = A(s) +VX (s) denklemi ile tamimlidir [Damar ve ark.(2017); Hacisalihoglu (1983)].

Tanmm 2.6. (Dagilma Parametresi) Oklid 3-uzaymda y:1xR—>M, »(s,v)=A(s)+VX(S)

denklemi ile verilen regle yiizeyin dagilma parametresi (drali)

o det[/l’,f,f’]
X =
X
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denklemiyle tanimlanir. Regle yiizeyler i¢in dagilma parametresi, koordinat degisimlerine gére en

basit diferansiyel invaryanttir [Damar ve ark.(2017); Hacisalihoglu (1983)].

Tanim 2.7. »(s,V) yiizeyi Oklid 3-uzayinda bir regle yiizeyi olsun. y(s,v) yiizeyinin A(S) sitriksiyon

¢izgisinin yer vektori

A(s) = A(s) —Mi(s)

<7
denklemi ile verilir [Damar ve ark.(2017); Hacisalihoglu (1983)].
3. Bulgular ve Tartisma
Bu bolimde dogrultmani N-Bishop catisinin elemanlari ile olusturulmus yeni bir regle ylizey

tanimlandiktan sonra, olusturulan bu regle yiizeyin dagilma parametresi, sitriksiyon ¢izgisi, Gauss ve

ortalama egriligi gibi diferansiyel 6zellikleri incelenecektir.

3.1. N-Bishop Catili Regle Yiizeyler

Ug boyutlu Oklid uzayimnda tanimlanan regiiler bir «(s) egrisinin N-Bishop catisina gére asli
normalinin A(S) = J. N(S)dS integral egrisi dayanak egrisi olarak alinirsa regle ylizeyin parametrik

denklemi

7/:I><R—>R3,

(s,V) = 7(5,V) = A(5) + VX () 1)

seklinde yazilir. Y(s):Sp{N,Wl,Wz} dogrultman vektorii N-Bishop ¢atisinin elemanlarindan

olusacak sekilde segildiginde VX, X,,X; € R igin X (s) dogrultman vektorii
)—('(S):X:I.N-'_XZNJT_'_XSI\TZ’ (X12+X22+X§ =1) 2

olur. Dogrultman vektoriiniin tiirevi alinirsa
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X7 ==Xk, = %K, )N + %k N, + Xk, N, ©)
olur. A(s) egrisinin tegeti
T=7(5)=([N(s)ds) =N, 4)
olur. (2), (3) ve (4) denklemleri Tanim 2.6 da yerine yazildiginda A(s) egrisinin dagilma parametresi

X1X2k2 — X1X3k1 (5)
(XK, + X3k, )2 +X (kf + kzz)

olur. Tamim 2.7. den A sitriksiyon ¢izgisinin yer vektorii

7(s) = A(s) - ki ko) (b — X5k, ko, Xk, ) ©
(ks 3k, )"+ (] +K3)

biciminde elde edilir. Regle yiizeyin birinci esas formu

| = Eds® + 2Fdsdv + Gdv? @)
E=(yo7 ), F=(7e2),.G=(rs,21) (8)

bagntistyla verilir. Buna gore (1) ifadesinin s ve v ye gore tiirevleri hesaplanirsa
7. =A'(s) +V(X1W +3%, N, +x Nz')
=N+v(4(klﬁl+kZE)—xzklﬁ—xskZW) )

= (1 VXK, —Vx;K, )N +vxk, N +vxk, N,

7/\/:)(1N+X2W1+X3N~2 (10)

bulunur. Daha sonra (9) ve (10) da elde edilen bu denklemler (8) ifadesinde yerine yazilirsa temel

form katsayilar



Karadeniz Fen Bilimleri Dergisi 12(1), 113-134, 2022 119

E =(1-vxk —vxk, ) +vx¢ (k7 +k3 ), F=x, G=1 (11)
seklinde bulunur. Bu katsayilar (7) de yerine yazilirsa yiizeyin birinci temel formu

| = [(1—vx2kl —xk, )+ VA (kf +k? )} ds? + 2x,dsdv + dv’

olarak bulunur. Yiizeyin ikinci esas formu i¢in katsayilari ise

et yeraz ] o Gt rwrer ] det|zn7r )
o o ]

VX7

VX7

VX7

denklemlerinden hesaplanir. Bu denklemlerdeki kismi tiirevler

Ve = (—v(xzkl' + XK, + X (kf +k? ))) N
+ (K, (1= vk, —VXsk, ) +vxik, )N,
+(k2 (1-vxk, —vx3k2)+vx1k2')N—2, (13)
Vo == (%K, + Xk, )N + 3.k N; +xKk, N,
Vw =0

— —

Vs X7y

Vs *Vy

olarak elde edilir. Ayrica yiizeyin normal vektor alan1 N = oldugundan (9) ve (10) daki

tiirevlerinden yiizey normali

7 X7,|= \/vzxf (g, — 3ok, )’ +((1—v(x2kl +x3k2))x3 ~vxk,)’ +((1—V(X2k1 +3,))%, —vxfkl)z,

VX, (Xoky =Xk, )N

| (L= VK + XK, ) ) X, =K, )N, (14)
Vs X7y

+H(A= V(XK +%k,))%, —vxZk )N,

olarak elde edilir. Buradan hareketle ikinci esas formun katsayilari
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_(1_V(sz1 + Xakz))z(xzkz —X5K;)
+(L=V(xk, + X3k2))VX1(X2k2’ - Xaklr)

A3k, —kk,) Ak Xk g
77

1

L=—>
l7s <7

+(szz - X3k1)V2X1(X1(k12 + kzz)

+(X2k1’ + Xskz,))

olarak hesaplanir. Ayica yiizeyin Gauss ve ortalama egriligi sirasiyla

_LN-M? | EN-2MF+GL

EG_F7 2(EG-F?)

denklemleri ile verildiginden bu egrilikler

(L= V(XK + XK, )2 (6K, = Xok,)
HL= V(XK + XK VX (%K, — XK,
+V2X13(k1'k2 —klkz')
+(X,ky = Xk VOXE (kK +K2)

(%K, + %K, ) - 2x?

H, =—— = ,
©2rox [ @ vk + k)P XV (K kD) -D) ]

_ X! (szz - Xakl)z (15)
- - 2
Yox 7| [A=v00k +xK,)) + X (v (K +K3)-1) |

X

seklinde bulunur.

Simdi hesaplanan bu elemanlar dogrultusunda birkag¢ teorem ele alinacaktir.

Teorem3.1.1. . IxR—>R?, y(s,v) = z(S) +VY(S) regle yiizeyi verilsin. Yiizeyin agilabilir olmasi

—_—

icin gerek ve yeter sart X dogrultman vektoriinin N; ve E vektorlerinin gerdigi diizlemde

bulunmasi ya da A dayanak egrisinin diizlemsel olmasi ve ayrica k; ve K, egrilikleri igin %: %
2 X3

esitliginin saglanmasidir.
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Ispat. Bir regle yiizeyin acilabilir olmasi igin gerek ve yeter sart dagilma parametresinin sifir

olmasidir. K;,K,,X; #0 olmak tizere (5) denkleminde P, =0 alindiginda kﬁ: % esitligi elde edilir.
2

Bu esitlikten X € Sp {Nl(S),NZ (S)} oldugu goriiliir. Ayrica w(S) = arctan[:zz Ez;j acist C ve N;

1

dy(s)

arasindaki ag1 olmak tizere, 7(S) =————= burulmasi 7 =0 olacagindan egrinin diizlemsel bir egri

ds

oldugu anlasilir.

Teorem 3.1.2. y:I1xR—>R®, 7(s,V) :71(8)+VY(S) regle yiizeyi verilsin. Eger A(S) sitriksiyon

cizgisi ise K, ve K, egrilikleri arasinda X,K; + Xk, =0 kosulu saglanir.

Ispat. 1 dayanak egrisinin sitriksiyon ¢izgisi olmas1 i¢in Tanim 2.7 deki denklemde <(3_/17'> =0
s

olmalidir. O halde (3) ve (4) denklemleri kullanilarak x,k; +X,k, =0 ifadesi elde edilir. Boylece ispat

tamamlanir.

Teorem 3.1.3. 7(S,V) yiizeyinin dayanak egrisi sitriksiyon ¢izgisi ise dayanak egrisi diizlemsel bir

egridir.

Ispat. k,,x, 20 olmak iizere Teorem (3.1.2) den X,k, +Xx;k, =0 ise kﬁ: _% _spt olacaktir. Bu
2 X2

denklemden 7 =0 bulunur. Burulmanin sifir olmasi ise egrinin diizlemsel bir egri oldugunu gosterir.

3.2. N-Bishop Catis1 ile Olusturulan Ozel Hallerdeki Regle Yiizeylerin

Karakterizasyonlari

Bu bolimde N-Bishop catisinin elemanlart ile olusturulan regle yiizey denkleminde &zel

durumlar alinarak olusan regle ylizeylerin karakterizasyonlar1 yapilacaktir.

3.2.1. X=N Dogrultman Vektorlii Regle Yiizeyler

Denklem (1)’de tamimlanan N-Bishop catili regle ylizeylerin genel denkleminde
X, =1,X, =0,% =0 6zel durumu alindiginda y(s,v) = A(s)+VN(s) asli normal dogrultman vektorlii

regle yiizeyi denklemi olusur. Bu 6zel durum igin (5) denklemindeki regle yiizeyinin dagilma
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parametresinin sifir oldugu goriilmektedir. Dagilma parametresi sifir ise regle yiizeyi agilabilir bir
regle yiizeydir. Simdi bu 6zel durum igin yilizeyin birim normali, Gauss egriligi ve ortalama

egriliklerini inceleyelim.

Teorem 3.2.1.1. Oklid 3-uzayinda alman y, yiizeyi, A dayanak egrisinin N birim normal vektdrii

tarafindan tiretilen regle yiizey olsun.

v>0 i¢in y, ylizeyinin diga doniik birim normal vektorii

Ov=——2 _N,- ¥,
N N

v <0 i¢iny, ylizeyinin i¢e doniik birim normal vektorii

UN =— kz N1+ kl Nz
JkZ +K?2 JkZ +k?2

esitlikleri ile hesaplanir.
Ispat. X =1,x,=0, ve X, =0degerleri (14) denkleminde yerine yazilirsa 6zel durum igin birim

normal vektorii hesaplanmis olur.

Teorem 3.2.1.2. Oklid 3-uzayinda alinan y,, yiizeyi, A dayanak egrisinin N birim normal vektorii

tarafindan tretilen regle yiizey olsun. M, yiizeyinin ortalama ve Gauss egriligi

V2 (kl’kz Kk, ) 2
20 (K2 +k2) 2

H, = . K, =0

dir.
Ispat. (15) denkleminde verilen degerler yerine yazildiginda ispat tamamlanmis olur.
3.2.2. X=N1 Dogrultman Vektorlii Regle Yiizey

(1) denkleminde tanimlanan N-Bishop catisinin elemanlarindan olusan regle ylizeylerin genel

denkleminde x, =0, X, =1, ve X; =0 degerleri alindiginda Ni(s) dogrultmanli regle yiizey denklemi
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7(5,v) = A(s) +VN1(s) olarak elde edilir. Bu kosullar (5) denkleminde yerine yazildiginda B, =0

dagilma parametresi elde edilir. O halde regle yilizeyinin agilabilir oldugu goriilmektedir.

7, Ylzeyi, 4 dayanak egrisi ve dogrultmani N1 vektorii tarafindan iiretilen regle ytizey olsun.

ylizeyinin birim normal vektori

UNl =1_—Vk12 N2 =N..
(1-vk,)

Teorem 3.2.2.1. Oklid 3-uzayinda 7y, Yuzeyi, A dayanak egrisi ve dogrultmani Ni vektorii

tarafindan Uretilen regle ylizey olsun. y, yiizeyinin ortalama ve Gauss egriligi

2 '
H :(]'_\lkl)—kze)_kl,ve KN =0

Y20k, 1

dir.

Ispat. (15) denkleminde x =0, x,=1ve x,=0 degerleri yerine yazildiginda ispat tamamlanmis

olacaktir.

3.2.3. X=N2 Dogrultmanh Regle Yiizey

x,=1 ve x =x,=0 6zel kosullart alindiginda N(s) dogrultmanli regle yiizey denklemi
7(s,v) = A(s) +VN(s) olarak elde edilir. Dagilma parametresi Py, =0 oldugu igin regle yiizeyin

acilabilir ylizey oldugu goriiliir. Bu boliimde bu 6zel kosullar ile olusan regle yiizeyin geometrik

Ozellikleri incelenecektir.

7n, Yuzeyi, 4 dayanak egrisi ve dogrultmani N, vektori tarafindan iretilen regle yiizey olsun. ¥ N,

yiizeyinin birim normal vektori

u, -7 §_ q,

’ (1-vk, )’
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Teorem 3.2.3.1. Ug boyutlu Oklid uzaymnda 7n, Yizeyi, A dayanak egrisi ve dogrultmani N
vektorii tarafindan iretilen regle yiizey olsun. y, yiizeyinin ortalama ve Gauss egriligi

ke (1-vk, )" +k,’
2(1-vk, )

N,

1 N2:

olarak elde edilir.

3.2.4. Dogrultman Vektorii X €Sp {N, Nl} Tarafindan Uretilen Regle Yiizey

X, =0, ve x’+x’ =1 ozel kosullar1 alindiginda X € Sp {N,N1} dogrultmanli regle yiizey

denklemi ¥(s,v) = A(S) +v(x1N + X2N1) olarak elde edilir.

Teorem 3.2.4.1. X €Sp {N, Nl} dogrultmanl ¥(S,Vv) = A(S) +V(X1N + X, N.) regle yiizeyin dagilma

parametresi
[ 2
Pe== X1kl:2 iz )2(1 (16)
1 + 2X1
olur.

Teorem 3.2.4.2. y(S,v) = A(S)+ V(Xlﬁ +X, N1) ile verilen regle yiizeyinin agilabilir olmasi i¢in gerek
ve yeter sart X, =0 veya K, =0 olmasidir.

Ispat. Bir regle yiizeyin agilabilir olmasi igin gerek ve yeter sart dagilma parametresinin sifir

olmasidir. O halde (16) denklemindeki dagilma parametresi sifira esitlenirsek)z(lLf('i(zzz
1 + 2X1

denkleminden ya x, =0, ya da k, =0 olacaktir. O halde ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.2.4.3. y(s,v)yiizeyi Sp {N,Nl} dogrultmanli regle yiizey denklemi olsun. y(s,v) regle

ylizeyinin I. ve IL. temel formu

| = [(1—vx2k1)2 +VO; (K K )} ds? + 2x,dsdv + dv?
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1 (1—vx2k1)2 (XK, )+ (1= vk, )vxxok,

v Xy ds® +2(xk,x, ) dsdv
Vs>V +V2X13(k1’k2 —klk2’)+X2k2V2x1(xl(k12 +|(22)+sz1’) ( 2 2)

olarak hesaplanur.

Ispat. E = (1—vx2k1)2 +VAX? (k12 + kzz), F =x,G =1 katsayilarinin kullanilmasiyla I. temel form
| = [(1—vx2kl)2 PV (k4K )}dsz +2x,dsdlv + dv?

olarak hesaplanur.

v ox7,|= \/(vxlxzkz )+ (vxfk2 )2 + ((1—vx2k1) X, —vxfkl)2

olmak iizere (12) denkleminden II. temel formun katsayilar

(L-ik, ) (%K, )+ (1 ok, ) vk, dox
L= +v2xf(k1'k2—k1k2') M= N=0

7X7, VX7
+x2k2v2x1(x1(kl2 +k3 )+ xzkl')

denklemleri ile hesaplanir. Boylece |l. temel form

1 (1—vx2kl)2(x2k2)+(1—vx2kl)vx1x2k2'
o3 7 || P (kl'k2 - klkz')+ xzkzvle(xl(kl2 + k§)+ xzkl')

ds? +2(xk,x, ) dsdv

halini alir.

Sonug¢ 3.2.4.4 Sp{N,Nl} dogrultmanli y(s,v) regle yiizeyinin birim normal vektorii

(v, )N+ (k) N+ (x, — vk, )N,

U= —
Vs XYy
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olur.

Sonug 3.2.4.5. Sp{N,N,} dogrultmanli y(s,v)regle yiizeyinin Gauss ve ortalama egriliklerini
bulmak i¢in Teorem 3.2.4.3°de hesaplanan 1. ve II. temel formun katsayilarindan Gauss ve ortalama
egrilikleri
2y,21,2
K = X% kz
2 2 2(v2(12 L2 ’
Iy <7 [(l—vxzkl) +X (v (K +k2)—1)}

(1—vx2kl)2 Xok, + (1=, )k, +Vo (kl'k2 —klkz')
+X,K, (vzx1 (xl(kl2 + k§)+ xzkl')— 2xf)
i 20r.xnlf [(1—vx2k1)2+xf(v2(k12 +k22)—1)}

olarak hesaplanur.

3.2.5. Dogrultman Vektorii X e Sp {N,Nz} Tarafindan Uretilen Regle Yiizey
X, =0 ve X’ +xZ =1 6zel kosullar alindiginda Sp {N, Nz} dogrultmanli regle yiizey denklemi

¥(5,v) = A(8) +V(x, N +x,N>) olarak elde edilir.

Teorem 3.2.5.1 Sp{N,Nz}dogmltmanh 7(S,V) regle yiizeyi verilsin. y(S,V) regle yiizeyinin dagilma

parametresi

_y2
p, =+ Xyl Nk (17)

TR K
olarak elde edilir.

Teorem 3.2.5.2 Sp{N,Nz} dogrultmanli y(s,v) regle yiizeyinin agilabilir olmasi igin gerek ve yeter

sart; x =0 veyaX; =0 veya k, =0 olmasidur.
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Ispat. Bir regle yiizeyin acilabilir olmasi igin gerek ve yeter sart dagilma parametresinin sifir
olmasidir. O halde (17) denklemindeki dagilma parametresi sifira esitlendiginde P, =0 oldugundan

ya x, =0 veya X, =0 veya k =0 esitlikleri saglanacaktir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Sonug 3.2.5.3 Sp{N,Nz} dogrultmanli y(s,v) regle yiizeyinin I. temel form katsayilari

E =(1—vx3k2)2+v2xf(kf+k22), F=x, G=1,

ve II. temel form katsayilari

i (1 gk, ) (k) + (1 sk, )(—xskl' )vx1 +vA¢ (kl'k2 —kk,’ ) — Xk VX, (x1 (k7 +Kk7 )+ x5k, )

L= — :
7iX7,
Y-
Vs X7y
N=0

- \/(vx1x3kl)2 +((1-xgk, ) %, —vxik, )2 +(vxfk1)2 dir.

olarak hesaplanir. Burada [y, x ;7\,

Teorem 3.2.5.4 Sp{N,NZ} dogrultmanlt (5,v) = A(s) +V(x N + X3N2) regle yiizeyinin birim normal

vektoria

U (VX Xk, )N —((1—vx3k2 )% — VXK, )Nl —vx’k, N

]_;SX;V

Teorem 3.2.5.5 Sp {N, Nz} dogrultmanli 7(S,V) regle yiizeyinin Gauss ve ortalama egrilikleri

(1=K, )* (—xgky )+ (1 Vxgk, )vx, (—x3k1')

A (kl'kz Kk |+ xskl(—vle(xl(kf Kk2)+ xskz')— 2xf)

H= 2
2 ((1—vx3k2) +xf(v2k12 +v2k22)—1)

VX7y
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G
i ((1—vx3k2 )2 + % (vzkl2 +v2k22)—1)

bagntisindan hesaplanir.

}_;SX}_;V

3.2.6. Dogrultman Vektorii Xe Sp {Nl, Nz} Tarafindan Uretilen Regle Yiizey

X, =0ve xZ+x; =1 6zel kosullar1 alindiginda Sp {Nl,ﬁz} dogrultmanli regle yiizey denklemi
7(5,v) = A(s) +V(x, N1+ x,N) olarak elde edilir.
Teorem 3.2.6.1 Sp{Nl,Nz} dogrultmanli  ¥(S,V) regle yiizeyinin dagilma parametresi (5)
denkleminden P, =0 olarak hesaplanir. Boylece Sp{Nl,Nz} dogrultmanli ¥(S,V) regle yiizeyi
acilabilir bir regle yiizey belirtmektedir.

Sonug¢ 3.2.6.2 Sp{Nl,Ng} dogrultmanli y(s,v) regle yiizeyin I. ve II. temel formlarinin katsayilari

E :(l—v(x2k1+x3k2))2, F=0, G=1,

L=t [(1—v(x2k1+x3k2))2(x2k2—x3k1)] M=0, N=0
Vs X7y

olarak bulunur.

Teorem 3.2.6.3 Sp {Nl, N2} dogrultmanlt (s,v) = A(S) +V(X, N1+ X3Nz) regle yiizeyinin birim normal

vektori

[(—\/1— X2 +VxXyy/L— 32K, +v(1- xi)kz)ﬁl + (x2 —VX2K, — VX, /1 X2k, )Nz]

2 2
\/(—ﬂll—xzz +VX, 1—x22k1+v(1—x22)k2) +(x2—vx22k1—vx2 1—x§k2)

U:

denklemi ile verilir.
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Teorem 3.2.6.4. sp{N,,N,} dogrultmanl y(s,v) regle yiizeyinin Gauss ve ortalama egrilikleri

(szz - X3k1)

k=0 H= 2(1-v (%K, + x5k, )

3.2.7. Dogrultman Vektorii X €Wy Darboux Vektorii Tarafindan Uretilen Regle Yiizeyi

N-Bishop catisnin Darboux vektorii W =—k2N1+k1Nz dir. W, dogrultmanl regle yiizey

denklemi y:1 xR —> R®, #(s,v)=A(s)+Wg4 seklinde yazilir.

Teorem 3.2.7.1. W4 dogrultmanli y(S,V) regle yiizeyin dagilma parametresi

_ —kky +kk,

PWd \2 2
)+l
esitligi ile hesaplanir.

Teorem 3.2.7.2 Wq dogrultmanli  y:1xR—>R® y(s,v)=A(s)+W4 regle yiizeyin acilabilir

!
olmasi i¢in —1’ = —L gartinin saglanmasi gerekir.

2 2

Ispat. Bir regle yiizeyin agilabilir olmas1 igin dagilma parametresinin sifir olmas1 gerekir. O halde

!

Ry, =0 denkleminden kK, —k,k' =0 olmalidir. Bu ifade k—l, :% esitligini verecektir. K, # 0 olmak

2 2
iizere (%j = % = 0 kosulu saglanir. Bu taktirde kﬁ = sbt sonucuna ulasilir. Teorem 3.1.1°e
2 2 2

gbre = arctan (%) = sbt olmalidir. Buna gore, 7 = —Z—Vg =0 olarak elde edilir. Ohalde dayanak

1

egrisi diizlemsel bir egridir. Bdylece teorem ispatlanmis olur.
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Sonug 3.2.7.3 Tanim 2.7 deki sitriksiyon ¢izgisi denkleminden <(;—/1 , 7’> =0 esitligi saglandig1 i¢in
S

7(s,v) = A(S) +WV 4 regle yiizeyinin sitriksiyon ¢izgisi dayanak egrisine esit olur.

Sonug 3.2.7.4 VTd dogrultmanli y: 1 xR —>R®, 7(s,v) = A(S)+WV4 regle yiizeyin I. ve IL. temel

formlarinin katsayilari
! 2 ! 2 ! !
E=1+v{(kl) +(k2) } F:v(kzkz +klkl), G =k +k?

2
k2 (K, ) —kZ(k/)? V2 —kZ +kk," +k2+k'k P
L=|:(l(2) 2(1)jv 1+12+2+1 2:| M= klk2 +klk2 N:O

WAk, k) k4K VR (k4K k) + K2 K2

olarak bulunur.

Sonug 3.2.7.5 W dogrultmanli y:1xR—R®, 7(5,v)=A(s)+W4 regle yiizeyinin birim normal

vektoria

[(—klkz’ Kl JuN -k, + kZNZ}
Uy, = : .
Jvz (—klkz' " kl'kz) PR 4k

Teorem 3.2.7.6 W 4 dogrultmanli ¥(S,V) regle yiizeyinin Gauss egriligi

2 2
(k) + 2k (K| K

2
V(e + kj}{kf +E v (il el }

ve ortalama egriligi
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! 2 ! 2 " "
(kf+k§)ka(k2) —(kl) kfjv2+k§—kf+klk2 Tk, kz}

_z{kl’kz’ (k7 +K3 ) +kik, ((kl')z +(k2')2ﬂ

H =
2 2
2(kf FKE V2 (klkz’ n kzkl') J\/v2 (—klkz' n kl'kz) 1K1K

denklemleri ile hesaplanir.

4. Sayisal Uygulamalar

Uygulama 4.1. a(S)z(SCOS%,SSin%,%j uzay egrisinin N-Bishop catisindaki ~ N(s)

vektoriiniin integral egrisini dayanak egrisi ve bu egrinin N-Bishop catisinin Darboux vektori

dogrultusunda alinan dogrultman ile olusturulan }/(S,V)ZIN(S)dS +V\Nd (s) regle yiizeyini

alalim. Bu regle yiizeyin dagilma parametresi, sitriksiyon ¢izgisi, yiizey birim normal vektorii, Gauss

egriligi ve ortalama egriligini hesaplayalim.

5 12
a(s) egrisi birim hizli oldugundan x = 169 ve 7= 169 bulunur. {N,C,W} ¢atisinin egrilikleri

2 !
f =K +7° _Log=t (1] =0 dir. ¥ =S=:sbt. oldugundan N-Bishop catisinin egrilikleri

13’ K+ \ ke

k1=fcoss=1£coss, ve kzzésins olarak elde edilir. N-Bishop ¢atisinin Darboux vektorii

—_—

Wd:—k2N1+k1N2=(O,O,%j dir. Dayanak egrisi o ve dogrultmani X =W4 olan

7(s,V) =Iﬁ(s)ds+de (s):(—13sin%,13cos%,%j regle yiizeyini ele alalm. y(S,V) regle
ylizeyinin dagilma parametresi B, =0 dir. O halde y(s,V) regle yiizeyi bir acilabilir regle yiizeydir.
: S : i d =y
Tanim 2.7 de verilen striksiyon ¢izgisi denkleminde ( X "3 =0oldugu icin a(S)=a(s) elde
S

edilir. Yani y(s,v) regle yiizeyi igin sitriksiyon ¢izgisi ve dayanak egrisi birbirine esit olur. y(s,V)

regle ylizeyin birim normal vektori

.S S
n=|-sin—,cos—,0 |,
( 13 13 j



Karadeniz Fen Bilimleri Dergisi 12(1), 113-134, 2022 132

I. temel formun katsayilar

E=1 F=0, G=—
169

1
olmak iizere I. temel formu | =ds®+ 169 dv? olarak hesaplanir. II. temel formun katsay1lari

L= M=N=0
13

olmak {izere II. esas form sifira esit olacaktir. Gauss ve ortalama egrilikleri ise

CLN-M? _EN-2MF+GL _ 1

~Eg_gz 0ven 2(EG-F?) " 26

esitlikleriyle hesaplanir.

0.08

15 6

Sekil 1. y(s,v) = (—135in%,13cos% , %j regle yiizeyi

Uygulama 4.2. a(S)z(ﬁcosg,ﬁsing,%J uzay egrisinin N-Bishop catisindaki  N(s)

vektorlinliin integral egrisi ve dogrultmani N-Bishop catisinin Darboux vektorii ile {iretilen
7(s,v) = JN(S)dS + W regle yiizeyinin dagilma parametresi, sitriksiyon ¢izgisi, yiizey birim

normal vektorii, Gauss egriligi ve ortalama egriligini hesaplayalim.

a(s) egrisi birim hizli bir egri olmak tlizere Serret-Frenet catisinin egrilik ve burulmasi

— = — 1
Kzg,ve ng dir. {N,C,W} catistnin  egrilikleri  ise f=\/K2+2'2=§, ve

2 !

: 1.
g= 21( > (1 =0 dir. N-Bishop ¢atisinin egrilikleri k; = f coss ZECOSS ve Kk, ==sins olur.
K°+7°\ K 2 2

N-Bishop ¢atisinin Darboux vektorii W =—k2N1+k1Nz=(0,0,l) dir. Ohalde regle yiizeyin
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_ .S S . .
denklemi (s,V) =(—23|n§,20085,vj olarak elde edilir ve dagilma parametresi R, =0 oldugu

i¢in agilabilir yiizeydir. Tanim 2.7 den <T(il—/1> -0 esitligi saglandig1 icin ¥(S,V) regle yiizeyin
s

sitriksiyon ¢izgisi ve dayanak egrisi birbirine esit olur. Regle yiizeyin birim normal vektori

n :[_sing,cos%,oj dir. E=1, F =0, G =1 oldugu i¢in L. esas formu | =ds® +dv’ esitligiyle elde
edilir. L= _?1, M = N =0 oldugu igin II. esas formu sifir olacaktir. Gauss ve ortalama egrilikleri ise

_EN-2MF+GL 1
- 2(EG-F*) 4

_ 2
« N MZZ
EG-F

)

olarak hesaplanir.

0.8

0.6

Sekil 2. y(s,v) = (_2sin %' 2cos§,vj regle yiizeyi

Tesekkiir

Bu ¢alisma ikinci yazarin danigmanliginda birinci yazarin yiiksek lisans tezinden iiretilmistir.

Yazarlarin Katkisi

Tiim yazarlar ¢aligmaya esit katkida bulunmustur.
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Cikar Catismasi Beyani

Yazarlar arasinda herhangi bir ¢ikar ¢atismasi bulunmamaktadir.
Arastirma ve Yayin Etigi Beyam

Yapilan calismada arastirma ve yayin etigine uyulmustur.
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