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Bu makalede genellestiriimis konveks fonksiyonlardan biri olan s —n-konveks fonksiyonunun
guglendirilmis hali olan, giiglii s — n-konveks fonksiyonlar kavrami tanitiimaktadir. Gligli s — n-konveks

Anahtar Kelimeler
Guglu s-Konveks;

Gugld n-Konveks; fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard tipi esitsizlikler elde edilmektedir. Ayrica bu tiir fonksiyonlar

Giigli s — n-Konveks; yardimiyla tiirevlenebilir déniistimler icin Hermite-Hadamard-Fejer esitsizliginde orta ve sag terimler

Hermite-Hadamard arasindaki fark tahmin edilerek, Hermite-Hadamard-Fejer tipi esitsizlik elde edilir. Bu ¢alismada bu

Tipi Esitsizlikler esitsizlik igin yeni sonuglar gésterilmektedir.

Some Hermite-Hadamard Type Inequalities for Strongly s — n-Convex

Functions
Abstract

In this article, the concept of strongly s — n-convex functions, which is a strengthened version of the s —
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n-convex function, which is one of the generalized convex functions, is introduced. For strongly s — -
convex functions, Hermite-Hadamard-type inequalities are obtained. In addition, with the help of such
functions, the difference between the middle and right terms in the Hermite-Hadamard-Fejer inequality
for differentiable maps is estimated, and the Hermite-Hadamard-Fejer type inequality is obtained. This
article shows new results for this inequality.

© Afyon Kocatepe Universitesi

1. Giris

Matematik alaninda en 6nemli konulardan biri
konveks fonksiyonlardir. Ginimizde konveks
fonksiyonlarin  Ozellikleri ve  ¢esitleri  hala
arastirilmaktadir. Bu tir fonksiyonlar uygulamal
matematikte, matematik modelleme ve
optimizasyon teorisinde o6nemli yer almaktadir.
Konveks fonksiyonlarin genellemesi olarak s-

bu galismada gl¢lu s-konveks ve giigli n-konveks
fonksiyonlarinin birlesiminden olusan gigli s — -
konveks fonksiyonlar kavramini tanitacagiz ve giglu
s —n-konveks fonksiyonu igin yeni Hermite-
Hadamard tipi esitsizlikleri sunuyoruz.

Teorem 1 (Pecaric et al.1992) f: I — R fonksiyonu

konveks (Hudzuki and Maligarha 1994), n-konveks
(Gordji et al. 2015), s — n-konveks (Rangel-Oliveros
et al. 2018) vb. kavramlar verilebilir. Ama son
yillarda  bu  tir  genellestirilmis  konveks
fonksiyonlarin gliglendirilmesi ilgi cekmektedir. Bu
nedenle gliclii genellestirilmis fonksiyonlar (izerinde
yeni makaleler elde edilmekte diyebiliriz. Ornegin
gucli n-konveks (Gordji. et al. 2016, Awan et al.
2017), glclt s-konveks (Erdem ve ark. 2017) vb. Biz

[p,q] €1 ve p < q olmak uzere, [p,q] araliginda
konveks fonksiyon ise,

1 (4
f(%)sﬁ L f(x)dxsw 6

elde edilir. Bu esitsizlik Hermite-Hadamard esitsizligi
diye adlandirilir.
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Teorem 2. (Arrow et al.1961) f: [p, q] = R konveks
fonksiyon ise, asagidaki esitsizlik saglanir.

q
Ity
p
q
< [ rmg@ax
14
Sf(zo) + f(q) f qg (0)dx @
2 p

Burada g:[p,q] = R* surekli ve pzﬂ ye gore

simetrik fonksiyondur. Bu esitsizlik literatlrde
Hermite-Hadamard-Fejer esitsizligi diye adlandirilir.

Eger (2)’ de g = 1 olursa, o zaman esitsizlik
Hermite-Hadamard esitsizligine indirgenir.

2018’de Rangel-Oliveros ve ark. tarafindan s —1n-
konveks fonksiyonlar kavrami tanitildi ve temel
sonuglar ile beraber yeni integral esitsizlikleri elde
edildi.

Tanim 1. s € (0,1] ve 1n:R X R = R bifonksiyon
olduguna gore,

f:I c R - R fonksiyonu her x,y €I ve t € [0,1]
icin,

flx+ @ =09 < fO) +en(f(). ) (3)

esitsizligi saglanirsa, f fonksiyonu s — n-konveks
fonksiyon olarak adlandirilir (Rangel-Oliveros et al.
2018).

Teorem 3. (Vivas-Cortez et al. 2020) f:[p,q] = R
diferansiyellenebilir ~ fonksiyon, g:[p,q] » R

stirekli ve pzﬂ ye gore simetrik, |f'| s — n-konveks

fonksiyon ve 1, [p, q] Uzerinde Ustten sinirli olsun.
Bu durumda,

f(p)+f(q)fq
2 p

q
g0 dx f FOOg(x)dx
p

q—p ,
ST[ZV (@l

= 1+t
+

12tp Tq
NGO @N [ [0 gwdude @)
p+—;

1 -
1
0 /==

esitsizligi saglanir.

Burada N = maxeo 1 |(%)S + (%)S .

Lemma 1. (Gordji et al. 2015) f:[p,q] >R

diferansiyellenebilir, g:[p,q] = R* siirekli ve prq

ye gore simetrik fonksiyon ve f' [p,q] Uzerinde

integrallenebilirse,

ER D [ gax - [ rgeos
_q-p (" S L(1-t
A flTHpgT—tq g(u){f (Tp
1
1)

+f (%p + %q)}dudt (5)

esitsizligi saglanir.

2. Materyal ve Metod

Tanim 2. f: ] — R fonksiyonu her x,y € [ ve
t € [0,1] igin,
flx+ (1 —-10)y)
< fO) + o n(f G0, )
—ut(1 - —x)? (6)

esitsizligi saglanirsa, f fonksiyonu p > 0 modiliine
gore gugli s —n-konveks fonksiyon olarak
adlandirilir. Burada : R X R — R bifonksiyondur.

Onerme 1. Eger (6) esitsizliginde s = 1 olursa, o

zaman egsitsizlik glgll  n-konveks fonksiyona
indirgenir.
Eger (6) esitsizliginde n(x,y) =x—y olursa,
yukaridaki esitsizlik gicli  s-konveks fonksiyona
indirgenir.

Eger (6) esitsizliginde s=1 ve n(x,y) =x—y
olursa, o zaman esitsizlik klasik glicli konveks
fonksiyona indirgenir.

icin Hermite-
teoremde

Glgli s —n-konveks fonksiyonu
Hadamard tipi esitsizligi asagidaki
gosterilmistir.

Teorem 4. f: ] — R fonksiyonu gli¢li s — n-konveks
fonksiyon olsun. O zaman her x,y € I ve t € [0,1]
icin,
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p+q 1 7
F(55) gk b g @y

1 q
< HL fx)dx

1 %
Sf@+ 770 @ f@)-¢gla-»? ()
esitsizligi saglanir.

Burada Ky, = n(f (p), f (@) + n(f (q), f (»))

ispat: f fonksiyonu I araliginda giiclii s — n-konveks
fonksiyon oldugundan,

flp+ (1 —-1t)q)
<@+ t(f®).f (@)
—ut(1—1t)(q — p)? ©))

bulunur. (8) esitsizliginin her iki tarafi [0,1]
araliginda, t’ye gore integral alinirsa,

1 (4 a
— L f(x)dx = L ftp+ (1 - Dg)dt

1
S—[o (f@ +tn(f ). f(@)

—ut(1—t)(qg —p)?)dt

tS+1

s 1n(f(p).f(q))

1
—u(q — p)? (EZ - i))
2 3

0

= (f(q) +

=f(q)+ H—ln(f(p),f(q)) -z@-»* 9

Boylece verilen esitsizligin sag tarafini elde ettik. Sol
tarafiicin (8)'den,

1

() < £@) + 5 (@), £@)

7
-2 @—p)? (10)

(10) esitsizliginden,

1
@2 f (1) - (@) @)
+2@-pp? (11
1
o2 f (222) - 5 n(F @£ @)
+2(q—p) (12)

(11) ve (12) esitsizliklerin aritmetik ortalamasini
alirsak,

f)+f(@) ptqy 1
2 Zf< 2 >_25+1K’7
H 2
+7@-p) (13)
+q-t(q- +q+t(q—
Burada p; _ bta 2(q P e q: _ bta 2(q p)

degiskenlerin kullanirsak,

%<f<p+q—2t(q—p))+f<p+q+;(q—b)))

2f<p+q—t(q—p)j}rp+q+t(q—p)>

1

T s+l

Ky

+g(p+q+t(q—p)_p+q—t(q—p))2
4 2 2

p+q 1
B f( 2 )_25+1K"

EZ _ 2
+4t(q p)

(14)

bulunur. (14) esitsizliginde t’ye gore [0,1] araliginda
integral alinirsa,

1 4
g —P.[p f(x)dx

1[5 a
= H [L f)dx + prwf(x)dx]
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1 _ _
Z%L <f(p+q 2t(q p))

+f<p+q+t(q—p))>dt

2
p+q 1
<1 (77) ko

u
+17(@—p) (15)

bulunur. (9) ve (15) esitsizliklerinden, (7)'de
istenilen esitsizlik elde edilir. Boylece teorem
ispatlanmis olur.

Sonraki teorem ise glcli s — n-konveks fonksiyonu
icin Hermite-Hadamard-Fejer esitsizsliginin orta ve
sag terimlerinin arasindaki farki gosterir.

Teorem 5. f:[p,q] = R diferansiyellenebilir, |f’|
glcli s —n-konveks fonksiyon, g:[p,q]l = R*
surekli ve pzﬂ ye gore simetrik fonksiyon ve 1, [a, b]
Gzerinde Ustten sinirli ise,

f)+f@ (1 1
——— | 9®@dx— [ fx)g(x)d
| > J;jgx X L x)g(x)dx

_T’ 21" @1+ NIn(f' @), £/ (@)

1+t

L@ f_p+_qg(u>dudt (16)

-t

esitsizligi saglanir.
1-t\5
+(5)

ispat: Lemma 1 de (5)'in her iki tarafinin mutlak
degerini alirsak ve |f'| glgli s —n-konveks
fonksiyon oldugundan,

f(p)+f(q)f"
5 g

Burada N = MmaXeefo,1] |(1+t)

q
)dx j £ () g(x)dx

p

sl (5

1-t¢
2

- 1+t

L L

1-t 1+t
—p (2Pt d ,
2] i@l
0 TPt

+ (%)sn(lﬂpn, F@D
—u(?) (1 i t) (q - p)?

1-
Hr@l+ (S5 nar @l @D

(5 (-

1+t
—p ([Pt /
f_[l+t 1-t g2l (@l
0 Jopta

; ((1 ; t)s 4 (1 R t)) n(F @LIF @D

u(1—t?)
SE

(q— p)z]

;” 21F @1 + Nn(F @), £ (9)]

1+t

~La-p? f f_ +_qg(u)dudt (16)

—t

elde edilir. Boylece teorem ispatlanir.

Burada giicli s — n -konveks fonksiyonu igin,

1-t 1+¢
(5ret5)

1-
<171+ (S5 nar @ ir @b

e o

(1+t +1—t )|
i 5P >4

1
<171+ () nar @l i@

() (5 @@ - v (18)

esitsizlikleri kullaniimigtir.
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Sonug 1. Eger Teorem 5 de g = 1ise,

fo)+f@ (¢
‘ 5 —fp f(x)dx

2
Jla-p* p> 2P 208 @)1 + N (UF @)L IF @)

-5 —p)?] (19)

esitsizligi  glicli s — n-konveks fonksiyonu igin
Hermite-Hadamard tipi esitsizli§in orta ve sag

teriminin farkini gosterir.

Sonug 2. Eger Teorem 5'de s = 1 ise,

f@+f@ (* 1
——— | 9dx—| f(x)g(x)d
| > Lgx x fpfxgx X

<E 21 @1+ n0F @LIF @D

“q-?] [ o
ey
3 0 1T+tp+1—_t

0 zaman (20) esitsizligi, gliclii n-konveks fonksiyonu
icin Hermite-Hadamard-Fejer esitsizliginin orta ve
sag terimleri arasindaki farki gosterir.

g)dudt (20)

Sonug 3. Eger Sonugl’de s =1ven(x,y) =x—y
secersek,

f+f(@ [
T—fpf(x)dx‘

2
<P e i@l - S -7 @)

esitsizligi turevlenebilir gliclii konveks fonksiyonlar
icin Hermite-Hadamard esitsizliginin orta ve sag
terimlerinin arasindaki farki gosterir.
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