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In this study, it is aimed to design fractional-order PI (FO-PI) controller for time delay systems. For this
purpose, firstly, the system equations are converted into a linear form by using Padé approximations instead
of the time delay term. Some examples are given to show the effect of the Padé approximations in obtaining
the stability region. Stability regions are obtained using the stability boundary locus method. As can be seen
in Figure A, it is seen that the second order Padé approximation gives very close results with the stability
region of the original system. After obtaining the stability region of FO-PI controller, the convex stability
region is determined. Finally, the controller parameters providing the stability are calculated by the method
known as the centroid of the convex stability region. Comparative examples show that the proposed method
provides good results.
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Figure A. Stability regions of first order, second order Padé approximations and original system
for Example 2 (1 =1)

Purpose:

The aim of this study is to design FO-PI controller for time delay systems using the centroid of the
convex stability region method based on the stability boundary locus. The equations to obtain the
stability region are obtained using Padé¢ approximations instead of the time delay term.

Theory and Methods:
Pad¢ approximations are used instead of time delay term in the transfer functions. A practical tuning method
called the centroid of the convex stability region is presented for the FO-PI controller tuning.

Results:

The results show that the second order Padé approximation is quite successful in obtaining the original
system response. In addition, the proposed method provides very satisfactory results for the design of FO-
PI controllers.

Conclusion:

In this paper, a practical tuning method of FO-PI controller for time delay systems using the centroid of the
convex stability region with Padé approximations is presented. The proposed method has some significant
advantages in terms of calculating the controller parameters without using complex graphical methods and
ensuring the stability of the closed-loop system.
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ONECIKANLAR

e  Bu makale, kesirli dereceli PI kontrolér igin yeni bir tasarim metodu gostermektedir
o Onerilen yontem, disbiikey kararlilik bolgesinin agirlik merkezi yontemi adl1 yeni bir kavram sunmaktadir
e Zaman gecikmesi yerine Padé yaklagiminin kullanilmasi dnemli bir avantaj getirmektedir
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Kesirli dereceli PI kontrolorler, giinden giine getirdigi kolayliklar sayesinde bir¢gok makalenin arastirma
konusu olmustur. Bu tiir bir kontroldr tam say1 dereceli PI ile karsilagtirildiginda ¢ok daha faydali sonuglar
sunar. Fakat iglemleri daha karmasik bir hale getirir. Bu ¢alismada kararlilik sinir egrisi metodu kullanilarak
gelistirilmis olan digbiikey kararlilik bolgesinin agirlik merkezine dayali basit bir kesirli dereceli PI kontrolor
tasarim yontemi Onerilmistir. Bunun igin 6nce kesirli dereceli PI kontroloriin parametre diizleminde tiim
kararl kontrolorleri saglayan kararlilik bolgesi elde edilir. Daha sonra bu kararlilik bolgesinin kdse ve tepe
noktalar1 belirlenerek digbiikey kararlilik bolgesi elde edilir. Son olarak elde edilen digbiikey kararlilik
bolgesinin agirlik merkezi bulunarak kontrolor parametreleri hesaplanir. Kullanilan yontem, kontrolor
parametrelerinin karmagik grafiksel yontemler kullanilmadan hesaplanmasi, kapali dongii sisteminin
kararliligin1 saglamasi ve hesaplama yiikiinii olduk¢a azaltmasi bakimindan 6nemli avantajlar saglamaktadir.
Ayrica, bu g¢aligmada kararlilik bolgesinin elde edilmesinde kullanilan denklemler igin literatiirdeki
calismalardan farkli olarak zaman gecikmesi terimi yerine Padé yaklagimlarmin kullanilmas: tercih
edilmistir. Ozellikle ikinci dereceden Padé yaklasimi kullamlarak elde edilen sonuglarin neredeyse orijinal
sistemle birebir ortiistiigii goriilmektedir. Onerilen yontemin etkinligini ve basitligini gostermek icin bazi
sayisal ornekler verilmistir.
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Fractional-order PI controllers have been the research topic of many articles thanks to the convenience they
bring day by day. This type of controller offers much more useful results compared to integer-order PI. But
it makes mathematical operations more complicated. In this study, a simple fractional-order PI controller
design method based on the centroid of the convex stability region, which was developed using the stability
boundary locus method, is proposed. For this, first, the stability region, which provides all stable controllers,
is obtained in the parameter plane of the fractional-order PI controller. Then, by determining the corner and
cusp points of this stability region, the convex stability region is obtained. Finally, the centroid of the
obtained convex stability region is found, and the controller parameters are calculated. The method used
provides significant advantages in terms of calculating the controller parameters without using complex
graphical methods, ensuring the stability of the closed-loop system and reducing the computational load
considerably. In addition, for the equations used in obtaining the stability region in this study, unlike the
studies in the literature, Padé approximations are preferred instead of the time delay term. Especially, it is
seen that the results obtained using the second order Padé approximation almost exactly match the original
system. Some numerical examples are given to demonstrate the effectiveness and simplicity of the proposed
method.
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1. Giris (Introduction)

Zaman gecikmesine dayal1 analiz ¢ok eski ama giinlimiizde de ilgi
gormekte olan bir konudur. Her gegen giin zaman gecikmeli
sistemler lizerine yapilan aragtirmalar genisletilip daha popiiler
olmaktadir. Bu konudaki arastirmalar, konferanslarda ve
seminerlerde tartisma konusu olup kontrol ve sistem dergilerindeki
Ozel sayilarda ve kitaplarda yayinlanmistir [1, 2]. Bu alandaki
yaynlar ileride 6zellikle matematik, miihendislik gibi pek ¢ok
alanda ¢ok sayida sorunun cevabi olacaktir. Boyle sistemlerin
kararlilik, birim adim yaniti gibi kontrol kriterlerini incelemek
kolay olmamaktadir. Bu tiir bir zorlugun iistesinden gelmek i¢in en
yaygin olarak Onerilen c¢oziimlerden biri, zaman gecikmesi
operatoriinii segilen yontemle rasyonellestirmek ve ortaya ¢ikan
yaklagik sistemi analiz etmektir [3].

Ayrica son yillarda bu tiir analizlerde kesirli dereceli sistemlerin
kullanilmasi kaginilmazdir. Kesirli derece kavraminin, 1695'ten
beri klasik analizin gelismesinde 6n ayak oldugu bilinmektedir [4].
Ancak teorisi ve uygulamalari, mithendislik ve diger bilim alanlar1
i¢in anlagilmast ¢ok kolay olmayan ileri analiz tekniklerini
gerektirdiginden ¢ogunlukla Onemli matematikgiler tarafindan
incelenen bir konu olarak kalmistir [4, 5]. Buna ragmen bir¢ok
bilim insan1 bu konuya farkli yorumlar getirerek bu konunun ¢ok
disiplinli bir alan olmasini saglamistir. Ornegin; kesirli dereceli
modeller, dijital devrelerde [6], COVID-19 analizinde [7, 8],
biyoloji alaninda [9], tip alaminda [10], [11], akilli kirislerde
titresim kontrolii igin kesirli dereceli kontrol6r tasariminda [12],
piezoelektrik yamalara sahip akilli kirisin titresimlerinin kesirli
dereceli denetgi yardimiyla aktif denetiminde [13], hatta ekonomi
ve finans alaninda [14, 15] bile karsimiza ¢ikmaktadir. Zaman
gecikmesine dayali analizde, kesirli dereceli operatorii kullanmak
islemleri daha kompleks hale getirmektedir. Su ana kadar
literatiirde kesirli dereceli sistemlerin rasyonel yaklagimlarinin
elde edildigi birgok titiz ¢aligma yer almistir [28]. Padé yaklagimi
ise zaman gecikmeli sistemler i¢in en yaygin kullanilan
yaklagimlardan biridir. Bu ¢aligmadaki amaglardan birisi zaman
gecikmesi terimi yerine Padé yaklagimmin kullanilmasidir.
Yazarlarin bildigi kadariyla zaman gecikmesi terimi yerine
dogrusal yapiy1 saglayacak olan Padé yaklasimlarina dayali olarak
kontrolor parametrelerinin elde edildigi denklemlerin yer aldig1 bir
¢alisma bulunmamaktadir. Diger bir amag¢ ise Onat tarafindan
tasarlanan agirlikli geometrik merkez (AGM) metodunun farkli bir
yorumu olan digbiikey kararlilik bélgesinin agirhk merkezi
yontemi metodunu (bu metodun ilk uygulamasi [16]’da PI-PD
kontrolor tasarimi i¢in kullanilmigtir) kullanarak zaman gecikmeli
sistemler ic¢in sistemi kararli yapacak kesirli dereceli PI
kontroloriin parametrelerinin hesaplanmasidir. Daha 6nce farkli
kontrolor g¢esitleriyle AGM  yonteminin kullanildigi tasarim
metodunun yerini bu yayinda disbiikey kararlilik bolgesinin agirlik
merkezi yontemi adl1 yeni bir yontem almistir. AGM yontemi de
Onat’n literatiire kazandirdig1 bir yontem olup konuya dair temel
caligmalar [17-20]’de goriilebilir.

[17] ve [18]’de zaman gecikmeli sistemler i¢in AGM metodu
kullanilarak  PI  kontrolor tasarimi  kullanilmigtir.  [19]°da
yogusmal1 kazanlar i¢in robust ve kazang planlamali PI kontrolor
tasarimi sunulmustur. [20]’de AGM metodu kullanilarak zaman
gecikmeli ve ters cevaba sahip sistemler i¢in PID tasarimi
yapilmistir. AGM  metodunun kullanildigi zaman gecikmeli
sistemler i¢in kesirli dereceli PI kontroloriin tasarimi ¢alismasi ilk
kez [21]’de yer almistir. Bu ydntemin, kesirli dereceli PD
kontroldr igin uygulamasi ise ilk kez [22]’de ¢alisilmistir. Zaman
gecikmeli sistemler igin kesirli dereceli PI-PD kontrolor tasarimi
AGM metodu ile ilk kez Ozyetkin tarafindan [23]’te sunulmustur.
Bu c¢alisma ayrica kesirli dereceli PI-PD kontroloriin de ilk kez
literatiire sunuldugu ¢alismadir. AGM metodunun tam say1
dereceli PI-PD kontroldr tasarimi i¢in kullanildigi ¢alisma [24]’te
goriilebilir. Tim bu c¢aligmalarda AGM metodunun oldukca iyi

sonuglar verdigi ve kompleks metotlara gore basitligi ve robust
olmasi gibi sebeplerle istiinliikk sagladigi agik¢a goriilmektedir.
Yontem, tam say1 ve kesirli dereceli kontrol sistem tasarimi alaninda
literatiire onemli katkilar saglamistir. Bu yontemin, herhangi bir
karmagsik  grafiksel yontem  kullanilmadan  kontrolor
parametrelerinin  hesaplanmasi1 ve kapali dongii sisteminin
kararliligini saglamasi agisindan 6nemli avantajlar1 vardir. AGM
metodunun farkli bir yorumu olan digbiikey kararlilik bolgesinin
agirhk merkezi yontemi ise secilen kararli kontrolor
parametrelerinin olusturdugu egri ile bu egri sayesinde elde edilen
agirlik merkezi koordinatlarinin hesaplanmasina dayanmaktadir.
Bu nedenle 6nerilen prosediiriin hesaplama yiikit AGM ydntemine
kiyasla ¢ok diisliktiir [16]. Disbiikey kararlilik bolgesinin agirlik
merkezine dayali caligmalar [16, 25]’te goriilebilir. [16]’da yeni
metot ilk kez PI-PD kontrolor tasarimi igin kullanilmigtir. [25]°te
ise yeni konseptin kesirli dereceli PD kontroldr i¢in uygulamasi ilk
kez denenmistir. Yapilan bu simirli sayidaki caligmalarda
goriildiigli lizere Onerilen algoritma hem tam say1 hem de kesirli
dereceli sistemler i¢in olduk¢a iyi sonuglar saglamaktadir. Yeni
metodun literatiirdeki uygulamasi simdilik oldukga azdir ve diger
metotlarla kiyaslamaya ihtiya¢ duyulmaktadir. Ayrica literatiirde
disbiikey kararlilik bolgesinin agirlik merkezi metodu kullanilarak
zaman gecikmeli sistemler i¢in kesirli dereceli PI kontrolor
tasarim1  yapilmasina  yOnelik bir ¢alisma ise heniiz
bulunmamaktadir. Tiim bunlara ilaveten zaman gecikmesi terimi
yerine Padé yaklagimi kullanilarak kesirli dereceli kontrolor
parametrelerinin denklemsel olarak elde edildigi bir g¢alisma
yazarlarin bildigi kadartyla heniiz literatiirde bulunmamaktadir.
Ayrica digbiikey kararlilik bolgesinin agirlhik merkezi metodu
kullanilarak Padé yaklasimlarina gore elde edilen denklemler
iizerinden kontroldr tasarimi da bu yaymnin literatiire yaptig1 diger
bir orijinal katkidir. Dolayisiyla bu calisma pek c¢ok yonden
literatiir i¢in katki saglamaktadir.

Bu c¢alisma su sekilde diizenlenmistir: Kararlilik sinir egrisi
yontemi kullanilarak kesirli dereceli PI kontroloriiniin kararlilik
bolgesinin elde edilmesi Bolim 2.1°de gosterilmistir. Bolim
2.2’de digbiikey kararlilik bolgesinin agirlik merkezi yontemi
tanitilmistir. Ayrica Onerilen yontemin etkinligini gostermek igin
Bolim 3’te bazi sayisal ornekler verilmistir. Son olarak, Boliim
4’te sonug kismi verilmisgtir.

2. Teorik Altyapi ve Deneysel Metot
(Theoretical Background and Experimental Method)

2.1. Kesirli dereceli PI kontroloriin kararlhilik bélgesi
(Stability region of fractional-order PI controller)

Ris) ] Yis)
Cis) > fr}.,l’.\l

Y

+

Sekil 1. Tek girig-tek ¢ikish bir kontrol sistemi
(A single input-single output (SISO) control system)

Sekil 1’deki tek giris-tek ¢ikisl sistemi géz Oniinde bulunduralim.
Burada G,(s) kontrol edilen sistemin transfer fonksiyonu olup Es.

1’deki gibi ifade edilir:

NGs)

G,(s)=G(s)e™ = D(s)

e” (1)

C(s) ise PI" kontroloriiniin transfer fonksiyonu olup Es. 2’deki gibi
ifade edilmektedir:
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ko kst + k,

C®) =k, +—F=-"—5— 2)
s s

Burada k, oransal kazang sabitini, k, ise integral kazang sabitini

gostermektedir.

Zaman gecikmesi terimi i¢in Es. 3’teki 2. derece Padé yaklagimi
kullanilmustir:

7’s’
. 2-Ts+ 6 _12—6rs+7%s’
e = 22 2.2 3)
2irss TS 12+67s+77s
Sekil 1°deki sistemin kapali dongii karakteristik denklemi

A(s) =1+ C(5)G,(s) olup bu sisteme gore karakteristik denklem Es.
4’teki gibi elde edilir:

A(s) = s"D(s) + (kps’1 +k)N(s)e ™ @)
Es. 1’deki G(s) ’in pay ve payda polinomlarint N(s) ve D(s) olarak

ayirtp bu polinomlart ¢ift (N,, D,) ve tek (N,, D,) kisimlarina
ayirdiktan sonra s = je yazilirsa;

N, (-") + joN,(-o)
D,(-@")+ joD,(-o")

G(jw)= )

(—»*) gosterim kolayligi saglamasi agisindan daha sonraki
denklemlerde ayrica yazilmayacaktir. Es. 6’daki 6zelligi kullanarak;

(jo)* = mﬂ(cos%ﬂ. + jsin%ﬂ) 6)

Es. 4’in kapali dongli karakteristik denklemi Es. 7’deki gibi
yazilabilir:

A(jw) = 120" cos(% D, + 6" cos(%(ﬂ +1))7D,
+o**D cos(% (A+2)r°D, +120%" cos(% (A+1)D,
60"+ cos(%(/?. +2))eD, + o™ cos(%(/?. +3)7°D,
+120" cos(% Ak, N, - 60 cos(g(l + 1))k, N,

. T N T
+o**? cos(5 (A+2)7%k, N, + 120" cos(E (A+1)k,N,
—60**? cos(% (A+2))7k,N, + o™ cos(% A+ 3))2’2kpN0
+12kN, — @’k N, + 60’k N, + j[120" sin(% D,
+60*) sin(%(ﬂ. +1)7D, + o+ sin(%(/l +2))°D,
+120%) sin(%(/l +1)D, + 60"+ sin(g (A+2))D,
+oY sin(%(ﬂ +3)7°D, +120" sin(% A)k,N,
—60**) sin(% (A+ D)k, N, + & sin(g (A+2)7°k,N,
12070 sin(%(/l +1)k,N, - 60" sin(%(l +2))7k N,
+a* sin(%(/l +3)7%k N, — 607k N, + 120k N, - &'’k.N, %)

642

Eger A(jw) 'nin gergek ve sanal kisimlarini sifira esitlersek;

A(jo)=Re,+ jIm, =0

A ﬁ _ (A+1) E
k120 cos(2 A)N, - 60 cos(2 (A+1)zN,
(1+2) T 2 (1+41) T

+® COS(E A+2)°N, + 120 COS(E (A+1)N,

(1+2) 4 (1+3) i 2
—-6w cos(z(ﬂ +2))N, + o cos(z(ﬂ +3))°N,]
+k[12N, - @*°N, + 60°TN, ] = 120" cos(% D,

(2+1) T (142) T 2
—-6w COS(E A+1)D,-w COS(E A+2)°D,

—120%*" cos(% (A+1)D, - 6> cos(% (A+2)D,

—o*Y cos(% (A+3)7°D,

2 ) o T

k,[12e" sin( 2 A)N, - 60" sin( 2 (A+1)zN,

(2+2) 5T 2 a+1) o T
+o sm(E A+2)°N, +120 sm(E (A+1)N,
—60**? sin(%(ﬂ +2)IN, + o™ sin(%(/i +3)7°N, ]
+k[-607N, +120N, - 'r°N,] = 120" sin(%l)D@
—60**) sin(%(l +1)rD, — & sin(g (A+2)7°D,
—12%* sin(g(ﬂ +1)D, — 60+ sin(%(/l +2))2D,

(+3) o T 2
-0 sm(z(ﬂ +3))°D,
Es. 8 ve Es. 9 asagidaki gibi yeniden diizenlenirse;
kpAl (@) + k4, () = 4, (o)
kpBl (@) + kB, (w) = By(w)
Burada;

2 T (1+1) T

A(w)=12w COS(E AN, -6 cos(z(ﬂ +1)zN,

(A+2) T 2 (A+1) T
+o cos(;(l +2))r°N, + 120 cos(z (A+1)N,

—60**? cos(%(l +2))zN, + @™ cos(%(l +3)7°N,
A(0)=12N, - &@*c’N, + 60’7 N,

A(0)=-120" cos(% D, — 60" cos(%(/l +1))7D,
— ) cos(%(/i +2))°D, ~ 120" cos(%(ﬂ +1)D,

—60**? cos(%(ﬂ +2)7D, — cos(% (A+3)2°D,

®)

©)

10)

)

12)

13)

(14)

(15)
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B,(w) =120 sin(% AN, — 60" sin(%(ﬂ +1)7N,
+o sin(%(ﬂ +2)N, + 120" sin(%(ﬂ +I)N, (16)

—60*™ sin(%(ﬂ + )N, + Y sin(%(ﬂ +3)7°N,
B,(w)=—-6wtN, +120N, - @'t°N, amn

By(0) =120 sin(%/i)De — 60" sin(%(/l +1))7D,
—*?) sin(%(/i +2)r°D, —120%*" sin(%(i +1)D, (18)

—60**? sin(%(ﬂ +2))2D, - & sin(%(/l +3)7°D,
Es. 11 ve Es. 12°den £k, ve k,, (Es. 13-Es. 20) Es. 19 ve Es. 20°deki
gibi yalniz birakilabilir:

_ A3 (a))Bz (w) - B3 (a))Az (a))
" A(0)B,(w) - B,(0) 4 (@)

19)

k= 4(0)B;(®) - B/(0)4,(®)
" 4(0)B,(0) - B(0) 4, (w)

(20)

Elde edilen denklemler sayesinde kararlilik smir egrisi olan
l(k,.k,0), (A4(w0)B,(®)-B(®)4,(w)#0 olmak kosuluyla)

(k,.k;,) diizleminde ¢izilebilir. Kararlilik smir egrisi ve k =0

¢izgisi, (kp,kl.) diizlemini kararli ve kararsiz bolgelere bolebilir [26].

Bundan dolay1, her bolge icinde test noktalari secilerek kararli
(k,,k;) parametrelerinin olup olmadig: belirlenmelidir [26].

2.2. Digbiikey kararliltk bélgesinin agirlik merkezi yontemi
(Centroid of the convex stability region method)

Bu bolimde, digbiikey kararlilik bolgesinin agirlik merkezi
yontemi olarak adlandirilan pratik bir ayarlama yontemi, kesirli
dereceli PI denetleyici i¢in sunulmustur. Yontem, segilen
kontroloriin parametrelerinin olusturdugu kararlilik sinir egrisine
[26, 27] ve bu parametrelere bagli olan agirlik merkezi
koordinatlarinin elde edilmesine dayanmaktadir [16]. Bu ¢aligma
icin disbiikey kararlilik bolgesinin agirhk merkezi (k,,k,)

diizleminde hesaplanmaktadir.

Sekil 1°de verilen sistemin transfer fonksiyonu G,(s) daha 6nce Es.

I’deki gibi tanimlanmist. C(s) ise PI* kontroloriin transfer
fonksiyonu olup Es. 2 ile ifade edilmisti. Buna gore, Sekil 1’deki
sistem i¢in kararliligi saglayan kontrolér parametrelerinin
olusturdugu kararlilik smir egrisinin 4 =0.99 i¢in agagidaki gibi elde
edildigini varsayalim. (Sekil 2)

Digbiikey kararlilik  bolgesi, kontroloriin - parametrelerinin
olusturdugu kararlilik sinir egrisinin kdse ve tepe noktalari
kullanilarak elde edilmektedir. (k,,k;) dizleminde kose

noktalarinin (k,,,k,), (k,,,k;),-»(k,,.k;,,) ve tepe noktalarinin ise

m il

& k), (K ,,k),....(K,,k;) oldugunu varsayalim. Disbiikey

pl° p2° pn?Vin
kararlilik bolgesinin agirlik merkezi koordinatlar1 Es. 21 ve Es. 22
ile elde edilir.

] 1 T T T T T T T
Kararlilik bilgesinin #"""'7’”""“*\
tepe noktas A
L VA il
/ \
/ \
b
ngk Fararlilik 4
S efrisi
DISBUKEY
KARARLILIK \
27 06 BOLGESI \ 7
N
Dushiikey kararhlik \
04 r bilpesinin agilik T
merkezi
02 rF Eararhilek bilgesinin
ke noktalar
0 .
-1.5 1 1.5 2 235 3
k
P

e . 4 =0.99 i¢in kararlilik sinir egrisi, digblikey kararlilik bolgesi ve bu bolgenin agirlik merkezi
kil 2. 1 =0.99 i¢in kararlilik grisi, digbiikey kararlilik bélgesi ve bu bolgenin agirlik kezi
(Calculated stability boundary locus, convex stability region and centroid of this region for 1 =0.99 )
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k Zr 1 pi +zl 1 pi (21)

m+n

k Zx 1 Zx 1 (22)

ic
m+n

Burada (k

ayn1 zamanda kesirli dereceli PI denetleyici parametreleridir.
Ayrica m ve n sirastyla kose ve tepe noktalarinin sayisi ifade

etmektedir. Boylece PI* kontroldr parametreleri hesaplanir.

erki) agirlik merkezi denetleyici parametreleri olup

Onerilen tasarim ydntemi asagidaki gibi 6zetlenebilir.

Adim 1: Oncelikle kesirli dereceli PI kontrolériin derecesine karar
verilir. Yapilan c¢aligmalar A degerini genel olarak 0,5 ile 1,5
arasinda tutmanin yararli olacagini gostermektedir [23]. Ancak bu
aragtirmaya agik bir konudur.

Adim 2: Birinci adimda A degeri belirlendikten sonra kesirli
dereceli PI kontroloriin kararlilik smir egrisi (k,,k;) diizleminde

Es. 19 ve Es. 20 kullanilarak elde edilir.

Sonug 1: Kararlilik sinir egrisi ve k, =0 ¢izgisi, (k,,k;) dizlemini

kararli ve kararsiz bolgelere bolebilir. Bu sebeple, her bolge iginde

test noktalari segilerek kararli (k,,k) parametrelerinin bulunup

bulunmadig1 kontrol edilmelidir.

Adim 3: Kesirli dereceli PI kontrolor icin digbiikey kararlilik
bolgesinin kdse ve tepe noktalari (k,,k;) diizleminde sirasiyla

(kp]’kil)b (kpZ’kiZ)""3(kpm’kim) ve (kp]’kxl) (kpp 12) (kpn’ )

olarak ifade edilmektedir. Burada m ve n sirasiyla kdse ve tepe
noktalarimin sayisin1 gostermektedir. Bu degerler Adim 2’de elde
edilen kararlilik simir egrisinden elde edilir. Boylece digbiikey
kararlilik bolgesi belirlenir.

Adim 4: Adim 3’te elde edilen digbiikkey kararlilik bdlgesinin
agithik merkezi (k,.k,),(k,,k;) dizleminde Es. 21 ve Es. 22

kullanilarak hesaplanir.

Sonu¢ 2: Kullanilan metodun hesaplama yiikii olduk¢a az
oldugundan karmasik grafiksel metotlara gore olduk¢a
avantajhidir. Bu yoniiyle benzer bir metot olan AGM metoduna
gore de kullanim kolaylig1 saglamaktadir. Ustelik kapali cevrim
karalilig1 da garantilemektedir.

Yontemin daha iyi anlasilabilmesi ic¢in asagidaki Ornekler
sunulmustur.

3. Sonuglar ve Tartismalar (Results and Discussions)
3.1. Ornek 1 (Example 1)

Sekil 3’te verilen kesirli dereceli transfer fonksiyonuna sahip
kontrol sistemini ele alalim. Burada D,(s) sisteme verilen
bozulmay1 temsil etmektedir. Kontrol edilen sistem Es. 23 ile
verilmis olsun. Bu &rnekte genlik=1 i¢in 7'=50 sn’de sisteme
bozulma sinyali verelim.

G,(s)= ! e’ = !

T e 23)
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Sekil 3. Bozulma eklenmis olan birim geri beslemeli bir kontrol
sistemi (A SISO control system with disturbance)

Bu 6rnekte amag, verilen sistem igin kararlilig1 saglayan tiim PI*
kontrolér parametrelerini hesaplamak ve birim adim yanitlarim
incelemek i¢in digbiikey kararlilik bolgesinin agirlik merkezi
noktalarini belirlemektir.

Bilindigi gibi kesirli dereceli sistemlerin frekans alani analizi
kolaylikla elde edilebilirken zaman alani analizi dogrudan
arastiritlamaz. Zaman alani analizini elde etmek olduk¢a zordur.
Boylelikle sistemin birim adim yanitlarimin arastirilmasini
kolaylastirmak i¢in tam say1 dereceli yaklasimlar kullanilir. Bu

amaca paralel olarak siirekli kesir agiliminda (SKA) elde edilen
5" terimi i¢in 6. derece yaklasim secilmistir [28]. Yaklasimin
derecesi arttig1 takdirde orijinal cevaba o kadar yakin bir sonug

elde edilebildigi goriilebilir.

05 135 +2865° +12875" +17165° + 7155° + 78s +1
s°+78s° +7155* +17165° +12875> + 2865 +13

24

N(s) ve D(s)’in ¢ift ve tek ayrismasini goz oniinde bulundurursak;

N,=-0°+7150" —1287®" +13

N, =78x" -17160 + 286

D, =-2870° +24310" - 13650 +13
D, =-130° +13650" —24310" + 287

(25)

A=1 igin 1. ve 2. derece Padé yaklagimmin orijinal sistemle
karsilastirildig1 kararlilik bolgesi Sekil 4’te goriilebilir. Ozellikle,
ikinci derece Padé yaklasiminin kararlilik bolgesinin orijinal
sistemle neredeyse birebir ortiistiigii goriilmektedir. Ilk olarak,
sistemin kararlilik sinir egrisi (k,,k;) diizleminde ¢izdirilir. Burada

kararlilik sinir egrisi, iki kdse noktasina ve bir tepe noktasina sahiptir.
Disbiikey kararlilik bdlgesi, kararlilik sinir egrisinin & , ckseniyle

sinirladifi bolge olarak tanimlanmamaktadir.
Yani digbiikey kararlilik bolgesi bir iggendir.

Bunun disinda, disbiikey kararlilik bélgesinin agirlik merkezi Es. 21
ve Es. 22 kullanilarak m=2 ve n=1 i¢in hesaplanabilir. Bu 6rnekte
kesirli dereceli PI kontroldriiniin agirhk merkezi A=1 igin
k,=k, =0.19789 ve k =k, =021051 seklinde bulunmustur.

Sekil 5’te 2. derece Padé¢ yaklasimina gore hesaplanan kararlilik sinir
egrisi, digbiikey kararlilik bolgesi ve bu bélgenin agirlik merkezi
goriilebilir.  1€[0.5,1.5] i¢in kararlihk bolgeleri ve agirlik
merkezleri Sekil 6’da verilmistir. Sekil 7°de ortak kararlilik bolgesi
gosterilmigtir. Sekil 8’de farkli A4 degerleri igin ortak kararlilik

bodlgesinden farkli (k,,k;) iftlerinin birim adim yamtlari goriilebilir.

Tablo 1’de 1€[0.5,1.5] i¢in (k, ,k;) degerleri incelenebilir. Sekil

»
9’da ise farkli A degerleri igin agirlik merkez noktalarinin ayar takip
noktasi ve bozulma yanitlart sunulmustur.
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Sekil 4. 2 =1 i¢in 1. ve 2. derece Padé yaklagiminin orijinal sistem ile karsilastirildigi kararlilik bolgesi
(Stability regions of first and second order Padé approximations and original system for 4 =1)

{:l'-lr T T T T
Eararlihk bilgesinin
06k tepe nokias 4
5 4
0.3 Kararlilk
SULE @IS
N !
04k DISBUKEY ', 1
. Vi KARARLILIK \
- BOLGESI
03 §
Disbiikey kararhlik
bl pesinin agirhk
0.2 / merkezi \ i
01k Fararlilk bilgesinin 4
' kise noktalar
{
-1 4.5 0 0.5 1 1.5
k
P

Sekil 5. Hesaplanan kararlilik smir egrisi, digbiikey kararlilik bolgesi ve bu bolgenin agirlik merkezi
(Calculated stability boundary locus, convex stability region and centroid of this region)
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Sekil 6. 1 €[0.5,1.5] i¢in kararlilik bolgeleri ve agirlik merkezleri (Stability regions and centroid points for A €[0.5,1.5])

{]E' T T T T

04

01r

Sekil 7. Ortak kararlilik bolgesi (Common stability region)
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Sekil 8. Ortak kararlilik bolgesinden farkli 4 degerleri i¢in birim adim yanitlari
(Unit step responses for different 4 values from the common stability region)

Tablo 1. 4 €[0.5,1.5] igin (k,,k;) degerleri ((k,.k,) values for 2€[0.5,1.5])

Orijinal sistem

1. derece Padé yaklagimi

2. derece Padé yaklagimi

¥ k, k, k, k, k, k,
0,5 -0,088017 0,30738 -0,003667 0,31321 -0,085425 0,30714
0,7 0,050932 0,23969 0,13861 0,24669 0,053464 0,23952
0,9 0,15104 0,21392 0,24147 0,22257 0,15352 0,21379
1 0,19544 0,21063 0,28643 0,2204 0,19789 0,21051
1,1 0,23859 0,21288 0,32977 0,22406 0,24061 0,21277
1,3 0,32643 0,236 0,41896 0,25146 0,32881 0,23591
1,5 0,43703 0,29872 0,52907 0,32238 0,43905 0,29865
3.2. Ornek 2 (Example 2) 3.3. Ornek 3 (Example 3)
G (S) — 1 e~0.5.\' — 1 e—O.Sx (26) G (S) _ 1 e—O.Ss (28)
’ s(s% +1)? s2+25" 4 ’ s*+1

Sekil 3’teki kontrol sistemi i¢in Es. 26’daki kesirli dereceli transfer
fonksiyonunu ele alalim. Bu 6rnekte de genlik=1 i¢in 7'=50 sn’de
sisteme bozulma sinyali verelim. Eger Ornek 1°deki prosediir, Ornek
2 i¢in de uygulanirsa;

N, =-0"+7150" —12870" +13

N, =78w" -17160" + 286

D, =o' -13650° + 64350 — 4550°
D, =-1050° +50050* —30030” +15

@7

Sekil A’da A4 =1 i¢in 1. ve 2. derece Padé yaklasiminin orijinal sistem
ile karsilagtirildig1 kararlilik bolgesi goriilebilir. £ =0.7, A=1 ve
A=1.3 icin kararhilik bolgeleri ve agirlik merkezleri Sekil 10°da
incelenebilir. Farkli A degerleri i¢in agirlik merkez noktalarmm
birim adim degisimi ve bozulma yanitlar1 Sekil 11°de gosterilmistir.
Tablo 2°de ise 4 €[0.7,1.3] i¢in (k,,k;) degerleri gdsterilmistir.

Sekil 3’teki kontrol sistemi i¢in Es. 28’deki kesirli dereceli transfer
fonksiyonunu [21] ele alalim. Bu 6rnek i¢in de genlik=1 i¢in 7 =50
sn’de sisteme bozulma sinyali verelim. Eger N(s) ve D(s)’in ¢ift ve
tek ayrigmasini ele alirsak;

Sekil 12°de 2=0.8, A=1, A=12 ve A=14 igin kararlilik
bolgeleri ve agirlik merkezleri gosterilmistir. Sekil 13°te A =1 igin
Onerilen yontemin agirlikli geometrik merkez (AGM) yontemi ile
karsilastirilmasi elde edilmistir. Tablo 3’te ise 1=1 igin (k,,k,)

ciftlerinin farkli yontemlere gore karsilagtirilmasi belirtilmistir.

N,=-0"+7150" 12870 +13

N, =780" 17160 + 286

D, =-140" +20020" — 20020 + 14
D, =3640" —34320" +364

29
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Sekil 9. Farkli A4 degerleri i¢in agirlik merkez noktalarinin ayar takip noktasi ve bozulma yanitlart
(Set point tracking and disturbance responses of centroid points for different values of 1)
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Sekil 10. 1=0.7, 1=1 ve A=1.3 igin kararlilik bélgeleri ve agirlik merkezleri
(Stability regions and centroid points for A=0.7, A=1and 1=1.3)
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Sekil 11. Farkli A4 degerleri i¢in agirlik merkez noktalarinin birim adim degisimi ve bozulma yanitlar
(Unit step change and disturbance responses of centroid points for different values of 1)

] S T T T T T
I ~
14 \
/ !
/ !
/ !
/' !
/ |
k 2 4
10 g2 T
!
!
]
= 1
y
]
5t i ]
)
4 !
£ / I'
7/ I
s Kararlilik =V
; o bilgesinin aguelik - | ;
- Fa merkezleri H
. ok £ | | . k
2 -1 0 | 2 3 4

k
n
Sekil 12. 1=0.8, 1=1, 1=1.2 ve A=1.4 i¢in kararlilik bolgeleri ve agirlik merkezleri

(Stability regions and centroid points for A =08, A=1, =12 and 1=14)
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Tablo2. 1=0.7, A=1 ve A=1.3 i¢in (k,,k;) deZerleri ((k,,k) valuesfor 4=0.7, A=1 and 4=1.3)

Orijinal sistem

1. derece Padé yaklagimi

2. derece Padé yaklagimi

y) k, k, k, k, k, k,
0,7 2,8224 0,36181 2,9661 0,37303 2,824 0,36254
1 3,0643 0,32169 3,2148 0,33422 3,0643 0,32243
1,3 3,2826 0,3642 3,4396 0,3814 3,2851 0,36512
] S T T T T T T T T T
=
i
0.5 7
Onerilen wiintzm
----------- AGM wintemi
{:l i i i i i i i i i
0 10 20 30 40 50 60 T0 &0 90 100
Faman (sn)

Sekil 13. A4 =1 i¢in 6nerilen yontemin agirlikli geometrik merkez yontemi ile karsilagtirilmasi
(Comparison of the proposed method with the weighted geometrical center method for A =1)

Tablo 3. A=1 i¢in (k,,k) ciftlerinin farkli yontemlere gore

karsilastirilmasi

(Comparison of (k ,k,) pairs for A=1 by different methods)

p?

K, K,
Onerilen yontem 1,2216 2,4312
AGM yéntemi 0.6538 1.9483

4. Sonuclar (Conclusions)

Bu yayinda Padé yaklasim ile digbiikey kararlilik bolgesinin agirlik
merkezi yoOntemini kullanarak kesirli dereceli zaman gecikmeli
sistemler i¢in pratik bir ayarlama yontemi sunulmustur. Yontem,
secgilen kontrolor parametrelerinin olusturdugu diizlemde ¢izilen
kararlilik bolgesine ve bu bolgedeki agirlik merkezi parametrelerinin
hesaplanmasina dayanir. Bunun disinda ikinci dereceden Padé
yaklagimi kullanilarak elde edilen kararlilik boélgelerinin orijinal
sistemle neredeyse ayn1 sonucu verdigi goriilmektedir.

Onerilen yontemin, herhangi bir kompleks grafiksel yoéntem
kullanilmadan kontrolor parametrelerinin hesaplanmast ve kapali
dongii sisteminin kararlilifinin saglanmasi agisindan AGM metodu
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kadar 6nemli avantajlar1 vardir. Ayrica, hesaplama yiikiiniin oldukca
az olmasi sebebiyle AGM metoduna gore Onemli bir avantaj
saglamaktadir. Onerilen yontem, agirlikli geometrik merkez yéntemi
kadar birim adim yanitinda ve bozulma yanitinda oldukca giivenilir
sonuglar vermektedir. Ileride yapilacak ¢alismalarda bu yontem,

PI*D* ve PD* kontrolorleri gibi diger kesirli dereceli kontrolor
tiirleri i¢in de arastirilacaktir.
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