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Ozet

Bu c¢alismada, fuzzy kiime, fuzzy dizileri ve fuzzy say1 dizilerinin yakinsaklig1 ve istatistiksel yakinsakligi gibi bilinen kavramlar
incelenerek, literatiirde bilinen fuzzy fonksiyon dizilerinin tanimi ve dizilerin noktasal yakinsakligi kavrami kullanilarak, fuzzy
fonksiyon dizilerinin u. dereceden kuvvetli p —lacunary istatistiksel yakinsaklik ile fuzzy fonksiyon dizilerinin p. dereceden lacunary
istatistiksel yakinsaklik kavramlari tammlanarak Sk (f), Ns(f) ve N(g‘p(f) uzaylar1 arasinda bazi kapsama bagmtilart ile ilgili

sonuglar elde edilerek bunlar arasindaki iliskiler incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Fuzzy say dizisi, Istatistiksel yakinsaklik, Lacunary istatistiksel yakinsaklik, Fuzzy say1 dizisi, Fuzzy déniisiim
dizisi.

p. Order Strong p-Lacunary Statistical Convergence of Fuzzy
Function Mapping Sequences

Abstract

In this paper, we investigate the known concepts such as fuzzy set, fuzzy sequences and convergence and statistical convergence of
fuzzy number sequences. Additionally, we define p. order strong p-lacunary statistical convergence and u. order the lacunary
statistical convergence of the order of squences of fuzzy functions by using the definition of fuzzy function sequences and the concept
of point convergence of sequences known in the literature. Then, we investigate the results about some coverage relations between the
S5(f), Ne(f) and Ny, ,(f) spaces and we present the relations between.

Keywords: Fuzzy number sequence, Statistical convergence, Lacunary statistical convergence, Fuzzy number sequence, Fuzzy
transformation sequence.
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1. Giris
Zadeh [1] tarafindan ilk defa fuzzy kiime kavram
tanimlandi. Zadeh tarafindan ¢alisilan bu makale belirsizlik

kavraminin 6Slgiilmesinde 6nemli bir c¢alismadir. Zadeh, bu
calismasinda kesin olmayan sinirlara sahip nesnelerin
olusturdugu fuzzy kiime kavramini ve bu kiimenin cebirsel
ozelliklerini incelemistir.

Matloka [2] ilk defa fuzzy say1 dizilerinin cebirsel
ozelliklerini incelemistir. Fuzzy say1 dizilerinin, sl ve
yakinsak dizileride Nanda [3] tarafindan calisilmis ve bu
uzaylarin tam metrik uzaylar oldugu gosterilmistir. Daha sonra
Nuray ve Savas [4] tarafindan fuzzy say1 dizilerinin istatistiksel
yakinsaklik ve istatistiksel Cauchy kavramlar1 verildi ve fuzzy
say1 dizilerinin istatistiksel yakinsaklik dizilerin uzaymin bazi
cebirsel ozellikleri incelendi. Subrahmanyam [5] fuzzy sayi
dizilerinin toplanabilme ile iliskisini inceledi. Fuzzy sayi
dizilerinin kuvvetli p —Cesaro toplanabilme tanimi ve
istatistiksel yakinsaklik kavrami ile olan iliskisi de Kwon [6]
tarafindan incelendi. Fuzzy say1 dizileri pek ¢ok yazar tarafindan
Aytar S. and Pehlivan [7], Altin v.d. [8], Karakas, A. v.d. [9]
caligildi.

Matloka [30] calismasinda fuzzy doniisim dizilerini
tanimlayarak, bu dizilerin noktasal yakinsakligi kavramini verdi.
Daha sonra Altin, Et ve Tripathy [31] fuzzy doniisiim dizilerinin
istatistiksel yakinsaklik kavramini tanimlayarak, bu dizi uzayinin
cebirsel 6zelliklerini incelediler. Fuzzy doniigiim dizileri pek ¢ok
yazar tarafindan ([34], [35], [36], [37]) ¢alisilmistir.

1935 yilinda ilk olarak Zygmund [10] tarafindan istatistiksel
yakinsaklik tanimi verildi. Ayn1 zamanda bu kavram Steinhaus
[11] tarafindan tanitildi. Bu tamimdan faydalanarak Fast [12]
kompleks terimli diziler icin bu kavrami verdi. Istatistiksel
yakinsaklik daha sonra Fridy [13], Salat [14], Connor [15],
Tripathy [16] gibi bircok matematik¢i tarafindan ¢alisildr. Ilk
olarak dereceli istatistiksel yakinsaklik igin derece kavrami
Gadjiev ve Orhan [17] tarafindan c¢alisilmistir. Daha sonra sayi
dizileri igin p. dereceden dogal yogunluk, istatistiksel
yakinsaklik ve Cesaro toplanabilme kavramlari Colak [18]
tarafindan verildi. Freedman, A.R., Sember, J.J. and Raphael,
M., [19] ve Fridy, J. A. and Orhan, C., [20] tarafindan lacunary
istatistiksel yakinsaklik kavrami ve kuvvetli lacunary istatistiksel
yakinsaklik kavrami tanimlanarak bazi kapsama teoremleri
verildi. Noktasal ve Diizgiin Istatistiksel yakimsaklik kavrami
Duman ve Orhan [21], Gokhan ve Giingér [22] tarafindan
verildi. Daha sonra bu kavram Cinar v.d. [23] tarafindan
caligildi.

H* < N olmak tizere bir H* kiimesinin dogal yogunlugunun

6(H") = lim 1|{t <n:t€HY

n-on
oldugunu ve |{t < n:t € H*}| kavraminin H* kiimesinin n den
biiyiik olmayan elemanlarinin sayisini gosterdigini biliyoruz.
Eger §(H*) = 0 ise H* kiimesine sifir yogunluklu kiime olarak
adlandirtlir. Sifir yogunluklu kiime 6 ile gosterilir [13].

x = (x,) dizisinin terimleri bir P &zelligini sifir yogunluklu
bir kiime hari¢ biitiin ¢ ler icin saghyorsa, (x;) dizisi hemen
hemen her t i¢in P 6zelligini sagliyor denir ve h.h.t seklinde
ifade edilir, ([13], [14]). Dogal yogunluk kavramindan
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faydalanilarak istatistiksel yakinsaklik kavram asagidaki sekilde
ifade edilir.

(x;) kompleks terimli bir dizi olsun, her € > 0 i¢in
S{teN:|x,—U|=€e}h=0

olacak sekilde bir U sayist varsa (x;) dizisi U sayisina
istatistiksel yakinsaktir denir ve St —limx =U seklinde
gosterilir. Istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1 St ile gosterilir

Aynm1 zamanda Colak [18] x = (x;) ve 0 <u <1 olmak
tizere her € > 0 igin

o1
Airgﬁl{tgnﬂxt—UlZs}l:O

olacak sekilde bir U sayis1 mevcut ise, bu taktirde (x;) dizisi U
ye u. dereceden istatistiksel yakinsaklik taniminini vererek bu
yakinsakhigi S* —lim(x;) = U(x;) seklinde tanimlamustir. p.
dereceden istatistiksel yakinsak tiim dizilerin kiimesini S* ile
gostermistir.

Colak [18] u. dereceden istatistiksel yakinsaklik kavramini
Cesaro toplanabilirlige uygulayarak 0 < u < 1 ve p € R* olmak
lizere, eger

lim —z |x, = UIP =
n-oo nH

olacak sekilde bir U sayis1 var ise, bu taktirde x = (x;) dizisi .
dereceden  kuvvetli p —Cesaro  toplanabilir  oldugunu
tanimlamugtir. 4. dereceden kuvvetli Cesaro toplanabilirligin p =
1 icin kuvvetli p —Cesaro toplanabilirlige indirgendigini ve pu.
dereceden kuvvetli p —Cesaro toplanabilir dizilerin uzayini Wp”
ile gostermistir. Yani

n
1
Wy = [x = (x,): lim —Z |x, — U|” = 0, enaz bir U icin|.
n-oo nH

Pozitif tamsayilarin artan bir dizisi ® = (¢t,) olsun. Eger
to = 0 olmak iizere r = o igin h, =t, —t,_; ise ® = (t,)
dizisine lacunary dizisi denir, [19].

tr
Dl =)
i=ty_q1+1 i€l

alinacak ve uygunluk i¢in bu toplam kisaca Y, |x;| ile ve tt—r
r-1

orant da gq, ile gosterilecektir. & = (t,) lacunary dizisi
tarafindan  belirlenen  araliklar I, = (t,_,t,] seklinde
gosterilecektir. Bilindigi gibi Lacunary dizi uzaylar1 {izerinde bir
¢ok yazar ¢alismiglardir Nuray [24], Sengiil v.d [25], Bhardwaj
[26], Das [27] vd.

Sengiil, H. ve Et, M., [25] u dereceden lacunary istatistiksel
yakinsakligit @ = (t,) bir lacunary dizi, r = o i¢in h, = t, —
tr_1, I, = (t,_1, ] ve 0 < u < 1 olsun. Her € > 0 i¢in

1
11m |{t€1 |[x; —U| =€} =0
seklinde tammlayarak ve ayni zamanda u. dereceden lacunary
istatistiksel yakinsak ise Sy — limx, = U veya x, > U(Sy) ile
oldugunu gostermiglerdir. p. dereceden lacunary istatistiksel
yakinsak dizilerin uzayi Sg ile gosterilir, [25]. Ayrica N nin bir
H* alt kiimesinin u dereceden @ —yogunlugu
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1
SL(H") = }Lr?oh—”|{t €l:t € H}
T

seklinde tanimlanir. Simdi de kuvvetli lacunary yakinsaklik
hakkinda biraz bilgi verelim. Herhangi bir & = (t,) lacunary
dizisi ve I, = (t,_4, t,] igin

1
lim—z [x, —UIP =0

r—o0 hr =
olacak sekilde bir U sayis1 varsa (x;) dizisi U sayisia kuvvetli
lacunary yakinsaktir denir ve kuvvetli lacunary yakinsak
dizilerin uzay1 Ng, ile gosterilir, yani

1
Ny =<x = (xt):rllrgloh—z |x; — U|P = 0, enaz bir L icin
T

tel,

dir, [19]. Sengiil, H. and Et, M., [25] herhangi bir ® = (¢,)
lacunary dizisi, I, = (t,_1,t-] ve 0 <u <1 olsun. p € R*
olmak iizere

o1
3 b0 =0

T tel,

olacak sekilde bir U sayis1 varsa (x,) dizisi U sayisina p.
dereceden kuvvetli p —lacunary yakinsak oldugunu ve u.
dereceden kuvvetli p —lacunary dizilerin uzaymi Nf;‘p ile

gostermislerdir, yani

1
Ng,p ={x= (xt):rli_{gh—z |x, — U[P = 0, enaz bir U i¢in
T

tel,

dir. Eger @ = (27) alirsak p. dereceden kuvvetli p —Cesaro
toplanabilir dizilerin kiimesi

n
1
Wl = {x = (x,):3L E,llrrlnn—uz |xe —UP = 0]

t=1
elde edilir.

X, elemanlart x ile gosterilmis bir nesneler kiimesi olsun. y
kiimesinde bir A fuzzy kiimesi, y deki herbir noktayr [0,1]
araligindaki bir reel sayiya karsilik getiren bir X,(x)
karakteristik fonksiyonu ile karakterize edilir. y deki bir A fuzzy
kiimesinden bahsedilirken X,: y = 0,1] seklinde bir karakteristik
fonksiyon daima mevcuttur. Bu fonksiyon x € 4 igin X,(x) €
0,1],x ¢ A igin X,(x) = 0 bi¢iminde tamimlanir. Bu sekilde
tanimlanan karakteristik fonksiyona bundan sonra {iyelik
fonksiyonu diyecegiz.

Uyelik fonksiyonunun tanimindan yararlanarak bir A fuzzy
kiimesi,

A={x€y:X,(x) €[0,1]}

seklinde ifade ederiz. Burada X,(x) in degeri A fuzzy
kiimesindeki x noktasinin {iyelik derecesini gostermektedir.
Buna gore X,(x) in 1 e en yakin degeri, A fuzzy kiimesindeki x
in en yiiksek iiyelik derecesidir. Eger E kiimesi klasik anlamda
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bir kiime ise iiyelik fonksiyonu sadece 0 ve 1 degerlerini alir.
Burada X,(x) = 1 veya X,(x) = 0 olmasi x in A ya ait olmasi
veya olmamasi demektir. Buna gore X, (x), A kiimesinin bilinen
karakteristik fonksiyonuna indirgenmis olur, [1].

C(R™), R™ oklid uzaymnin bos olmayan, kompakt ve
konveks biitliin alt kiimelerinin ailesini gostersin. Bu takdirde
C(R™) iizerinde toplama ve skalerle ¢arpma her B,C € C(R™)
igin

B+C={t:t=x+y,x € Bvey € C}
ve her B € C(R™) ve her A € [0,1]
AB ={z:z = Ax,x € B}

seklinde tanimlanir. Buradaki toplama ve c¢arpma islemleri

C(R™) tizerinde bir lineer yap1 iiretir. B ve C kiimeleri arasindaki
uzaklik

8o (B,C) = max{ilégérelcﬂlb - cll,ilé?érelgllb - cll}

Hausdorff metrigiyle tanimlanir. Burada ||-|| sembolii ile R™
deki alisgilmis o6klid normu gosterilmektedir. (C(R™), 8o)
uzaymin bir tam metrik uzay oldugu bilinmektedir. Bir fuzzy
sayisinin tanimi agagidaki bi¢cimde verilebilir.

n —boyutlu 6klid uzayr R™ iizerindeki bir fuzzy sayi
agagidaki sartlar1 saglayan bir X: R™ — [0,1] fonksiyonudur:

i) X normaldir, yani X(x,) = 1 olacak sekilde en az bir
Xy € R™ mevcuttur,

ii) X fuzzy konvekstir, yani herhangi x,y € R" ve 0 < u <
1 i¢in
X(px + (1 = wy) = min{X (x), X (y)}
esitsizligi saglanir,
iii) X tst-yari-siireklidir,

iv) X°={x€R™X(x)>0} kiimesinin kapanist
kompakttir. R™ {izerindeki biitiin fuzzy sayilarin kiimesi L(R™)
ile gosterilir. 0 < a <1 i¢in X% kesim kiimesini gbzoniine
alalim. Tamimdan, X%* € C(R™) oldugu agiktir. L(R™) deki
toplama ve skaler ile garpma X,Z € L(R™) ve t € R olmak lizere

[X + Z]* = X% + Z%ve[tX]* = tX“

seklinde tanimlanir. $imdi, her bir 1 < g < oo igin

d (X, 2) = < f Sm(X“,Z“)qda>q

ve

de = Sup 0, (X% Z%)

0sa<1

metriklerini tammlayalim. g < s i¢in d; < d olmak iizere
do(X,Z) = limdy(X,2)
q—)OO
oldugu agiktir. (C (R™), dq) metrik uzay1 tamdir, [28]. Bundan

sonraki kisimlarda d, yerine d notasyonu kullanilacaktir. Ayni
zamanda d metrigi asagidaki 6zellikleri saglar.

d(cX,cZ) = |c|d(X,Z) €))
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dX +Z,Y+Z") <dX,Y)+d(Z 2. 2)

Bir fuzzy doniisiim dizisi, tanim kiimesi pozitif tamsayilar
kiimesi ve deger kiimesi de fuzzy doniisiimler kiimesi olan bir
fonksiyondur. Bir fuzzy doniisiimler dizisini (f,) ile
gosterecegiz. (f,) fuzzy doniisiimler dizisinin terimlerinin her
birinin tanim kiimesindeki bir t sayismna karsilik gelen bir
(fu(t)) fuzzy say1 dizisi vardir. Eger bir T kiimesindeki her bir
t sayist icin (f,(t)) yakinsak ve f(t) = 1111_r)£10 fn(t) ise bu

taktirde (f;,) dizisi T lizerindeki f ye noktasal yakinsaktir, [30].
Simdide
verelim.

noktasal istatistiksel yakinsaklikk kavramini

(fn) bir fuzzy say1 degerli fonksiyon dizisi ve f de fuzzy
say1 degerli bir fonksiyon olsun. Eger Vx € a, b] ve herhangi bir
& > 0igin,

lim (e < 2 d(£,00, £ () = €}l = 0

ise (f,,) dizisi f e noktasal istatistiksel yakinsaktir denir.

Bu durumda

St
Sty — lim £,(8) = f(¢) veya fo (t) — £ (1)
seklinde gosterilir.

Simdi yukaridaki tanima denk olan tanimi verelim: Vx €
[a,b],Ve > 0,3IM, € §,,Vn € N/M,

d(fu(x), f(2)) <e.

Aciktir ki (f;,) fuzzy say1 degerli fonksiyon dizisinin bir f
fuzzy say1 degerli fonksiyon istatistiksel yakinsak olmasi igin
her n € N/M, i¢in d(f,,(x), f(x)) < & olacak sekilde sonlu bir
M, € §, kiimesinin mevcut olmasidir, ([31], [34]).

Teorem 1.1. (f,,) ve (g,) fuzzy sayr degerli iki fonksiyon
st st
dizisi ve x € a, b] olsun. Eger f;,(x) = f(x) ve g,(x) = gx)

ise 0 zaman,

a) (fa(¥) + gn(x)) = (f) +9()
b) cf(x) Sj cf (x),c € Rdir, [34].

Teorem 1.2. (f,,) fuzzy sayi degerli bir fonksiyon dizisi
olsun. Eger her € > 0,3IM € §,,Vn € N/M,Vx € a, b] igin

d(fu(x), f(x)) <&

ise (f,,) fuzzy say1 degerli bir fonksiyon dizisi [a, b] tizerinde bir
f fuzzy say1 degerli fonksiyona diizgiin istatistiksel yakinsaktir

St
denir. Bu durumda f;, = f seklinde yazilir, [34].

Teorem 1.3. Bir (f,) fuzzy sayr degerli bir fonksiyon
dizisinin bir f fuzzy say1 degerli bir fonksiyona istatistiksel
yakinsak olmast igin gerek ve yeter sart a ya gore (f,), nin f,
ya diizgiin istatistiksel olmasidir, [34].

Teorem 1.4. (f,) bir fuzzy degerli bir fonksiyon dizisi
olsun. O halde agagidaki 6nermeler denktir.

a) (fn), f e istatistiksel yakisaktir.
b) Vx€a,b] igin f,(x)= g,(x)+ h,(x), limg,(x) =

st —
f(x) ve h,(x) = 0 olacak sekilde (g,) ve (h,) fuzzy sayi
degerli fonksiyon dizileri vardir.
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¢) §(T) =1 ve t > oo iken d(fy, (x),f(x)) =0 olacak
sekilde N in bir T = n, alt dizisi mevcuttur, [34].

Stn st . uSt ..
Sonug olarak f, — f ise f, — f dir. f,, — f olmasi igin
gerek ve yeter sart

sup (), f () 2o

olmasidir, [34].

2. Temel Sonuclar

Bu boliimde Et v.d. [32] tarafindan verilen fuzzy doniisiim
dizilerinden faydalanilarak yapilmigtir. u. dereceden noktasal
istatistiksel kavramini baz1 6zellikleri incelenerek, u. dereceden
kuvvetli noktasal yakinsaklik arasindaki iliskiler incelendi. Bu
boliimiin ilk kisminda fuzzy doniisiim dizileri i¢in p. dereceden
lacunary noktasal istatistiksel yakinsakligin tanimi, bazi
ozellikleri ve kapsama bagntilar1 tanimlanmistir. Tkinci kisimda
fuzzy doniisiim dizilerinin u. dereceden Kuvvetli p —lacunary
yakinsakligin tanimi, bazi ozellikleri ve kapsama bagimtilari
tanimlanmugtir.

Tanmim 2.1. ® = (t,) bir lacunary dizisi, I, = (t,_q,t,] ve
u € (0,1] olsun. f = (f;) fuzzy degerli bir fonksiyon dizisi
olmak iizere, eger her x € a, b] ve herhangi bir € > 0 i¢in,

1
}LrghTI{t € L:d(fe(x), fo(x)) 2 €} = 0

ise (f;) fuzzy degerli fonksiyon dizisi f fuzzy degerli
fonksiyonuna . dereceden lacunary noktasal istatistiksel
yakinsaktir. Bu durumda S§ — limf;(x) = f(x) seklinde yazilir.
u. dereceden lacunary noktasal istatistiksel yakinsak
fonksiyonlarin kiimesi S (f) ile gosterilecektir.

Tanim 2.2. ® = (¢t,) bir lacunary dizisi, I, = (t,_q,t,]
olsun. f = (f;),g = (g;) birer fuzzy degerli fonksiyon dizileri
olmak tizere, u € (0,1] ve her x € a, b] i¢in

i) S —limf,(x) = fo(x) ve c € Rise
S — limcf, (x) = cfo (%),

i) S& —limf, (x) = fo(x) ve S§ — limg, (x) = go(x) ise
Se —lim(f (x) + g¢ (%)) = fo(x) + go(x)

dir.
Ispat:

) ¢=0 ise asikardir O0#c€R ve f(x)€SyH(f)
oldugunu kabul edelim. (1) ve (2) deki d metriginin 6zellikleri
ile her x € a, b] ve herhangi bir € > 0 i¢gin,

1
[t € L:d(cfe(x), cfo(x)) = €}

lim
r—0co hr
1 €
< lim 7 e € a2

dir. Buradan da cf;(x) € S5 (f) dir.

ii) Farz edelim ki f = (f;), g = (g;) her x € a, b] i¢in birer
fuzzy degerli fonksiyon dizileri olsun. Ayn1 zamanda Minkowski
esitsizligi ve (2) 6zelligi ile beraber ve herhangi bir € > 0 igin,
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a((f) + (9o fo(x) + go(x))
< d(fe (%), fo(x)) + d(g:(x), go(x))

3) esitsizliginden
lim - I{t € L:d(fe(x) + g (), f(x) + g(x)) = €}

buradan

< limi|{t € L:d(fy(x), f(x)) = E}|
= m hf n A 2
+lim o |fe € 1 g0, 9(0) =

dir.

Teorem 2.3. ® = (t,) ve ®* =(s,), Vr €N i¢in I, C J,
olacak sekilde iki lacunary dizi olsun. f = (f;) fuzzy degerli
fonksiyon dizisi, u € (0,1] ve her x € @,b] olsun. 0 < p <75 <
1 i¢in

i) Eger

lim mf— >0 “)

r—oo r
ise Sg-(f) € S&(f),
ii) Eger

lim =1 (5)

r—00 iy
ise SE(f) € S2.(f) dir.
ispat:
i) Farz edelim ki Vr €N i¢in I. c J. ve (4) esitsizligi
saglansin. Her x € a, b] ve herhangi bir € > 0 i¢in
[{t € Jn: d(fe(x), f(x)) = €} 2 {t € L: d(fe (x), f(x)) = &}

vreN icin I, = (t,_q, b)) =
—t,_, ve £, =S, — S,_, olmak iizere

yazabiliriz.  Buradan
(Sr—l' Sr]' hr = tr

1
o [t € Jr:d(fe (), f(x)) = €}
I

h
> o St € 1 4,00, fu() 2 €.

seklinde olur. Simdide r — oo igin limit alinirsa ve (4) esitsizligi
kullanilirsa Sg (f) € S5 (f) elde edilir.

i) f=(f) €S5(f) olsun. (5) esitligini saglansin. Bu
durumda Vr € N igin I,. C J,. dir.

Her x € a, b],Vr € N ve herhangi bir € > 0 i¢in
1
{,—nl{t € Jn:d(f(x), f(x)) = €}l
T

1
=7 {sr1 st < tr1:d(fe(0), f () 2 €}l
{,,7 I{t t < s d(fe (), f(0) = e}l

+£_77|{tr—1 St <t:d(fe(x), f(0) = €}l
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by = Sp1 | Sy —

a
2, —h, 1
= +{,—,7I{t € L:d(fi (x), f(x)) = &}l

S|
+ gt € L1d (R, () = e}l

4
¢, —h! 1
PR {t € L:d(fe(x), f(x)) = €}

¢,
< (;77‘ 1) +%|{t € L d(f(), f(x)) = e}l

elde edilir. Yukaridaki esitsizligin sag taraﬁndaki birinci terim

r — oo i¢in limit alinirsa (5) esitliginden llm = 1 oldugundan

T

ve ikinci terim f = (f,) € S5(f) oldugundan SE(H) €S2.(H)
dir. Teorem 2.3 den asagidaki sonuglar elde edilmistir.

Sonu¢ 24. & =(t,) ve ®*=(s.),VreN icin [, =
(tr_1, ), Jr = (Sy_1,5,] ve I. € ], olacak sekilde iki lacunary
dizi olsun. f = (f;) fuzzy degerli fonksiyon dizisi ve (4)
esitsizligini saglansin. Bu taktirde

i) Her u € (0,1] igin S” () S5,
it) Her p € (0,1] igin Se+ () < S5(f),
iii) So+(f) € So (f)

dir.

Sonu¢ 2.5. & =(t,) ve ®"=(s.),VreN ic¢in [, =
(tr—1, t- ), Jr = (Sy_1,5,] ve I, € ], olacak sekilde iki lacunary
dizi olsun. f = (f;) fuzzy degerli fonksiyon dizisi ve (5)
esitligini saglansin. Bu taktirde

i) Her u € (0,1] i¢in Sg(f) c S”*(f),
if) Her p € (0,1] igin S4(f) € So+ (f),
i) So(f) € So=(f)

dir.

Teorem 2.6. ® = (t,) ve " =(s,.),Vr €N icgin [, =
(tr_1, ), Jr = (Sy_1,S,] ve I. € ], olacak sekilde iki lacunary
dizi olsun. f = (f;) € B(F),u € (0,1] ve her x € a, b] olsun.
O<u<n<lve0<p<oigin

i) Eger (4) esitsizligi saglanirsa Ng* p(f) c Ng.p N,

ii) Eger (5) esitligi saglanirsa ve f = (f;) € B(F) ise
Ng,(f) © Ng. ,(f)

dir. Burada B(F), [a, b] kapal1 aralig1 {izerinde tiim sinirli fuzzy
fonksiyon dizilerinin kiimesini gostersin.
ispat:

i) Vr € N igin I, € ], olsun ve (4) esitsizligi saglansin.

1
5 Y, @G FE)
T tejrx€a,b]
hﬂ
{’” R
T telyx€a,b]

(d(fe (), f(x))P

esitsizliginden Vr € N igin N_. p(f ) c Ng_p (f) kapsamasi elde
edilir.
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it) (f;) € Ng,,(f) ve (5) esitligi saglansin. f = (f;) € B(F)
oldugundan d(f;(x), f(x)) < M olacak sekilde bir M > 0 say1s1
vardir. Simdide Vr € N i¢in [, € J,. ve h, < £, oldugundan

1
5 Z @(f.(x), f ()P
T tejr,x€ab]
1
= Z d(f.(x), f(X)))P

T t€Jn—In,x€a,b]

1
5 ). @@

T tel,x€a,b]

{.—h 1
()
o 7

¢, —h! 1
ST
[ [

¢ o1
Sh—n—lM-l'W

r T telr,x€a,b]

+

(d(fe(x), f ()P

tel-x€a,b]

(d(fe(x), £(x))P

telyx€a,b)

(d(fe(x), f(x))P

buradan da Vr € N i¢in Nc‘;‘p (f) c Nn*‘p (f) kapsamasi elde
edilir.
Teorem 2.6 dan agagidaki sonuglar elde edilmistir.

Sonu¢ 2.7. ® =(t,) ve ®* =(s,),Vr €N icin I. €],
olacak sekilde iki lacunary dizi olsun. f = (f;) fuzzy degerli
fonksiyon dizisi ve (4) esitsizligini saglansin. Bu taktirde

i) Her p € (0,1] igin Ng. ,(f) € Ng, , (),
i) Her p € (0,1] igin No-,,(f) € N (f),
i) No* p(f) € Nopp ()

dir.

Sonu¢ 2.8. ® =(t,) ve ®*=(s,),Vr €N icin I, CJ,
olacak sekilde iki lacunary dizi olsun. f = (f;) fuzzy degerli
fonksiyon dizisi ve (5) esitligini saglansin. Bu taktirde

i) Her p € (0,1] igin B(F) N N, ,,(f) € Ny, (f),

ll) Her” € (0'1] lQll’l B(F) n Ng,p(f) c NGD*,p(f)l

iti) B(F) N No» (f) € No(f)
dir.

Teorem 2.9. ® = (t,) ve ®* =(s,),Vr €N i¢in I. € J,
olacak sekilde iki lacunary dizi olsun. f = (f;) € B(F),u €
(0,1] ve her x € a,b] olsun. u,n € R sayis1 olmak iizere 0 <
u<n<lve0<p< oigin

i) (4) esitsizligi saglansin. Eger bir dizi f ye kuvvetli
Ng.,(f) yakinsak ise bir dizi f ye Sg(f) —istatistiksel
yakinsaktir,

ii) (5) esitligi saglansin. Eger bir dizi f = (f;) € B(F)
olsun. Bir dizi f ye S4(f) —istatistiksel yakinsak ise f ye
kuvvetli N]. » (f) yakinsaktir.

Ispat:

e-ISSN: 2148-2683

D) f = (fo) € Ny ,,(f),¥r € N igin I, € J, ve & > 0 olsun.
Bu taktirde

(d(fe(x), f(x)))P

t€Jrx€a,b]

_ Z d(f (), F ()P

tejrx€abl|fe—f|ze

LD SN CTVACONAe3))

tejrx€abl|fc—fI<e

> ) @R SO

telx€abl|ft—f|2€

LD SN CTVAC NI e

telyx€abl|ft—fl<e

> > @R FE)
te€l-x€abl|ft—f|2e
> |t € L d(f, (), f () = e}le?

ve boylece

1
= > @hH@ O

T tejrx€a,b]

1
= {,—nl{t € L:d(fe(x), f(x) = }|e”

ht 1
= PR [{t € L:d(fi(x), f (x) = }|eP

yazabiliriz. (4) esitsizligi saglandig1 icin f = (f;) dizisi f ye
kuvvetli N‘g*‘p (f) —toplanabilir ise f ye Sk (f) —istatistiksel
yakinsaktir.

i) S5 (f) —limf,(x) = f(x) ve f = (f;) € B(F) olsun. Bu
taktirde d(f;(x), f(x)) < M olacak sekilde M > 0 sayis1 vardir.
Her € > 0 igin

1
= > @hH@ O

t€Jyx€a,b]
1
= > CIVACNIENE
T teJr—Irx€abl|ft—f|2e

(d(fe (), f(x))P

telr,x€abl|fe—f|<e

£, —h, 1
() 2
T T

¢, —h! 1
MP + —

< 27 2]

T telrx€a,bl|ft—fl<e
([t
hy
+

1
t o
"

IA

(d(fe(), f ()P

telrx€abl|fe—fl<e

(d(fe(x), fF()))P

(d(fe(x), f ()P

tel-xeabl|ft—f|ze

MP 4
hy
1

5 ) @REEY

telyx€abl|fe—fI<e
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<€r1Mp M L.:d > Phrp
Vi +h—?|{te Pd(fe(x), f(x) = e}le e

4, » MP » £, »
< h—n—l M +h—#|{tEIr:d(ft(x),f(x)Ze}le +h—n€
T T T
yazabiliriz. (5) esitligi ile bir dizi f ye S4(f) —istatistiksel
yakinsak ise f ye kuvvetli N "*’p (f) yakinsaktir.

Teorem 2.9 dan agagidaki sonuglar elde edilmistir.

Sonu¢ 2.10. ® = (t,) ve ®* =(s,.),Vr €N icin I, € J,
olacak sekilde iki lacunary dizi olsun. f = (f;) fuzzy degerli
fonksiyon dizisi ve (4) esitsizligini saglansin. Bu taktirde her
u € (0,1] igin,

D) N, (f) € S5,

ii) No+ (f) € S (f),

iti) Nop(f) € So(f)
dir.

Sonu¢ 2.11. @ = (t,) ve ®* =(s,.),Vr €N i¢in I, € ],
olacak sekilde iki lacunary dizi olsun. f = (f;) fuzzy degerli
fonksiyon dizisi ve (5) esitligini saglansmn. Bu taktirde her u €
(0,1] igin,

i) B(F) N Sg(f) € N+, (),
it) B(F) N SL(f) S No= »(f),

iii) B(F) N So(f) € No+,(f)
dir.

3. Sonuglar

Bu calismada, literatiirde bilinen fuzzy fonksiyon dizilerinin
tanim1 ve dizilerin noktasal yakinsakligi kavrami kullanilarak,
fuzzy fonksiyon dizilerinin y dereceden p —lacunary istatistiksel
yakinsaklik kavrami tanimlanarak bazi sonuglar elde edilmistir.
Ayn1 zamanda fuzzy fonksiyon dizilerinin u dereceden kuvvetli
p —lacunary istatistiksel yakinsaklik ile fuzzy fonksiyon
dizilerinin . dereceden lacunary istatistiksel yakinsaklik
kavramlar1 tanimlanarak Sk (f), N5 (f) ve N‘g‘p (f) uzaylarn

arasinda bazi1 kapsama bagintilar ile ilgili sonuglar elde edilerek
bunlar arasindaki iligkiler incelenmistir.
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