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Ozet

Bu ¢alismada, liselerde bazi matematik kavramlarimin ogrencilere anlatiminda yapilan hatalar
orneklerle agiklanmaya ¢alisilmistir. Lise matematik derslerinin islenilisinde, mantik, dil, yontem,
simge kullanimi, kavram bilgisi, vb. gibi bir¢ok bakimlardan onemli boyutlarda olumsuzluklar
gozlenmigtir. Elde edilen verilere, lise ders kitaplarimn taranmasi, OFMA pedagojik formasyon
programlary, uygulama gézlemleri vb. gibi etkinliklerle ulasilmistir. Genel olarak matematik
ogretmenlerinin ders kitaplarindaki yanhghklara dikkat etmedikleri ve dersleri islerken gerekli
diizeltmeleri yapmadiklar: gézlenmistir.

Anahtar Kelimeler: Mantik, Formalizm, OFMA pedagojik formasyon programlari.

On the Concept of Inaccuracies in Mathematics Education

Abstract

In this study, mistakes made in the expression of some of the mathematical concepts for the high
school students are tried to be explained with some examples. Significant negative effects have been
observed in many ways such as logic, language, methods, the use of symbols, concept knowledge,
etc. The obtained data has been reached through activities such as screening of school textbooks,
Secondary pedagogical programs, application observations. Generally, it is observed that
mathematics teachers do not pay attention to the mistakes in textbooks and do not make the
necessary corrections while they are processing the lesson.

Keywords: Logic, Formalism, Secondary pedagogical programs.

1. Matematikte Simge Kullanmanin Onemi
1.1. Matematiksel Kesinlige Dair
Matematiksel sOylemler, pratik degeri diisiik olmalarina kargin, kesinlik tutkunlari

icin bilyiik deger tasirlar. Matematiksel kesinlik, mutlak bir kesinlik olmayip gorecelidir.
Matematigi (ya da matematikgileri) diger alanlardan (ya da digerlerinden) ayiran {i¢ temel
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prensip vardir: 1. Piir matematik¢i “eger p dogruysa o zaman ¢ da dogrudur” savinin
gecerli olup olmadigiyla ilgilenir (Gliney, 2013). 2. Matematikte, tanimlar varsayimlarla
uyum iginde olmali; yeni bir teoremin ispatinda yalniz ve yalniz tammlar varsayimlar ve
daha onceden ispatlanmis teoremler kullanilmalidir. Yani fazlalik ya da laf kalabaligi
olmamali ve en kiigiik bir siiphe de bulunmamalidir. 3. Aksiyomlar, tanimlar, teoremler ve
bunlarin ispatlar1 ifade edilirken kesinlik zorunlulugu vardir. Matematik ardisik ve yigmali
bir asamalar dizisidir ve akil yiiriitme yoluyla yeni soyut gercekleri ortaya ¢ikarir. Ulasilan
yeni bilgiler daha dnceden bilinenlerin ya da dogru oldugu varsayilan onciillerin, zorunlu
mantiksal sonucglaridir ve deney-gbézlemden bagimsiz bir kesinlik igerirler. Bazi
egitimciler, mesleklerinin olaganiistii bir giice sahip olduguna inandiklarindan olsa gerek
(), matematik Ogretmenleri i¢in (hatta herhangi bir alan 6gretmeni i¢in) pedagojik
formasyonun alan bilgisinden daha 6nce geldigini savunuyorlar. Fakat boylece de “bir seyi
Ogretebilmenin olmazsa olmaz kosulu o seyi bilmektir” ilkesini goz ardi etmis oluyorlar.
Bazi egitimciler “mazruf’a degil zarfa bakiyorlar!.. Cesit ¢esit, renkli renkli, giizel giizel
zarflar hazirlamay1 pek seviyorlar. Egitim sistemlerimizin mimarlari olan egitimcilerimiz
daha 1iyisi olsun, daha iyisi olsun diye ikide bir program degisikligi yaparlar. II.
milenyuma girerken de, bdyle bir program degisikligi gerceklestirmigler ve bilim
adamlarinin biitiin direnmelerine ragmen egitim fakiiltelerinin matematik boliimlerindeki
matematik derslerini yari yariya tirpanlayarak yerlerine pedagojik formasyon dersleri
koymuslardi. Simdi baz1 matematik  Ogretmenlerinin  matematik  bilgilerinin
yetersizliginden yakiniyoruz!.. “Matematik ya kesindir ya da bir hictir” (King, 1999). Son
yillarda, matematikgilikten gelmeyen, bu nedenle de matematigin degerinin nerede
oldugunu karistiran, fakat matematik egitimi konusunda s6z sahibi goriinen bazi
egitimcilerin, kuskusuz iyi niyetle Onerdikleri ve uygulattirdiklari, fakat matematigin
timdengelimsel dogasi ile uyusmayan, lise matematik program ve yontemleri ne yazik ki
bu hicligi temsil etmektedir. Onerilen agik¢a sudur: Kavramlar kolaylassin; fizik ve sosyal
bilimlerdeki gibi timevarimsal yontemlerle 6grenci kavramlar1 kendi olustursun; varsin
kafalarma yerlestirdikleri kavram asil plir matematikteki gercek kavramin tam karsiligi
olmasin fakat yasamsal olgular1 ¢agristirsin; biraz muglak olsa da 6grenci kafasma gore bir
seyler algilasin; kafay1 zorlayan akil yiiriitmelerden uzak durulsun ki matematigi sevsinler;
biraz daha pratiklik, ger¢ek yasama uygulanabilirlik daha iyidir. Tamam yapin! Fakat buna
matematik demeyin! Otomatik, paramatik, bankamatik, vs. deyin ama matematik
demeyin... Boyle bir séziim ona matematik terbiyesi almig Ogrencilerden, gercek
matematik egitimi almis 6grencilerden beklenen davramislari beklemeyin. Ogrencilerin
dogru ile yanlisi ayirt edebilmelerini, demagoji degil dogru akil yiiriitme yapabilmelerini,
korii koriine ya da kafasina gore ya da isine geldigi gibi degil fakat kurallara hakka hukuka
saygili davraniglar gostermelerini beklemeyin. Matematige gercekten yatkin Ggrencilerin
de bu egitim yiiziinden korelmeyip ilerde biiylik matematikg¢iler olmalarim1 beklemeyin.
Matematigin yontemi tiimdengelimdir. Matematik Ogretmek i¢in matematikten
vazgecilmez! Kavramlarin kesin tanimlar1 verildikten sonra, anlamakta zorlanan
ogrenciler i¢in tiirli tiirlii 6nlemler alinabilir, bol bol drnekler lizerinde ¢aligilabilir, 6zveri
gerektiren caligmalar yapilabilir; fakat onlar anlasin diye ayr1 bir matematik uydurulamaz.
“Krallar icin (ya da gec anlayanlara 6zgii) ayr1 matematik yoktur (Euclid-Eukleidés, M.O.
330-M.0. 275)” (Giiney, Pasal, Ozsot ve Kogak, 2013). Tiimdengelimsel aksiyomatik bir
disiplin olan matematigin dogasina ters bir anlayisla, matematigin konularim giinlik
yasam olgulartyla iliskilendirerek, doga bilimlerinin ve sosyal bilimlerin tiimevarimsal
yontemleriyle islemeye kalkisilmak ve buna da “Yapilandirmact Ogrenme Yaklasimi”
diyerek, 6grencinin matematiksel kavramlar1 daha kolay anlayacagi ve kalici olacagi
savim savunmak biiyiik bir hatadir. Yapilan sudur: Ogrenci ne yaptigin1 neye ulagmaya
calistigimi bilmeden birtakim c¢aligmalara itiliyor; diyelim “birim (etkisiz) eleman”
kavramin1 kavratmak igin, bu kavrama dair 6grenciye -hadi tammdan vazgegtik- higbir

76



£/,

q‘“‘« MSKU Egitim Fakiiltesi Dergisi MSKU Journal of Education
ISSN 2148-6999 Cilt-Volume 2, Sayi- Number 2, 2015

ipucu verilmeden, ne amacla ugrastiklar1 bildirilmeden “illallah” dedirtecek bir takim
caligmalar yaptirilarak, 6grenci sanki “kahin”mis gibi, “simdi etkisiz eleman ne demekmis
anladiniz degil mi?” diye soruluyor. Sonra da, bunu sdyle ifade ederiz diye yarim yamalak
sO0ziim ona bir tanim veriliyor: “Bir 4 kiimesinde taniml1 “A” igleminin etkisiz eleman1 e
olduguna gore Vxed i¢in x A e = ¢ A x = x oldugunu fark ettiniz mi?”. Hemen tiim
kavramlar1 anlatmak icin bastan sona boyle devam ediliyor ve matematik “katlediliyor™!..
Bagka bir 6rnek olarak, ters eleman kavrami, bir komisyon tarafindan hazirlanan 9. sinif
matematik ders kitabinda, -“ters eleman” s6zciikleri hi¢ anilmadan 6grenciye birkag islem
yaptirildiktan sonra- aynen sdyle anlatilmistir: “Bir kiimede tamimli bir isleme gore
herhangi bir eleman, tersi ile isleme girdiginde sonucun islemin etkisiz elemanim verdigini
fark ettiniz mi? Bu durum, bir 4 kiimesinde tanimli “*” igleminin etkisiz eleman1 “e” ve
herhangi bir x elemanmnin “*” islemine gore tersi x' olmak iizere, x * x' =x' * x = ¢
seklinde ifade edilir.” Bu s6zde tanimlar i¢in kullanilan dil sintaktik kurallara uymamakta
ve matematiksel dilin kesinlik, mantiksallik, dakiklik ve evrensellik 6zelliklerinden uzak
bulunmaktadir. Kaldi ki, bastan sona tiim konular matematigin tiimdengelimsel
yontemiyle degil, sanki fizik ya da sosyal bilimler ¢alisiliyormus gibi tiimevarimsal
yontemle islenmektedir. Kavramlarin ne anlama geldikleri ve hatta isimleri (terimler) bile
ogrenciye buldurulmaya c¢alisitimaktadir. Ogrenciler ne amacla neye ulasmak igin
caligtiklarin1 bilmeden birtakim &devler yapmakta ve sonra da kafalar1 karmakarigik
haldeyken onlardan adlarini bile duymadiklari kavramlarin tanimlarma ulagmalari
beklenmektedir. Oysa c¢alismalarin sonunda kendi yaptiklar1 bu soézde tanimlardaki
yanliglik ve eksikliklerden agikg¢a belli oluyor ki, s6z konusu kavramlar yazarlarin
kafalarma bile tam olarak yerlesmemistir. O halde 6grencilerin mantikli akil yiiriitme
yapamamalarina sasmamaliyiz. Dogrusu ¢ok nettir; bir (4,*) grubunda birim eleman ve
ters eleman oOzellikleri, tiim ulusal dillerden bagimsiz olarak matematigin evrensel
simgeleriyle asagidaki gibi yazilir:
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Jdecd, VxeA,x*e=e*xx=x

Vxed,yed,x*y=y*x=e¢
(Giiney, 2006; Giiney, 2007).

Bu sintaktik onermelerde gecen 3 ve V gibi simgelerin tanimlari, kullanilislari,
kullanim siras1 degistiginde ifade edilen anlamin nasil degistigi vb. her tiirli matematik
caligmasi i¢in lojistik olusturan matematiksel mantik konusunda incelenir. Matematiksel
sembolik mantik, lise 1 matematik ders konularinin basinda yer alir; ancak ¢ogu
matematik dgretmenleri ve matematik kitabi yazarlar1 bu konunun daha sonraki konular
icin temel olusturdugunu goéz ardi ederek “lstiinkorii” islemekte ve adeta sanki sonraki
konulardan bagimsiz bir konuymus gibi ele almaktadirlar. Kavramlarin tanimlanmasinda
ve birbirleriyle iligkilendirilmesinde, teoremlerin ifadelerinde ve ispatlarinda, varsayim ve
kanitlanmis teoremlerden hareketle yeni bilgilere ulagsmak icin yapilan akil yiiriitmelerde
stirekli matematiksel mantik kullanmalar1 gerektigi halde hemen her zaman bunu goz ardi
etme gafletine diiserler. Bdylece matematigi de matematik olmaktan cikarip, siradan,
muglak, anlasilmaz, sevimsiz ve itici bir hale getirirler. Matematik 6gretmek igin
matematikten vazgecilmez! Kavramlarin kesin tanimlarimi verdikten sonra, anlamakta
zorlanan Ogrenciler igin tiirli tirlii Onlemler alabilir, bol bol &rnekler {izerinde
caligabilirsiniz, 6zveri gerektiren ¢aligmalar yapabilirsiniz, fakat onlar anlasin diye ayri bir
matematik uyduramazsiniz. Matematigin tiimdengelimli aksiyomatik yapisim1 goz ardi
edemezsiniz (Giiney, Korkmaz ve Isik, 2010; Giiney ve Ozkog, 2014).

Matematigi bicimsellestirme c¢abalarmin (Formalist Akim) etkili onciisii David
Hilbert’tir (1862-1943). Bicimselci yaklasim, Godel Teoremleri ile de sarsilmig olmasina
karsmn, plir matematigin en dnemli karakteristigini sergiler; akil yiiriitmelere karisabilecek
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mantik dis1 etkenleri ortadan kaldirarak paradokslara diismeyi Onler; sezginin yol
acabilecegi yanhs bilgilenmeleri ortadan kaldirir. Tam bigimsellik (formalizm) akiminin
temel prensipleri: 1. Tamlik (sistemde bulunan her gegerli formiiliin, sonlu bir formel
cikarim dizisi ile aksiyomlardan elde edilebilmesi), 2. Tutarlilik (bir teorem ve bunun
ziddinin aksiyomlardan ¢ikarilamamasi) ve 3. Obje dil (asil konunun islendigi dil) -meta
dil (as1l konuya digardan bakarak onun hakkinda konusulan dil) ayiriminin kesin ¢izgilerle
belirlenip, sistem iginde gegen mantik kurallari, tanimlar, varsayimlar ve ispatlarin,
caprasiklik (muglaklik) ve sezgiye asla yer vermeden, matematigin evrensel simgelerinin
kullamldigi, obje diliyle ifade edilmeleri zorunlulugu olarak o6zetlenebilir. Formalist
okulun, matematige bir g¢ekidiizen verme yolundaki tam bigimsellestirme c¢abalarimin
yerindeligi, biiyiik 6lglide kabul gérmiistiir. Formalistler, matematigi i¢inde sakli (imali,
sezgisel, slipheli, caprasik...) hi¢bir kayit bulunmayan, birbirleriyle iliskileri nceden kesin
olarak saptanmig bir simgeler sistemi haline getirmeyi amaglar. Tiim matematiksel deyim
ve kavramlar tanimlandiktan sonra bunlara simgesel bir karsilik verilir. Bu saglandiktan
sonra artik salt matematiksel sistem, bir araya gelisleri ve nasil kullanilacaklar1 6nceden
saptanmig ve piir matematik dil ile ifade edilmis, simge bloklarindan ibarettir. Akil
yiirlitmelerin gegerliligi ya da gecersizligi simgelerin karsilik geldigi terimlerin 6zel
anlamlarindan (ya da cagristirabilecegi olasi anlamlardan) bagimsizdir. Varsayimlardan
hareketle yeni bilgilere ulasmak, bir simgeler zincirini, baska bir simgeler zincirine
doniistiirmekten ibarettir. Ortaya ¢ikan sembol zincirleri, yersiz ve yanlis bazi anlamalara
yer vermeyecek sekilde, bir orgii gibi islenerek dikkatle bir araya getirilmis simgelerden
olusan “sanatsal” soyut tasarimlardir. Bigimsellik tam olarak gerceklestiginde, daha dnce
kargilagilan ya da karsilasilabilecek olasi tutarsizlik ve ¢oziimsiizliik nedenleri ortadan
kalkar; tstelik hangi dili konusursa konugsun herkesge ayni anlama gelen bir evrensel
diisiinsel sistem ortaya koyulmus olur. Matematige 6zgii kesinlik dakiklik ve evrenselligi,
tam anlamiyla ancak bigimsellik gergeklestirebilir. Bi¢imsellik, matematigin “az sayida
varsayimdan hareketle, ¢ok sayida yeni ve giivenilir bilgilere ulastiran en istiin bilimsel
disiplin” oldugu diisiincesini pekistirmistir. Daha 6nce ele alinmig bulunan fakat birgok
asamada sezgiye yer veren ve gecisler arasinda bazi muglakliklar bulunduran bir¢ok
matematiksel aragtirma konusu, formalistler tarafindan saglam aksiyomatik temellere
oturtulmustur. “Bilimler, daha giivenilir olmak i¢in daha ¢ok matematik kullanmalidir”
anlayis1 artik iyice yerlesmis ve okullarda da matematik egitiminin, ylizyillardir ilk sirada
olan yeri adeta sabitlenmistir. Ayrica bunun yaninda, matematigin asil konusunun,
varsayimlarm ya da bunlardan ¢ikan sonuglarm birtakim gercek olgularla uyumlu olup
olmadigimi arastirmak degil, fakat ulasilan bilgilerin (giinlik yasamda kullanabilme
kaygis1 olmaksizin) baslangigta varsayilanlarin zorunlu mantiksal sonuglari olup
olmadigimi aragtirmak oldugu daha iyi anlagilir olmustur. Boylece, matematigin
insanoglunun isine en ¢ok yaradigi tarafinin, fizik, miihendislik, vs. alanlarmdaki
(dogrudan) katkis1 degil, fakat onun insanoglunu dogru diisiinebilmeye ve boylece dogru
olan1 yapabilmeye alistirabilmek i¢in en uygun antrenman oldugu da daha iyi anlagilmistir.
Matematik insanlar1 dogru, tutarhi ve dakik diisiinmeye alilstiran en organize disiplindir.
Giliney, matematik egitimi lizerine yaptig1 bir¢ok calismasinda (Giiney, 1993; Giiney,
2006; Giiney, 2007; Giiney, Korkmaz, Isik, 2010; Giiney ve Ozkog, 2014) bu alanda
yapilan hatalar1 Onemle vurgulamistir. Matematik felsefesinin anlagilamamasindan
kaynaklanan bu sorun ancak uzmanlarmdan alinan iyi bir egitim ve matematik felsefesi ile
matematik mantigim ele alan pek ¢ok eseri (Stevens, 1968; Reichenbach, 1981; Hardy,
1993) incelemekle asilir.

Oyya W

1.2. Matematik Konularimin Islenisinde Karsilasilan Yanlishiklara Ornekler
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Onermeler, dogru ya da yanhs kesin bir hiikiim bildiren ifadelerdir. Onerme elde
etmenin bir yolu da, agik Onermelerdeki degiskenleri “V” ve “3J” sembolleriyle
gosterdigimiz ve adma sirasiyla “evrensel” ve “varliksal” niceleyiciler dedigimiz
niceleyiciler ile nicelemektir. Sayet agik onerme ¢ok degiskenli bir agik 6nerme ise bu
acik onermedeki degiskenlerin evrensel ve varliksal niceleyicilerle nicelenmesi sonucunda
cesitli onermeler elde edilebilir. Bu noktada niceleyicilerin sirasmin dnemi ¢ogu kez
bilerek ya da bilmeyerek goz ardi edilir. Bu durum ise matematigin dakikligini zedeler.

Oyy3

Ornegin konu evreni RxR olan P(x,y): “x+y=0" iki degiskenli acik Onermesinin

degiskenleri evrensel ve varliksal niceleyiciler ile nicelendiginde elde edilen
(VxeR)(dyeR)(x+y=0)

onermesi dogruluk degeri 1 (dogru) olan bir 6nerme olmasina karsin yine degiskenlerin
niceleyicilerle bu kez farkli sirada nicelenmesi ile elde edilen

(FyeR)(VxeR)(x+y=0)

onermesi dogruluk degeri 0 (yanlis) olan bir dnermedir. Bu 6rnek niceleyicilerin sirasmin
ne kadar 6nemli oldugunu ortaya koymaktadir. Ote yandan P(x,y) konu evreni XxY olan
iki degiskenli bir agik 6nerme olmak lizere

(FyeR)(VxeR)(x+y=0) - (VxeR)(IyR)(x+)y=0)

kosullu 6nermesinin bir gerektirme oldugu goz ardi edilmemelidir. P(x,y), konu evreni
XxY olan iki degiskenli bir a¢ik 6nerme olmak tizere

Qe (VxeX)P(x,y) > (VxeX)(FyeV)P(x.,y)
kosullu 6nermesinin gerektirme olusu, diizgiin siirekli her fonksiyonunun siirekli, diizgiin
yakinsak her fonksiyon dizisinin noktasal yakinsak ve diizgiin denk olan metriklerin
topolojik denk oldugunu ispatlarken anahtar gérevi géormektedir.

Konu evreni XxY olan iki degiskenli bir P(x,y) a¢ik Onermenin degiskenlerinin
niceleyicilerle nicelenmesinden elde edilen 6nermeler arasindaki iliskiler:

(Vx eX)(VyE NP(xy) << (Vye Y)(VxEX)P(x,y)
(3x eX)(VyE Y)P(x,y) (FveN)(Vx EX)P(x,y)
(VyeV)(3x EX)P(x,y) (Vx eX)(HyE Y)P(x,y)

(eN(@xeX)Plxy) <<  (IxeX)Fyel)P(xy)
(Bloch, 2011).

Tamm: 4 — R olmak lizere

A, aralik ;= [ (x,yed)(x<z<y) - zeA | (Giiney, 2003a).

79



£/,

q‘sa‘“ MSKU Egitim Fakiiltesi Dergisi MSKU Journal of Education
ISSN 2148-6999 Cilt-Volume 2, Sayi- Number 2, 2015

yya®

4

Tamm: ¢ # 4 < R kiime, aeA4 ve €>0 olmak iizere

B(a,e) = {x||x-a|<exeA} (Bartle ve Sherbert, 2000).

Tamm: ¢ # 4 — R kiime, f: 4 —> R fonksiyon ve xeR olmak iizere

x, A’nin y1g1lma noktasi : <= (Ve>0)((B(a,e)\{x})"4 = ¢ ) (Bartle ve Sherbert, 2000).

Tamm: ¢ # 4 — R kiime, f: 4 —> R fonksiyon, acD(4) ve LeR olmak iizere

lim,_,, fix)=L := (Ve>0)(35>0)(VxeAd)(0 < |x-a| < d — | fix) — L | < &) (Bartle ve
Sherbert, 2000).

Tamm: ¢ # 4 — R kiime, f: 4 - R fonksiyon, ac D(AN(a,©)) ve LeR olmak iizere

lim, .+ fix)=L = (Ve>0)(A0>0)(xeAd(a,a+d) — | fix) — L | <€) (Bartle ve Sherbert,
2000).

Tamm: ¢ # 4 — R kiime, f: 4 - R fonksiyon, ac D(AN(-©,a)) ve LeR olmak iizere

lim,_,,. fix)=L = (Ve>0)(36>0)(xeAn(a-d,a) = | fix) — L | < &) (Bartle ve Sherbert,
2000).

Tamm: ¢ # A — R kiime ve f: 4 - R fonksiyon olmak iizere

f, (4’da) siirekli
=
(VaeAd)(Vex>0)(F>0)(Vxed)|x—a |<d—>|f(x)—f(a)| <e)
(Bartle ve Sherbert, 2000).

Not: 6 sayisinin hem a noktasina hem de & sayisina bagl oldugunu gézlemleyiniz.

Tamm: ¢ # A — R kiime ve f: 4 — R fonksiyon olmak iizere

£, (4°da) diizgiin siirekli
=
(Vex>0)(36>0) (Vaed) (Vxed)(|x—a|<d—> |f(x)—f(a)| <€)
(Bartle ve Sherbert, 2000).

Not: 4 sayisinin sadece € sayisina bagh oldugunu gézlemleyiniz.

Teorem: ¢ # A — R kiime ve f: 4 —» R fonksiyon olmak {izere
1, (A’da) diizgiin siirekli = f, (4’da) siirekli.
Ispat. £, (4°da) diizgiin siirekli olsun.
1, (A’da) diizgiin stirekli

—
(Vex>0)(36>0)(Vaecd)(Vxed)|x—a|<d—> | f(x)—f(a)| <e)
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=
(Vaed)(Vex>0)(35>0)(Vxed)(|x—a |<d > | f(x)—f(a) | <e)
=
1, (A’da) siirekli.

Ornek: 1 (x) = 1/(x*+1) kuraliile verilen f: R — R fonksiyonu diizgiin siireklidir.

|f@x)=f(a)|=| V1) = (@+]) | = |x—allx+a |/ P+1)@+]) <8 x+al/
(+1)(@*+1)

SO (| x|/ P+ (@) + (|a |/ (FP+1)(a™+1)) ] <d(1+1)=28<¢

oldugundan & sayisini sadece € sayisina bagli olarak 0 < 6 < &/2 seklinde secebilecegimizi
gozlemleyiniz.

Ornek: f{(x)=1/x kurali ile verilen f: R\{0} — R fonksiyonu bircok matematikgi tarafindan

stireksiz olarak bilinmesinin aksine siirekli bir fonksiyondur. Ancak diizgiin siirekli
degildir.

acR\{0} icin |x-a|<|al/2 olsun. Bu durumda

>0 = |x-a|<al2 = -al2 <x—a<a2 = a2 <x<3a2 = 2/3a < 1/x <2/a = 2/3]a| <
1/|x| < 2/|al

veE

a<0 = |x-a| < —a/2 = a/2 <x—a <—a/2 = 3a/2 <x < a2 = 2/a < 1/x < 2/3a = 2/3|a| <
1/|x| < 2/|al

oldugundan

\1/x-1/a| = |(x-a)/xa| = |x-al/[xa| = [x-a|/|x||a| < &/|x||a| < (&/|a])(2/|a]) = 28/a* < € = & < a’&/2

elde edilir. Dolayisiyla her € > 0 sayist i¢in 0 < & < min {a/2,a’¢/2} segilirse her xR igin
[x-al<d= /(0 -f@] <z

kosulu saglanir. O halde f fonksiyonu a noktasinda siireklidir. a€R\{0} oldugundan f
fonksiyonu R\{0} ’da siireklidir.
Ote yandan € = 1 olmak iizere her § > 0 sayist icin x = §/(26+1)eR\{0} ve a = §cR\{0}

alinirsa
|x—a|<dAn|fx)-fla)|=2=21=¢

kosulu saglandigindan dolay1 f fonksiyonu R\{0} da diizgiin siirekli degildir.
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Ornek: f (x) = sgnx kural ile verilen f/: R — R fonksiyonu siireksiz olmasina karsin

ayni1 kuralla yani g (x) = sgnx kurali ile verilen g : Z — R fonksiyonu siireklidir.

I. Yol: e=1 olmak lizere her 6> 0 sayisii¢in xe(-6,0)\{0} alinirsa

[x=0[=[x[<SA[f) SO [=[f)-0[=[f)[=1=1=¢

kosulu saglandigindan dolay1 f fonksiyonu x =0 noktasinda siirekli degildir. Dolayisiyla
fonksiyon siirekli degildir.

II. Yol: 1/n —> 0 fakat f(1/n)=1— 1% 0=f(0) oldugundan f fonksiyonu x =0
noktasinda siirekli degildir. Dolayistyla fonksiyon siirekli degildir.

Not: “a noktasindaki limiti, fonksiyonun a noktasindaki degerine esitse fonksiyon a
noktasinda siireklidir.” seklinde verilen tanimin yanlis oldugunu gézlemleyiniz.

Tamm: G # ¢ kilme ve * : G© — G fonksiyon olmak iizere

(G,*) grup
=
(Vx,p,ze G)(x*(y*z)=(x*y)*z)
(F0€G)(VxeG)(x*+0=06%x=x)
(VxeG)(Ax" e G)(xxx'=x"%x=0)
(Maddox,2002).

Not: Evrensel ve varliksal niceleyicilerin sirasina dikkat ediniz.
Cok karsilasilan hatalar:

Onerme baglaclar

Onerme baglaglariyla ilgili tamm ve varsayimlar verilmeden, ornekler iizerinde
caligilarak bunlar kesfedilmeye ¢alisiliyor.
... “p,q dnermeleri birlestirilirken veya baglacinin kullamldigina dikkat ettiniz mi?.. Bu
durumda veya baglaci ile baglanmig iki Onerme “pvg” olarak yazilir. Yukaridaki
orneklerden yararlanarak pvg dnermesinin dogruluk tablosunu olusturalim...”

Ayni sekilde pag, p=q, p<>q bilesik Onermeleri igin de, aksiyom (yani bir kabul)
olarak en bagta verilmesi gereken dogruluk tablolar1 -ve hatta terimler- Ogrenciye
kesfettirilmeye ugragiliyor!

Niceleyiciler

Ogrenci yine ne yaptigini ne yapacagini bilmeden &rnekler iizerinde calistirildiktan
sonra, “bazi1”, “her” terimlerini daha 6nceden biliyormus gibi(!) ve bunlara ait varsayimlar
da verilmeden “Bazi niceleyicisi 3 sembolil ile gosterilir... Her niceleyicisi V semboliiyle
gosterilir” agiklamasi yapiliyor. Yine ornekler iizerinde ¢aligilarak, niceleyicilerin temel
teoremi “Yukaridaki onermelerden anlasilacagi gibi bazi niceleyicisinin olumsuzu her
niceleyicisi, her niceleyicisinin olumsuzu da bazi niceleyicisidir.” geklinde kanitlanmis
oluyor!

Ispatlar
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“Teorem: Bir dogal sayinin karesi ¢ift say1 ise kendisi de ¢ift sayidir.”
fspat: a ¢ift say1 degilse a* de ¢ift say1 degildir. a ¢ift say1 degilse a=2n+1 seklinde bir tek
sayidir. Bu durumda, b ¢ift say1 ise b= 2m olacak sekilde bir m dogal sayist vardir.” ve
masal devam ediyor!

Bagka biri:

“Teorem: VxR i¢in, (x-3).(x+3)=(x>-9)

x degiskenine farkli degerler vererek asagidaki tabloda ki noktali yerleri doldurunuz...”
lic-bes denemeden sonra esit ¢ikt1 yleyse esit(!) vay vay!

“Teorem: VxeR = x <x°

(Yine degerler vererek dnce dogru bulunuyor.) dérdiincii denemede x = 1/2 igin yanlis, o
halde onerme yanlistir” Neden teorem diye basladiniz?! Bunlar bir¢ok dogru &rnek
arasindan secilmis hatali olanlar degildir. Ne yazik ki kitabin tiimii bu “minvaldedir.”

Kiimeler

Islenilen mantik konusu hi¢ kullanilmadan kiime ile ilgili esitlik, alt kiime, birlesim,
kesisim vb. kavramlar 6grenciye buldurulmaya c¢alisiliyor. Birlesim ve kesisim ile ilgili
aciklamaya bakimz: “4 ve B herhangi iki kiime olmak {izere bu iki kiimenin ortak
elemanlarinin olusturdugu kiimeye 4 ile B kiimelerinin kesisim kiimesi, tiim elemanlarinin
olusturdugu kiimeye de 4 ile B kiimelerinin birlesim kiimesi denir. Bu durumda, K=4NB,
L=AUB gosterimlerinin dogru olup olmadigini arastiriniz.”. Acaba nedir nedir?

AnB={x| xedrxeB} ve AUB={x|xedvxeB}

tanimlar1 ¢gok mu agir geliyor da bunlar 6grenciye verilmek istenmiyor. Bu sekilde tiim
teoremler gecistirilerek “sifir mantikla” devam ediliyor. Dogru yazilmis bir tek sayfa
bulabilene ask olsun!

Kartezyen Carpim

Sayisal olmayan veya elemanlari arasinda bir siralamanin s6z konusu olmadigi ve
elemanlar i¢in gercel eksen ilizerinde birtakim noktalar s6z konusu olmadigi kiimeler
arasindaki bagintilarin kartezyen diizlemde grafikleri ¢iziliyor! Bagintilar ve o6zellikleri
yine mantiksizliklarla dolu olarak anlatiliyor ve sayisal olmayan bagintilar da analitik
diizlemde gosterilmeye kalkiliyor.

Sabit Fonksiyon
“f'sabit fonksiyon ise f: R — R, VxeR i¢in f{x) = ¢ (ceR) seklinde ifade edilir.”
Sayfa smirlamast nedeniyle, hemen tiim kitap boyunca siiren, yanlis sorular, tanmmin

kaniti(!), deneme yontemiyle ispat(!), yanlis bilgiler, yanlis simge kullanimlari, kartezyen
diizlemin yanlig kullanimi ve bir y18in yanhslhiga yer veremiyoruz.

Sayilabilirlik
Cogu zaman sayilabilirlik sonluluk ile karistiriliyor. Siireklilik tanimi, limit tanimi

yanlis ya da eksik veriliyor.

Bosluk ve evrensellik ile ilgili diisiinceler:
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Bos kiime vardir, olmayan onun elemanidir!.. Bos kiimede evrenin higbir elemani
yoktur ama evrenin alt kiimelerinden biri de bos kiimedir. Eger evreni 6nemsiyorsaniz, bos
kiimeyi 6nemsemelisiniz! Ciinkii bos kiime, evren ve sonsuzluk birbirleriyle siki iliski
icindedir:

1. Bos kiimenin her elemani sonsuzdur.
Xep=>x=00
Ispat. Besbelli !..

Not1: (0= p(x))=1
2. Bir (E£,d) metrik uzayimda bos kiimenin ¢ap1 (eksi) sonsuzdur.

‘ (E,d) metrik uzay = d(¢) = — .
Ispat.
d(d) = sup{ d(x,y) | x,yed } = sup ¢ = min ¢" = min [R = min RU{—o0,+o0} = — oo,
Not 2: Bir (£,d) metrik uzaymda bir 4 kiimesinin ¢ap ikiger ikiser elemanlar1 arasindaki
uzakliklar kiimesinin supremumuna denir; d(4) ile gosterilir.

(E,d) metrik uzay
AcE
=
d(4) = sup{ d(x.) [ x,yed }

3. Bir (£,d) metrik uzaymda bos kiime smirsizdir.

(E,d) metrik uzay = d(¢p)eR
Ispat. 2°den.

Not 3: Bir (£,d) metrik uzayinda capi sonlu olan bir kiimeye (¢ap1 bir gergel say1 olan bir
kiimeye) sinirli kiime, aksi halde yani c¢api art1 sonsuz veya eksi sonsuz olan bir kiimeye
smirsiz kiime denir.

(E,d) metrik uzay
AcCE
=
A smirh i< d(4)eR

A sinirsiz < d(4)€|R\R = {+ oo0,-00}
4. Bir (E,) sira yapisinda bos kiime hem alttan hem de {istten sinirlidir

(E,) poset
U PN
<
(3xeE, Vyed,y a x) A (IxeE, Vyed,x a y)
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Ispat.
0"={xlyep =>yaxt=E#¢ ve ¢"={xlye¢=>xa y}=E=

Not 4: Bir (E,a) sira yapisinda (poset, kafes, zincir, vs.) bir 4 kiimesinin tim
elemanlarindan biiylik olan bir elemana, 4 kiimesinin bir {ist smir1 denir; 4 kiimesinin tim
iist smirlarinin kiimesi 4” ile gosterilir. 4 kiimesinin tiim elemanlarmdan kiigiik olan bir
elemana, 4 kiimesinin bir alt sinir1 denir; 4 kiimesinin tiim alt smirlarinin kiimesi 4° ile
gosterilir. 4 kilmesinin en az bir st smir1 varsa (yani A4” bos degilse) A’ya iistten sinirl
denir; en az bir alt sinir1 varsa (yani 4° bos degilse) A’ya alttan sirli denir.

(E,) poset
AcCE
=
A"={x lyed=yax}
A= {x lyed=xay}

A ustten sinirh
=
A" £ §
=
dxeE, Vyed,y a x

A alttan smurl
=
A #
=
dxeE, Vyed,xa y

5. Bir (E, ) sira yapisinda bos kiime sinirlidir.
(E,a) poset = ¢ smirh
Ispat. Teorem 4 ve Not 5.

Not 5: Bir (E,a) sira yapisinda bir 4 kiimesi hem iistten hem de alttan smirliysa buna
sinirlt kiime denir; aksi halde smirsiz denir.

(E,) poset
AcCE
=
A smirh
=
A" OAA %
A sinirsiz
=
A=pv A" =¢

6. Bos ailenin kesisimi tiim evrendir.
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NG=F

Ispat.
No={x|Aed >xed } =F

Not 6: Bir X evrenin alt kiimelerinden olusan bir ailenin kesisimi aileye ait her kiimede
bulunan elemanlarin olusturdugu kiimeye denir; bir ailenin birlesimi de bu ailedeki

kiimelerden en az birine ait olan elemanlardan olusan kiimeye denir. A ailesinin kesigimi

NA ile birlesimi UA ile gosterilir.

Ac2¥
=
NA={x|VAeA, xed}={x|AcA=xed}
UA = {x|34eA, xed }

7. Genisletilmis gergel sayilarin alisilmis posetinde, bos kiimenin supremumu arti sonsuz,
infimumu eksi sonsuzdur.

(IR,<) = inf ¢ = o0, sup ¢ = —o0

Ispat.
sup ¢ = min ¢ = min |R = min RU{-0,+0} =—o0

inf ¢ = max ¢* = max |R = max RuU{—o0,+00} = 0.

Not7: Bir (E,) sira yapisinda bir kiimenin supremumu iist sinirlarinin minimum elemant,
infimumu alt sinirlarmin maksimum elemanidir.

(E,) poset
AcCE

=
sup 4 := min A", inf 4 := max A°

8. Bir (£,d) metrik uzayinda bir noktanin bos kiimeye uzakligi sonsuzdur.

((E,d) metrik uzay)(xeE) = d(x,¢) =
Ispat.
d(x,0) = inf{ d(x,y) |yed } =inf ¢ = 0.

Not 8: Bir (£,d) metrik uzaymda bir x noktasmin bir 4 kiimesine uzakligi, x’in 4’nin
noktalarina uzakliklar kiimesinin infimumuna denir; d(x,4) ile gosterilir.

(E,d) metrik uzay
AcE
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xek
=
d(x,4) .= inf{ d(x,y) | yed }

9. Bir (£, 7) topolojik uzayinda bos kiimenin dis1 ve tiimleyeni tiim evrendir.
(E,7) topolojik uzay = ¢‘= E =\¢

Ispat.
¢'=(\9)°=E°=E

Not 9: Bir (£,7) topolojik uzayinda bir 4 kiimesinin i¢i diye, en az bir komsulugu 4
kiimesi tarafindan kapsanan noktalarin kiimesine denir; 4° ile gosterilir. Bir kiimenin dis1
diye, evrendeki en az bir komsulugu kiimenin tiimleyeni tarafindan kapsanan noktalarmnin
kiimesine denir; A ile gosterilir. Buna gdre bir kiimenin dis1 tiimleyeninin icine esittir.

(E,7) topolojik uzay
AcCE
=
A°= { x| QUel(x))(UcA) }
A= { x| QUeUx))(U\4) }
44 = (\A4)°

10. En az bir metrik topolojik uzayda smirli fakat sinir1 bos olan en az bir alt kiime vardr.
A(E, ;) metrik topolojik uzay, JACE, 4' = ¢, d(4) = «
Ispat. E = [0,1) alisilmis topolojiye relatif topolojiyle donatilirsa 4° = ¢, d(4) = 1

Not 10: Bir (£,7) topolojik uzayinda bir 4 kiimesinin sinir1, her komsulugunda hem 4’da
hem de \4’da bulunan noktalarm kiimesidir; A4* bigiminde gosterilir.

(E,7) topolojik uzay
AcE
=

A= {x | (VUU)UN = o A UN(AL) # §) }

11. Smirh olsun sinirsiz olsun (yani ¢apt sonlu olsun sonsuz olsun) her metrik topolojik
uzayin sinir1 bos kiimedir.

(E, ;) metrik topolojik uzay = E' = ¢

Ispat. Not 10.
Ayrica
12. 3(E, 1) topolojik uzay, JACE, X, < |47, d(4)<o.
13. 3(E, 7) topolojik uzay, JACE, K,<|A|, 4° = 4= ¢.
14. 3(E,7) topolojik uzay, JACE, N,<|4|, A’ = ¢.
15. 3(E,7) topolojik uzay, JACE, |A|<N,, N, < [4].
16. ¢ : & — ¢ bagmtisi (bos bagint1), yansiyan, simetrik, gecisken.
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(Giiney, 2003b).

Siireklilige Dair: Sunu anlatamadik... Cok sik olarak dogru bir 6nerme sanilip kullanilan,
“Bir fonksiyon tanimli olmadigi bir noktada siireksizdir.” ifadesi anlamsizdir. Bir
fonksiyonun bir noktada siirekliligi de siireksizligi de bu fonksiyonun tanim kiimesindeki
noktalar i¢in s6z konusudur (tanimlidir). Tanimli olmadigr bir noktada fonksiyondan eser
yoktur! Olmayan bir seyin siirekliligi de, siireksizligi de yahut bagka bir seyi de olmaz!..

2. Sonuc¢

Matematik derslerinin temel amaci 6grencilere dogru ve mantikli diisiinme aligkanligi
kazandirmaktir. Bu nedenledir ki matematik egitimcileri ve &gretmenleri matematik
Ogretiminin dnemini, matematigin mantigini, yontemini, dilini iyi bilmeliler, matematigin
muazzam giiclinii ve gilizelligini &grencilere hissettirmelidirler. Okullarda matematik
derslerinde kullanilacak kitaplarin se¢iminde kavramlart dogru ve matematiksel bir dil ile
ele almis kaynaklar secilmelidir. Yalniz matematik dersleri i¢in degil, tim alan dersleri
icin yazilan kitaplarin hazirlanmasi ve kontrolii alanina hakim bilim adamlarinin ve yetkin
kisilerin denetimi altinda yapilmalidir. Ogrencilere yanhs ve eksik aktarilan her bilgi daha
sonra dgrendikleri bilgilerin de akillarina yanlis ve eksik bigimde yerlesmesine sebep olur.
Bu durum ise 6grencilerin dogru diistinmelerini, dogru kararlar verebilmelerini olumsuz
yonde etkileyerek, hem tiim egitim hayatlarini hem de yasamlarmi tehdit eder.
Ogretmenler de bilingli olup kullanilacak ders kitaplarmi dikkatle incelemeli ve
matematigi matematikten baska bir seye ¢eviren tiim eser, yontem ve anlatimlardan
kesinlikle uzak durmalidirlar.
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