Afyon Kocatepe Universitesi 7(1) Afyon Kocatepe University
FEN BILIMLERI DERGISI 447-458 JOURNAL OF SCIENCE

KONVEKS SIRALI AILE UZERINDE iKi BOYUTLU
ARTAN (AZALAN) BOZULMA ORANI KAVRAMLARI

Mehmet Yilmaz*, Birol Topgu**

* Ankara Universitesi Fen Fakiiltesi Istatistik Boliimii
06100 Tandogan, Ankara.
## Afyon Kocatepe Universitesi Fen Edebiyat Fakiiltesi
[statistik Boliimii, Afyonkarahisar.

OZET

iki boyutlu uzayda tamimi verilen konveks siralama ve konveks sirali aile
kavramlarina dayali olarak, yasam fonksiyonlart i¢in de bu siralamanin
korundugundan bahsedilmistir. Bazi konveks doniigimler yardimi ile
giivenirlik teorisinde onemli yer tutan iki boyutlu artan (azalan)bozulma
oram dzelliginin belirlenmesinde 6nemli sonuglar elde edilmis, konuya
iliskin agiklayicr iki 6rnek verilmistir. Iki boyuta gecildiginde, bilesenlerin
stokastik anlamda birbirleri ile olan iliskileri, ortakliklarim ne yonde
etkileyecek sorusu ile karsi karsiya gelinmektedir. Byle bir sirali ailenin
olusturulmasi ile, giivenirlik teorisinde de onemli olan bazi bagimhilik
yapilarinin, 8rnegin pozitif (negatif) bozulma orani bagimliligt gibi bir
bagimhlik yapisinin tiiriinii ve yoniini belirlemede faydal olabilecegi
diisiincesi amagclannustir. Buna bagli olarak, stokastik bir siralama olan
bozulma orani siralamasinin da konveks sirali aile {izerinde gegerli
oldugundan bahsedilmistir.

Anahtar Kelimeler: Konveks siralama, iki boyutlu bozulma orani, bozulma
orani siralamast, bozulma orani bagimlilig, bagimlilik yapilar

THE CONCEPTS OF BIVARIATE INCREASING (DECREASING)
HAZARD RATE ON A CONVEX ORDERED FAMILY

ABSTRACT

The concept of convex ordering for bivariate distribution functions is given
and it is also mentioned that corresponding survival functions preserve this
ordering. On convex ordered family, important results in order to determine
concepts of bivariate increasing (decreasing) hazard rate which are known in
reliability theory are obtained, two illustrative examples related on the
purpose of paper are given. In the bivariate case, it can be arised some
problems that stochastic relations of components which are influenced on the
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whole system containing those components Constructed such an ordered
family, it is proposed on the present work that detecting on direction and kind
of some dependence structures which are also important such as pozitive
(negative) hazard rate dependence. Based on this purpose, it is discussed that
there exists hazard rate ordering being kind of stochastic ordering on this
convex ordered family.

Key Words: Convex ordering, bivariate hazard rate, hazard rate ordering,
hazard rate dependence, dependency structures.

1. GIRIS

Gok boyutlu uzayda rasgele vektorlerin stokastik anlamda bagimsiz olmasi
pek karsilagilabilir bir durum degildir, genelde bagimhidirlar ve bu
bagimlihgmn hem yo6nii hem de derecesi 6nem kazanmaya baslamaktadir.
Kuskusuz Giivenirlik Teorisinde de bir sistemin bozulma orani o sistemi
olusturan bilesenlerin bagimlilik yapilari ile iliskilidir. Bunu Giivenirlikte
soyle anlatmak miimkiindiir,

P(Y > y|x > x)# P(Y > y)

ise X ve Y stokastik olarak bagimlidir denilir. Daha acik bir ifade ile, iki
bilesenden olusan basit bir sistem diigiiniilsiin. X ve Y bu iki bilesenin
yasam zamanlarini gostermek tzere, yukaridaki ifade, birinci bilesenin
X ’den ¢ok yasadig: bilindiginde ikincinin y ’den ¢ok yasamasi olasiligmin
ikinci bilesenin kendi basina y’den ¢ok yasamasi olasiigindan farkli

oldugunu soylemektedir. Bu ise X ve Y nin bir birliktelik iginde oldugunu
sdylemektedir. Kuskusuz bu birliktelik bir bagimlilik yapisi igindedir ve bu
bagimlihgin yonii ve derecesi 6nemli olmaktadir. Bagimhiligin yéniinii ve
derecesini belirlemek amact ile konveks bir doniigiim tanimlanmistir. Buna
gore, dagilim fonksiyonunu stokastik anlamda karsilagtirmak, bunlar1 <(>)

iliskisine gore siraya koymakla miimkiindiir. Konvekslik ise agirligmi ug
noktalara verdiginden dolay1, iki fonksiyonu ayirt etmede kullanish
olmaktadir.

Iki boyutlu istatistiki teoride, dagilim fonksiyonlarndan birisi marjinalleri
carpimi olarak verildiginde stokastik anlamda siralamak, pozitif ya da
negatif bagimlilik yapismm ortaya ¢ikmasma neden olmaktadir.
Konveksligin ayirt edici 6zelligini kullanabilme diisiincesi ile iki boyutlu
dagilim fonksiyonlar1 i¢in tanimlanmis konveks siralamamin ilgili yasam
fonksiyonlarinin da bu siralamayr korudugundan bahsedilmistir. Yasam
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dagilimlarint karakterize eden artan (azalan) bozulma oranmi [HR (DHR)

ozelligi konvekslige dayali oldugundan, konveks sirali aile tizerinde bu
ozelligin belirlenmesinin faydali olabilecegi diisiincesinde énemli sonuglar
elde edilmistir.

2. GUVENIRLIK FONKSiYONU VE BOZULMA ORANI FONKSIYONU

Giivenirlik teorisinin 6nemli uygulamalarindan biri, bir parcanin yasam
zamaninin modellenmesi tzerinedir. Burada ilgilenilen par¢a cok bilesenli
bir sistemi belirttigi gibi, bilesenlerin kendisini de gosterebilir. Bu yasam
zamanlarmin olasilik modellemesi literatiirde giivenirlik teorisi olarak
bilinir. Yagam zamanmin dagilimimi belirlemede giivenirlik ve bozulma
orani kavramlari 6nemli olmaktadir.

Giivenirlik fonksiyonu: T, P(T > O) =1 olmak iizere bir nesnenin yasam
siiresini gostersin. Bu durumda nesnenin ¢ anindaki giivenirlik fonksiyonu,
S(t) = P(T > t) =1-F(¢) bigiminde tamimhdir. Burada S(#), nesnenin

(O,I] zaman araligl iginde hata vermeme olasiligidir. Yani nesnenin halen
calisir durumda olmas olasiligidir.

Bozulma orani fonksiyonu: Yasam zamaninin dagilimmi belirlemede diger
bir fonksiyon bozulma orami /4(¢) olmaktadir: Bir nesnenin ¢ anina kadar

yasamim stirdirdigt kabul edilsin. A(7), (t,t+At] kisa zaman aralig
icinde o nesnenin bozulma orani olacaktir. # aninda nesnenin halen ¢alisiyor
oldugu bilindiginde Af¢ gibi bir zaman araligi sonunda bozulmasi olasiligi

P(Z<TSZ+AZ‘T>I) bi¢ciminde olup, bu kosullu olasilik Af zaman

araligina boliindiginde ve A7 — 0 i¢in limit alindiginda ¢anindaki

bozulma orant #(¢) = ——%—ln S(#) elde edilir. Buradan goriiliiyor ki S(¢),

h(t) araciligy ile elde edilebilir, yani, bozulma orani fonksiyonunun yasam
zamant dagilimmi karakterize ettigi sOylenebilir. Bozulma oram
fonksiyonunun artan (/HR) ya da azalan (DHR) olmasina gore yasam
dagilimlarint  smiflandirmak miimkiin olmaktadir. Bu ise —InS(?) nin
konveks (konkav) olmasina dayali olarak ilgili yasam dagiliminin /HR
(DHR) ozelligine sahip olmasini gerektirmektedir. Bu baglamda konvekslik
giivenirlik teorisinde 6nem kazanmaktadir.

iki beyutlu bozulma orani: iki bilesenli bir sistem goz 6niine alinsm. X
ve Y bu bilesenlerin yasam zamanlarini, /° ortak dagilim fonksiyonunu ve
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S(x,y)= P(X >x,Y > y) ise ortak yagsam fonksiyonunu temsil etsin.
h(x,y)= h(x’Y >y)=—L2InS(x,y) ile {¥>y} verilmisken X ’in
bozulma oranini, benzer olarak A4, (x,y) = h(y]X > X) = —a%ln S(x,y) ile

{X >x} verilmigken Y ’nin bozulma oranmi gostersin. Bu durumda,
h,(x,y) x’in artan (azalan) ve h,(x,y) y ’nin artan (azalan) fonksiyonu

ise £ iki boyutlu artan (azalan) bozulma orant BIHR (BDHR) 6zelligine
sahiptir denir [1].

Ote yandan Basu [2] iki boyutlu bozulma oranini agagidaki gibi
tanimlamustir: f(x, ) yogunluk fonksiyonunu géstermek tizere (x, y)’deki

bozulma oram A(x,y) = f(x,)/S(x,y) dir.

Bir boyutlu uzayda Shaked ve Shanthikumar [3] bozulma orani siralamasi
tanimint, iki boyutlu bozulma orani kavramlarina dayali olarak Oluyede [4]
pozitif (negatif) bozulma orant bagmmhligt HPD (HND) tanimini
vermislerdir. Bu kavramlar ilerideki tartismalar i¢in yararh olacaktir.

Bozulma orami siralamasi: X ve Y negatif olmayan rasgele degiskenler
ve h,, h, ilgili bozulma orani fonksiyonlar: olmak iizere %, (¢) > h, (¥) ise

X bozulma oranma gére Y’ den daha kiigtktir denir ve X <, Y ile

gosterilir.

Pozitif ~ (Negatif) bozulma oram  bagimhhgi:  A(x,y)? (£)
h(x,y)h,(x,y) ise X ve Y pozitif (negatif) bozulma oranm bagimlihigina
sahiptir denir.

3. KONVEKS SIRALAMA VE KONVEKS SIRALI AILE
KAVRAMLARI

I'.(F,,F,) marjinalleri F, ve [, olan siirekli, artan dagilhm
fonksiyonlari ailesini temsil etsin. (X,Y) ¢iftinin I',’deki ortak dagilim
fonksiyonu  F(x,y) ile gosterilsin. F eI,  olmak izere,

D= {y: F,(y)> O} bigiminde tanmimlanan kiime ile K = {D N ERZ}
tizerinde, ¥ <y iken X rasgele degiskeninin Y rasgele degiskenine gore

kosullu dagilimi F(x,y)/F, ()= FX| ,(x) bigiminde tanimlansm. Ote
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yandan, G e, dagilmi icin de GXI)' (x) tanimli olacaktir. Verilmis bir

yeD i¢n G, ' (f)=infix:G, (x)>1| seklinde tammlansin. Buna
Xy X

1

gore, her bir y € D igin,

$,() = Fy, Gy, (0):[01] - [0,1]

bi¢ciminde tanimli (b‘ fonksiyonu, eger her bir y € D igin (O,l) tizerinde

konveks ise ' dagilimi G dagilimina gére daha konveks siralidir denir ve
F>G ile gosterilir [5].

Yukaridaki tanimlamaya gore G =F,F, =F, olarak alindiginda,

F,F, el', olmak tizere, I Yo = £y veya Fy ?FX| , bigiminde siralamayi
saglayan biitiin dagilim fonksiyonlarinin olusturdugu aile (I, >, ¢0) ile
gosterilsin. Bu aileye “marjinallerine goére konveks sirali aile” denir.
Asagidaki lemma, konveks siralamanin (T, >,¢0) ailesi ig¢in  bir
karakterizasyonunu  vermektedir.  Burada SX|J, (x)=S(x,»)/S, (»)

ye D= {y: S, (y) > 0} bigiminde tanimlidir.

Lemma 3.1 Her bir yeDmB igin F o o= Fyp & 8§, =5,
dir.

Ispat S(x,y)=1-F,(x)=F,(y)+ F(x,y) esitligi gozoniine almirsa,

), Fa @R 0)
Sy () Sy (¥)

u=2S5,(x) ahnirsa ve z,u_?, (u) leyS/_Yl (u)’yu gostermek tizere

w:} (u) =u- [(1 —u)— Qﬁ\o (1- u)]%% dir. Buradan kolaylikla goriilebilir

Sf\’i.\' (x)=1

bi¢iminde yazilabilecegi aciktir.

2
f

ki ¢° konveks ise 25° (1) = 0 olup " konveks bir fonksiyondur.
) ) '7[/') l//_1
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Yukarida verilen konveks siralama tamimina gore, iki boyutlu uzayda
Johnson-Kotz [1] tarafindan verilmis [HR(DHR) kavramina yeni bir

yaklasim 6nerilmistir:
Lemma 3.2 Fel, olmak tzere, —111u>—S:\,1|V (u) ve —lnv>SY’ilx )
vV 0 <u,v<l1 i¢in gegerli ise F iki boyutlu artan bozulma orant BIHR

ozelligine sahiptir. Benzer olarak Sj\,i},(u)>— Inu ve S;klx(v)>~ Inv ise

F iki boyutlu azalan bozulma orant BDHR 6zelligine sahiptir.

Ispat —1In L/%S;[y (1) = —In Sx|y (x), (O,oo) iizerinde konveks bir
fonksiyondur. — a%ln S x|y (x) x’ in azalmayan bir fonksiyonu olmaktadir.
Aym digiince ile — %ln S e (¥) »’ nin azalmayan bir fonksiyonudur.
—InS(x,y)=- ln(S/\,|_v (x)S, () =-In S/\’|y (x)=InS, () veya
—InS(x,y)=- ln(Sy|_\, (NS, (x)) ==In SY|X (»)-InS, (x) esitliklerini

yazmak miimkindiir. Uygun olarak her iki tarafin tlirevinin alinmasi
durumunda /,(x,y) =-<In Sy (X) ve hy(x,y) = - +In Sy (¥) siast

ile x* in ve y’ nin artan fonksiyonlar1 olup F, BIHR’ dir. Ikinci kismin
gosterimi i¢in, herhangi bir f fonksiyonu konvekstir ancak ve ancak f -

konkav, oldugunu soylemek yeterlidir. Dolayist ile ~1nSX|y(x) ve

—InS Ve (») fonksiyonlart konkav olup ilgili tiirevleri azalandur.

Asagida verilen lemmalarin konveks sirali aile Uzerinde BIHR(BDHR)
dagilim fonksiyonlart sinifini belirlemede yararli olacag: diistiniilmektedir.

Lemma 3.3 F el (F,,F,) olmak tizere, F >’Fx}y ve Fy, -F, ise F

Ix
BDHR 6zelligine sahiptir.
ispat F, >FX| ise, Lemma 3.1 den l//’?, (w) = S){IVSX,l (u) konkav bir

P

0
fonksiyon olup, —In(y ! (1)) konveks bir fonksiyondur. —5—ln(l//$ (w) u
' u

0
nun artan bir fonksiyonudur, eger u# =S, (x) alinirsa —6_1n(l//3(u)) Tu
y )
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0
olmasi Br S‘/\,l‘, (x) 4 x ifadesine denk olacaktir. Bu ise h(x,y) nin x in
W

azalan bir fonksiyonu oldugunu gostermektedir. Benzer olarak h,(x,y) nin
de y nin azalan bir fonksiyonu oldugu gosterilir ve ispat tamamlanur.

Lemmanin ispatin tamamlarken burada su noktaya dikkat cekmek gerekir.
g gibi pozitif degerli siirekli ve ikinci dereceden tiirevlenebilen bir

5

(2) m )2
: . /- -8 8gt\8
fonksiyon i¢in —7 In(g(x)) = ___L_)
E

; ifadesinin isaretinin

pozitif olmasi g(z) nin isaretinin negatif olmasina baglidir. Eger g konkav

2

bir fonksiyon ise —Tlll(g(x))z 0 saglanir. Ancak isaretin ters yonde
/X~

olmas i¢cin g nin konveks bir fonksiyon olmast gereklidir. Dolayis: ile
BIHR 6zelligi varsa F Yy =F, ve I, =F, sralamalarin gegerli olmasi

gereklidir.

Lemma 34 [F el (F,,F,) olmak iizere, Vy<y' icin SX]y>—S

X|y'
0 o ,
(S\,|‘,.>SXI‘,) ve —InS(x,y)+—InS(x,y) x’ de ve y’ de azalan
P oy Ox
(artan) ise /' BIHR(BDHR) 6zelligine sahiptir.
Ispat S;\,b,S;,'ly.(u) konveks bir fonksiyon oldugundan, VO <u, <u, <1
icin

S/\'[)’S;’;_v' (U] ) < SXI'V S;’;y' (uz ) (1)

u, u,

esitsizligi  gegerlidir. Uygun olarak, x<x' icin S X|v.(x Y=u, ve
S«\’I (x)=u,, almip (1) ifadesinde yerine konulursa,

SX|V (X ') S)(Iv (x)
) < )

<= @)
S,\’|_v'(x ) SX!)"(X)
bi¢iminde yazilabilir. (2) ifadesinin her iki tarafinm logaritmas: almirsa,
In S/\,!y (x)—In S“\,LV,(x ) <In Sl\,]y (x)—1In SX|y.(x) (3)
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ifadesi elde edilir. Eger (3) ifadesini agacak olursak,

0<InS(x,y)+InS(x, y)—InS(x,y)-InS(x',y) 4

2
0" InS(x,y) >0
Ox0y

bi¢imine déniisiir. Bu son ifade, tiirev tanimi geregince,

0 0 .
olmasina denktir. Diger taraftan —a—ln S(x,y)+ —5—ln S(x,y) x’ in azalan
v X

bir fonksiyonu ise,

o] o 0 o o’
— | —InS(x, y)+—InS(x, = InS(x,y)+—InS(x,y)<0 (5
a}{ 5 (x, ) . ( y)} ooy (x, ) g (x,») (5)

5

a_
oldugu agiktir. (5) ifadesi ile (4) iin sonucu birlestirilirse —é—zln S(x,y)<0
X

0
olacagt agiktir. Bu ise ——a———logS(x,y) nin x’ de artan olmasi
x

anlamindadir.".

Bundan sonra verilen iki lemma, ikinci boéliimde verilen bozulma orani
siralamasi ve bozulma oranina iligkin bagimhilik kavramu ile iliskilidir.

Lemma 35 Fel . (F,,F,) olmak  tzere,  Fy, >-F, ise

[X‘Y >y]>, X dir. Bunun yan: sira FXIJ‘ >-FX ise X =
dir.

[X]Y > y]

hr

ispat F, %F,\/\- ise, Lemma 3.1’ den W;)(u) :leyS;(' (u) konkav bir

)

fonksiyon olup,

IOy @) ) -y
t—u a v—t

(6)

esitsizligi Vu <t <v igin saglanir. u =0 ve v=7¢+¢ almip & - 0 iken
(6) ifadesi <+In l//"o, ()t <1 olacaktir. Eger ¢=S,(x) almirsa,
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e Sy EINS, ) h(xy)
Eln‘/’y(t)’—ws(x)————];—(;)—S(x)—m

Buna gore, son esitsizlik 7, (x, )/, (x) <1 oldugunu gésterir. Bozulma

olur.

orani siralamasina gére [X ‘Y > y]>, X dir. Ispatin ikinci kisminda ise

l//?_ (u) konveks olup (6) ifadesi tersine esitsizligi saglar. Buradan sonuca

ulagilir.

=S

Lemma 3.6 y<y'eB olmak tizere, S ise X ve Y pozitif

=S

X|y X|y'
ise

bozulma orani bagimhiligma sahiptir (HPD). Benzer olarak, S x|y 18

le
X ve Y negatif bozulma orani bagimlihigina sahiptir (HND).
[spat S, =S

X|y gegerli ise (4) esitsizliginin - sonucu  olarak

X l y'
a2
Oxdy

InS(x,y) = 0 olmasini gerektirir. Bu ise tiirev tanimi1 geregi,

(S CnPEo) SSCnESE) |

18(xy) "
(L - 1z - )
(& InSCey)= ( SG) ) Seo)y 0 ™

o (e

yazilabilir. Buradan, 35— E)

)( %\_—S(XLV)) olur ki HPD tamimi

S(xp)
kolayca ¢ikar. Benzer yolla S

)
(7) esitsizligi tersine gegerli olup X ve ¥ nin HND oldugu gosterilir.

ise 53—;—,1n S(x,y) <0 oldugundan

Xy X|y

4. UYGULAMALAR

Ornek 1 F(x,y) = Fy (x)F, 01+ a(l-F, (x)(1-F, ()], a € [ 1,1]
Farlie-Gumbel-Morgenstern dagilim fonksiyonlar: ailesi goz éniine alinsin.
Bu durumda (X,Y) ¢iftinin yasam fonksiyonu

S(x,y)=8,(x)S, (y)[l +afF, (x)F, (y)] dir. Hemen goériilecegi lizere
l//_? (u) = u[l +a(l-u)F, (y))] olup a >0 i¢in konkav a <0 igin
konveks olacaktir (Benzer olarak l/lg (v)icin de gegerlidir). Lemma 3.5 den
gorlilecegi tlizere, eger l//? ve l,//;) konkav  (konveks) ise

h(x, )/ h,(x) < (2)1 ve h,(x,y)/h, () < (2)1 olacaktir. Cizelge 4.1 den
goriilecegi gibi konkav kisimda yukaridaki oran artarak, konveks kisimda
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ise azalarak 1’ e yaklagmaktadir. Bu durumda, F, ve F, IHR(DHR) ise
konkav (konveks) kissmda F' BIHR (BDHR) dir.

Ornek 2 F(x,y)= ——(—”—) , 0<x,y<1 marjinalleri F,(x)=x" ve

F,(y) =y’ olan dagilim fonksiyonu goz Sniine alinsmn. Hemen goriilecegi
@+ yH- xHA- )

olmak tlizere
2 2 2.2
xty - Xxy

gibi F, ve F, IHR dir S(x,y) =

)= + konkav bir fonksiyon olup, Lemma 3.1 den
' u+y - uy”

(- u+yu
(- w)(1- y)+y°

gegerlidir). Bu  durumda F  BIHR  dir (%ln yyo(u))u =

fonksiyonu da konkavdir (1//3 icin de

)=

1- > o 5 . ifadesinin azalan olmast
(I-u)y+0- w)yQ+uy +uy
2
- i - — artan olmasina denktir. # < u' olmak
(1-u)y+ Q- w)(l+u)y +u
uzere
uy’ u'y’
£

(1- uy + (- )+ up*+uw' (- u) + (- u)(l+ uy+u'yt

esitsizligini diger bir formda agagidaki gibi yazmak miimkiindiir:

u(l- w'Y + u(l- (u ')z)y2 touu'y' £ u'(l- u) +u'(l- @Pp’ +u'uy’
bu esitsizlikte gerekli diizenlemeler yapildiktan sonra 0 < 2(u'-u)
esitsizligine ulasilir ki artanlik kosulu saglanmis olur. Lemma 3.5 den
goriilecegi gibi, (%]n l//)(f (u))u ifadesinin azalan olmast A, (x,y)/h, (x)

ifadesinin artan olmasina denktir ((ZIny (m)v igin de gegerlidir).
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Cizelge 4.1. Ornek 1’e iliskin tablo

a =025 a=0.5 a=0.75

X | y=01 y=0.4 y=0.7 y=0.9 y=0.1 y=0.4 y=0.7 y=0.9 y=0.1 y=0.4 y=0.7 y=0.9

-1 0,977556{0,9108910,845209(0,801956|0,955224 |0,825523]0,695652 | 0,61244 |0,933002|0,737864|0,551069|0,430913

2| 0,9801 (0,921569|0,864734|0,827751|0,960396 |0,846154|0,7383180,669725/0,94088710,773585| 0,61991 |0,524229

.31 0,98263 |0,932039 | 0,88361 |0,8524590,965517 |0,867925|0,778281|0,722467 | 0,948655|0,807339| 0,682505{0,607069

4 10,985149(0,942308 {0,901869|0,876147|0,970588 |0,888889{0,815789|0,771186|0,956311]0,839286 | 0,739669{0,681102

.5 10,9876540,952381 | 0,91954 |0,898876| 0,97561 |0,909091|0,851064|0,816327 {0,963855|0,8695650,792079|0,747664

.6 10,990148 0,962264 |0,936652(0,920705|0,980583|0,928571|0,884298|0,858268 | 0,971292| 0,898305 | 0,840304 | 0,807829

.7 10,992629|0,971963 | 0,953229|0,941685|0,985507 |0,947368|0,915663|0,897338|0,978622| 0,92562 |0,884826|0,862479

.8 10,995098 0,981481 {0,969298|0,961864 |0,990385[0,965517|0,945313|0,933824 | 0,9858490,951613|0,926056|0,912338

.9 10.997555|0,990826 | 0,984881|0,981289|0,995215|0,983051|0,973384|0,967972|0,992974|0,976378 | 0,964346 | 0,958009

a=-0.25 a=-0.5 a=-0.75

X | y=0.1 y=0.4 y=0.7 y=0.9 y=0.1 y=0.4 y=0.7 y=0.9 y=0.1 y=0.4 y=0.7 y=0.9

.1 11,022556( 1,090909 | 1,160305(1,207161|1,045226| 1,183673|1,326425 1,424084| 1,06801 |1,278351|1,498681|1,651475

.2 [1,020101(1,081633 | 1,145078 | 1,188482|1,040404 | 1,166667 | 1,301075| 1,395604 | 1,060914 | 1,255319} 1,469274 | 1,624277

.3 [1,017632 1,072165 | 1,129288|1,168901|1,035533| 1,148936 | 1,273743| 1,364162| 1,053708| 1,230769 1,436202 | 1,592476

4 11015152 1,0625 |1,112903|1,148352|1,030612|1,130435|1,244186|1,329268|1,046392| 1,204545|1,398734 | 1,554795

.5 |1,012658| 1,052632 | 1,09589 {1,126761)1,025641|1,111111|1,212121|1,290323| 1,038961|1,1764711,355932 1,509434

.6 11,010152 1,042553 | 1,078212|1,104046|1,020619|1,0909091,177215|1,246575| 1,031414|1,146341 1,306569 | 1,453782

.7 {1,007634 1,032258 | 1,059829(1,080119|1,015544|1,069767 | 1,139073| 1,19708 | 1,023747|1,113924|1,249012{1,383886

.8 11,005102| 1,021739 | 1,040698| 1,054878|1,010417{1,047619]1,097222| 1,140625|1,015957 | 1,078947 { 1,181034 | 1,293478

.9 {1,002558{ 1,010989 | 1,020772(1,028213|1,005236| 1,02439 |1,051095| 1,07563 |1,008043|1,041096{1,099526|1,171975
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