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BAYESCI HIPOTEZ TESTLERI VE BAYES FAKTORU

OZET

Bayes faktdri Bayesci hipotez testlerinin en &nemli noktasidir.
Klasik p dederine karsin, hipotezin dodru olup olmadidini test etmede
Bayes faktorti direk yoruma sahiptir. Sonsal olasiliklarinin oranini
elde etmek ic¢in, eldeki verinin iki hipoteze ait onsel olasiliklarin
oranlariyla gincellestirilmesidir. Ancak Bayes faktori yokluk vwve
alternatif hipotezlere iliskin model ©parametrelerine ait Onsel
yogunluklara baglidir. Ayrica hesaplamasi yilksek dereceden integral
hesabi gerektirir. Bu nedenlerden o&tlurl, Bayes faktdorli Klasik hipotez
testlerinden daha az siklikla kullanilir. Bu c¢alisma Bayesci hipotez
testlerinin kisa bir O0zetini sunar.

Anahtar Kelimeler: Bayesci Yaklasim, Hipotez Testi, Bayes Faktor

BAYESIAN HYPOTHESIS TEST AND BAYES FACTOR

ABSTRACT

Bayes factors are the cornerstone of Bayesian hypothesis
testing. In contrast to classical p values, the wvalue of a Bayes
factor has a direct interpretation in terms of whether or not a
hypothesis is true: It represents the factor by which data modify the
prior odds of two hypotheses to give the posterior odds.
Unfortunately, the wvalues of Bayes factors often depend on the prior
densities assigned to the model parameters inherent to null and
alternative hypotheses. In addition, the calculation of Bayes factors
usually involves the evaluation of high dimensional integrals. For
these reasons, Bayes factors are employed less frequently than Classic
hypotheses are. This paper provides a brief review of Bayesian
hypothesis testing.
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1. GIirRis (INTRODUCTION)

Istatistiksel hipotezi test etme problemi Bayesci calisanlar ile
klasik istatistik c¢alisanlari arasinda ©Onemli bir tartisma noktasi
olmustur. Klasik istatistik vyaklasimi bir ret bdlgesi olusturur ve
iligkili olasiliklari hesaplar. H, bos hipotezinin yanlis olarak ret

edilmesi @ olasiligina sahiptir bu da I. tip hatadir. H, Dbos

hipotezinin yanlis olarak kabul edilmesi/? olasiligina sahiptir bu da

ITI. tip hatadir. Bu tir «a ve /3‘n1n kullanimi bir c¢ok arastirmaci

tarafindan elestirilmistir. Elestirinin temel nedeni bu hata
olasiliklarinin bilinen veri tarafindan saglanan veriyi
yansitmamasidir. Bu durumda Hohipotezine karsi delilin glcint

gbsteren veriye bagli bir 06l¢im olan P -deferinin kullanimi ortaya
atilmistir. Ancak pPdederi gercgek bir o6l¢iim dederi dedildir ve delilin
bir 06lc¢listi olarak bazi noksanliklara sahiptir (Edwards, W., Lindman,
H. wve Savage, L., 1963; Berger, J.0. ve Delampady, M., 1987;
Delampady, M. ve Berger, J.Oo., 1990) . P -nin kullanimindaki
tartismalari ve P dederi ile delilin veriye bagli difer Olclmleri

arasindaki farkliliklari ifade ettiler. Genel olarak yokluk hipotezine
karsi veri tarafindan saglanan delilin bir 0Olg¢lsti olarak P -nin
kullaniminin yaniltici olabilecedi vurgulanir (Berger, J.0., Boukai,
B. ve Wang, Y., 1997).

Son 30 vyildaki bilgisayar teknolojisindeki inanilmaz gelisimin
asli (Bayes, T.R., 1963) de ortaya konan Bayes teoremine dayanan
Bayesci yaklasimini klasik istatistik vyaklasimina alternatif Dbir
cikarim teknigdi olarak sunmustur. GUnimizde her tlirld istatistik
tahmin probleminde alternatif bir yaklasim olarak kullanilan ve dinya
literatiriinde yer alan Bayesci vyaklasim hipotez testlerinde de c¢ok
yaygin olmasa bile kullanilmaktadir. Maalesef dinyada c¢ok vyaygin
kullanima karsin bu yaklasimla ilgili c¢alismalar Tirkce literatiirde
fazla vyer almamaktadir. Bu ¢alismanin amaclarindan biri Bayesian
hipotez testlerini uygulamacilara sunmaktir.

Bayesci metotlar Thesaplamalarda c¢odu zaman nimerik yontemlerle
¢bzlilebilen integraller ve sonsal olasiliklari gincellestiren oOnsel
olasiliklarin hesaplanmasini gerektirir. Her 1iki nokta ic¢cin pek c¢ok
calisma yapilmis ve uygun yontemler sunulmustur (O’Hagan, A., 1994;
Bernardo, J.M. ve Smith, A.F.M., 1994). Bayesci vyaklasimin hipotez
testlerinde kullanim ilk olarak (Jeffreys, H., 1961) tarafindan ortaya
konulmustur. Jeffreys sundugu metodu istatistiksel testler olarak
isimlendirse de kullanilan vyaklasim Bayesci idi. Bayesci hipotez
testlerinde en Onemli unsurlardan bir tanesi Bayes Faktoridir. Klasik
P de§erinin yorumlanmasindaki elestirilere karsin Bayes Faktoriiniin

hesaplanmasi zor ancak hipotezin dodru ya da yanlis olduguna iliskin
yorumlanmasi kolay ve kesindir. Yokluk hipotezi ic¢in P degeri ile

Bayes Faktoruni (BF) karsilastirilmistir (Berger, J.0. ve Sellke, T.,
1987). Ayni karsilastirmayi tek tarafli hipotez testi ic¢in (Casella ,
G. ve Berger, R.L., 1987) tarafindan vyapilmistir. Berger, J.0O.,
Delampady, M. (1987) ile Berger, J.0. ve Berry, D.A.(1988) BF ile
alakalili karsilastirmali calismalar sunmustur. Kass, R.E. ved Raftery,
A.E. (1995) BF’/nin ve alternatiflerinin kullanimini Orneklerle
sunmustur. Ayrica Sellke, T. , Bayarri, M.J. ve Berger, J.0. (2001)
hipotez ig¢in P degerinin kalibrasyonuyla ilgili ¢alismayl yapmistir.
Bu calismada genis bir literatiir calismasindan sonra Bayesci
hipotez testleri ve Bayes Faktori kisaca Ozetlenmistir. Uygulamada
farkli basit ornekler Uzerinde durulmustur. Ayrica hesaplamamalar ig¢in
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Visual Basic 6.0 ortaminda yazilmis MACNAMstat programi hazirlanmis ve
program ¢iktilari Ek sunulmustur.

2. CALISMANIN ONEMI (RESEARCH SIGNIFICANCE)

Bayes faktort Bayesci hipotez testlerinin en &6nemli noktasidir.
Klasik p degerine karsin, hipotezin dodru olup olmadigdini test etmede
Bayes faktorti direk yoruma sahiptir. Sonsal olasiliklarinin oranini
elde etmek ic¢in, eldeki wverinin iki hipoteze ait 0Onsel olasiliklarin
oranlariyla gincellestirilmesidir. Ancak Bayes faktorl yokluk ve
alternatif hipotezlere 1iliskin model parametrelerine ait Onsel
yogunluklara baglidir. Ayrica hesaplamasi ylksek dereceden integral
hesabi gerektirir. Bu nedenlerden otiuri, Bayes faktdri Klasik hipotez
testlerinden daha az siklikla kullanilir.

3. YONTEM (METHOD)
Bayes hipotez testinde, temel olarak Dbilinen eldeki veriler

kullanilarak 1iki hipotezin olasiliklarinin hesaplanmasiyla |40 ile Hl

arasinda karar verilir.

M>1 = H, secilir
P(H,/D) ’ (1)
aksidurumda = H, segcilir
Kararlar P(HHMHEZ/VGFD ile kullanilarak verilir, oysa klasik
istatistikte ayni islem POKHi/HipOKH) olasil1gix kullanilarak verilir.

Bayes kuralina gore D ile gbdsterilen veri bilindiginde Ho’ln sonsal

olasiligi;

P(D/Hg)P(Hg)

P(Ho /D)=

(Ho /D) P(D/Hg)P(Hg)+P(D/Hy)P(H;) @
Benzer bicimde; D bilindiginde |4l’ in sonsal olasiligi;

P(HllD): P(D/Hl)P(Hl) 5

P(D/HO)P(HO)+ P(D/Hl)P(Hl)

dir. Burada P(HO), |40’1n ve P(Hl), H1 onsel olasililiklaradar.

Her iki sonsal olasiligi birbirine oranlarsak,

P(H,/D)] [P(H,)][P(D/H,)

= (4)
P(H,/D)| | P(H,) || P(D/H,)
P(D/H,)
elde ederiz. Burada BF =| ———~ Bayes faktoru olarak
P(D/H,)
isimlendirilir. (4) deki ifadeyi so6zel olarak asagidaki gibi ifade
edebiliriz:

[Sonsal odds orani]=[Onsel odds orani|x[Bayesfaktorii]

Thumb kurali kullanilarak elde edilen Tablo 1’e gdre Bayes Faktori
degeri kullanilabilir.
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Tablo 1. Thumb kuralina gdre Bayes Faktor deferinin yorumlanmasi
(Table 1. Interpretation of Bayes factor values according to Thumb

rule)
Bayes Faktdor degeri Yorum
BF>1 Ho kabul edilir
1>BF 210—1/2 Hp ‘a karsi az delil var
10—1/2 > BFQZlO_l |40’a karsi saglam delil var
10_1>>BF2210_2 Ho’a karsi glcli delil var
10—2 > BE Hp’a karsi kesin delil var

4. BULGULAR (FINDINGS)
Bu boliimde dort basit uygulama ile hesaplamalari ve
yorumlamalarini sunacagiz.

Uygulama 1:
Farkli ortalamali ancak esit varyansli GTZZZI) normal dagilima

sahip 1ki ortalamayi Bayesci yontemle karsilastirmak istiyoruz.
Hipotezlerimiz;

Hy:u=0
H tu=1
seklindedir. (4) esitligini,
P(Ho I X gijzlenen) P(Ho) P(X gozlenen / Ho)

— — (5)
P(Hl I X gbzlenen) P(H1) P(X gozlenen / Hl)
seklinde yazalim. N o6rneklem genislidi icin (5) nolu ifade
_ i -
o —72(X gozlenen —NHO)
__—~ @ 20
_(P(Ho) ) v2aN o
N [~
P(Hl) o _72()( gozlenen —#Hl)
e 2.0
| v2.2N |
olur. P(Ho) = P(H1)=O,5 alinirsa (6) nolu esitlik
_ ﬂHO'+”H1
— | X 621 v @ 4
. gézlenen 2
=€ (7)

olur. Ornedin N=5 ve  Xgozlenen =1 icin; Pﬂﬁo/xgmmmJ=0.076 ve

P04olzigmmmn):e,aL05):(1082 bulunur. Sonucg
P(H 1 / X gbzlenen )

olarak Hl hipotezi kabul edilir. Benzer sekilde BF =0, 082

P(HI/Ygézlenen ):0. 924 ve

oldugundan Thumb kuralina gbére 10_1>BF:0.082210_2 oldugundan HO

‘a karsi glicli delil wvardir denir. Farkli N ve ortalama degJerleri
icin olasi sonucglar Tablo 2, Tablo3 ve Tablo 4 de sunulmustur.
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Tablo 2. N=5 ig¢in o6rneklem genisligi sonuclari

(Table 2. Sample size results for N=5)
Ornek kva v3
ortalamasi P(HO/Xg()zlenen) P(H1/ngzlenen) Karar
0 0.924 0.076 H,
0.25 0.777 0.223 H,
0.50 0.500 0.500 kararsiz
0.75 0.223 0.777 H,
1.00 0.076 0.924 H,
Tablo 3. N=10 ic¢in Orneklem genisligi sonug¢lari
(Table 3. Sample size results for N=10)
0 k V2 V2 K
OrtarlnaemaSl P(H 0 / X gt‘)zlenen) P(Hl / X g('jzlenen) arar
0 0.993 0.007 H,
0.25 0.924 0.076 H,
0.50 0.500 0.500 kararsiz
0.75 0.076 0.924 H,
1.00 0.007 0.993 H,
Tablo 4. N=20 icin Orneklem genisligi sonucglari
(Table 4. Sample size results for N=20)
Ornek kva kva
ortalamasi P(HO/Xg()zlenen) P(Hl/chzlenen) Karar
0 0.999 0.001 H,
0.25 0.993 0.007 H,
0.50 0.500 0.500 kararsiz
0.75 0.007 0.993 H,
1.00 0.001 0.999 Hq
Uygulama 2:
Sabit wvaryansli (C)'2 normal dagilimli tek bir kitle

ortalamanin sifirdan farkli olup olmadidini test etmek istiyoruz.

yonlt hipotezlerimiz

Ho:u=0
Hy:pu#0
dir. P(HO) = P(Hl) alinirsa N &rneklem genisligi igin,
P(Ho /X gonenn)  P(X gosteen / 12 = 0)

P(Hl /Ygézlenen ) ) J‘ P(X gozlenen /,LI)P(/J)d,U

u#0

elde edilir. Ornek olarak N=5 ve Xgmbmn =1 ic¢in P(Fh)/XgmmWn)=O,Ol47
ve P(Hl/Xg()zIenen) = 0,9853

P(H 0 / X gbzlenen)
— =0,0149 hesaplamasi ve Thumb kurali
P(H1 / X g(’:‘)zlenen)

bulunur. Sonuc¢ olarak Hl kabul edilir.

Benzer sekilde BF =
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geregi 10_1>BF =0.0149210_2 oldugunda HO ‘a karsi glclt delil

vardir denir. Farkli N ve ortalama deJerleri ic¢in olasi sonuclar
Tablo 5, Tablo 6 ve Tablo 7 de sunulmustur.

Tablo 5. N=5 ic¢in Orneklem genisligi sonuglari
(Table 5. Sample size results for N=5)

Ornek ortalamasi P(HO/Sngmmn) P(Hllszmnmm) Karar
0 0.1785 0.8215 H,
0.25 0.0956 0.9044 H,
0.50 0.0511 0.9489 H,
0.75 0.0274 0.9726 H,
1.00 0.0147 0.9853 H,

Tablo 6. N=10 icin Orneklem genisligi sonuglari
(Table 6. Sample size results for N=10)

Ornek ortalamasi P(HO/SngmWn) P(Hllszwﬂmm) Karar
0 0.1262 0.8738 H,
0.25 0.0362 0.9638 H,
0.50 0.0104 0.9896 H,
0.75 0.003 0.997 H,
1.00 0.0008 0.9992 H,
Tablo 7. N=20 ic¢in 6rneklem genisligi sonuclari

(Table 7. Sample size results for N=20)

Ornek ortalamasi P(HO/Sngmmn) P(Hllszwﬂmm) Karar
0 0.0892 0.9108 H,
0.25 0.0073 0.9927 H,
0.50 0.0006 0.9994 H,
0.75 0.0001 0.9999 H,
1.00 0.0000 1.0000 H,
Uygulama 3:

Kabul edelim ki hayat sigortasi sahiplerinin yaslari X-tesadifi
degiskeni ile go6sterilsin ve X / p ~ N(u , 51.84) normal dagilimla,

n=36 ve X =39,22 oldugu bilinsin. Bu durumda; Ho <37, H 1u>37
hipotezlerini test etmek istiyoruz..

P(Ho/ X) (P(Hg))| P(X/Hg) ve P(Hg) = P(H{) -1

P(Hy/X) \P(Hy) /)| P(X/H;y)

dizgin o6nsel alinirsa

37-X

alx/ﬁ

P(H,/X)=P(u<37/X)=2 ~7(-1852)= 0032 ve
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P(Hy/X)=1-P(Hp/X)=1-0032=0968 bulunur. Sonuc olarak H; kabul
edilir.
Uygulama 4:
Kabul edelim ki Yi: Xi-Fl olsun ve
Hy: X, /p~ Po(u)
H, Y, /zx ~ Ge(m)

hipotezlerini test etmek istiyoruz. Bunun icin ;J/F1ove7T/Fh ic¢in

referans O0nselleri kabul ederek Bayes faktorini hesaplayalim.

P(D/Hyg)
— ifadesini ve M parametreli Poisson dagiliminin 7
P(D/H;)
parametreli Geometrik dadilimin olasilik fonksiyonlarini kullanarak,
o EX L
J exp(—n,u) | | u 2 |du
o| 7X!
BF =

1
}Pﬁ(l—ﬁ)zx] ﬂ_%l—ﬂﬁ_g dz
0

1 7 Yx-
fﬂz 2exp( —nu)du

1

Iﬂn_l(l—ﬁ)zxzdﬂ'
0

r(n,zx+;) F(n+zX+;)
2X+1 1 ZX+l
zX!n 2B(n,zX+E) zX!n 2(n-2)

elde ederiz. Sayisal ornek olarak, n=2 , X;=X,=0 alirsak
r(21/2
s (2L12) L gy
1x+/2x1

olur. Thumb kuralina 1>BF:0.94210_1/2 oldugundan HO ‘a karsi az

delil wvardir denir. Bir Dbaska sayisal ornek olarak; n=2 , X1=X,=2
alirsak
BF [161/2) =3,181
= 9/ =3,
4x2/2x1

bulunur. BF =3.18121 oldugundan Hp kabul edilir.

5. SONUG VE ONERILER (CONCLUSION AND SUGGESTIONS)

Bayesci yaklasim incelenen modelin parametre degerleri
hakkindaki inanislarin yani Onsel olasiliklarin verideki bilgiye nasil
eklenecedi sorusuna tam olarak cevap verir. Klasik ¢ikarim yaklasimin
da mumkiin olmayan onsel bilginin kullanimina imkan tanir.Herhangi bir
konu disi fakat anlamli bir bilgi, &rnedin gecmisteki benzer sonucglar
veya baska Dbir Dbenzer arastirma c¢alismalarinin sonuc¢lari Onsel
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formiilasyon ic¢inde Bayesci metodunda birlestirilebilir. Karsit olarak
Klasik istatistikte boyle bilginin ihmal edilmeye daha uygundur ve
meta analizi gibi ileri tekniklerle bu birlestirmeler yapilir. Avantaj
gibi gbéziken bu durum Onsellerin secimi ve formiiliize edilmesi
konusunda bir takim =zorluklar ve subjektiflik de getirir.

Hipotez testleri gibi analizlerde direkt yorumlama avantajlari
saglamasina ragmen sonsal olasiliklarin hesaplamasinda gereken
integrallerin Dbulunmasinda analitik c¢ozimler vyeterli olmamaktadir.
Dolayisiyla nimerik  yodntemlere ihtiyac duyulmaktadir. Ozellikle
bilinen istatistik paket programlarinda bu islemler kolaylikla
yapillamamaktadir. Ancak son yillarda gelistirilen WinBugs gibi
programlarda ve SPLUS makro vazilimiyla bu hesaplamalar
yapilabilmektedir.
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EK (APPENDIX)

1. Uygulama 1’de vyapilan hesaplamalar

i¢cin hazirlanan Visual
Basic 6.0 programinin ¢iktisi asadgidaki gibidir.

i, MACHAM stat

Ho:p= ||:| — Omeklem genialiﬁij Gozlenen degerlerin u:urtalamasq NATYENE
H1:p= ﬁ_- 5 1 1

L — ) —
0.5

0.5 Sonuclar

[

PHoh] PH1%] Ornek. ontalamas B.F.

0.07536 092414 1 0.02209

[

2. Uygulama 2’de vyapilan hesaplamalar

icin hazirlanan Visual
Basic programinin ¢iktisi asagidaki gibidir.

ini. MACHAM stat

Ho:p= ID — Omeklem genigliﬁi:— Gozlenen dederlerin u:urtalamam—‘ warans

Hl:u=i[g 3 1 1
—PF[Ho P[H1]
05 05
PHokx] PH1%) Direk ortalamas B.F.
o0mar [.3853 1 0.0143
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