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Oklitgi-olmayan geometrilerin kesfi, 19. yiizyil matematik diisiincesinde
meydana gelen en Onemli gelismelerden biridir. Bu kesfin pek ¢ok &nemli
problemlerin dogmasina yol agan uzun ve olduk¢a karmasik bir tarihi vardir. Bu
sorulara yanit vermek igin gesitli bakis agilarindan bu kegfin tarihine iliskin degisik
agiklamalar ve yorumiar ileri stiriilmiigtiir.

Bunlarin arasinda, kendinden sonra gelen (,oohdge Boyer ve Klein® gibi
vazarlarn yirlittigd arastivmalanm ve tartismalann gergevesini belirleyen yorum,
Bonola’minki® gibi goriinmektedir. Adi gegen yazarlarmn tarihsel yorumlarmda
birtakim anlasmazlik noktalan bulunmasma karsin, ugrastikiani  konuya
yaklasimiarinda bir ortaklik s6z konusudur.’ Sahip olduklart ortak tavir, G.
Saccheri’den (1733) E. Belrami’ve (1868) kadar gerceklestirilen geometri
calismalarim tek bir soruya yanit vermek ig¢in yirlitiiimis girisimler olarak
gormeleridir. Bu soru da, Euklid’in difer tim postulatiart ve aksiyvomlart
gergevesinde paralellik postulatinin zorunlu olarak dogru olap olmadift sorusudur.
Gray’in de yerinde gozlemiyle ifade ettigi gibi, “standart yorum, ¢ogu kez,
paralellik postulatinin Oklitgi geometriden mantiksal olarak bagimsiz (logical
independence) olup olmadi@1 sorusuna yapilan gondermelerle sona ermektedir
(Bonola, Chap V, §94, Appendix V; Coolidge, pp. 84-88; Kline, Chap. 38, §4 ve
Chap. 42).%

Boylece problem, geometrinin temellerine (foundation) dair bir problem
olarak algilanmistir. Oklitgi-olmayan geometrilerin kesfinin bir sonucu olarak, .
probleme negatif bir ¢6zilm saglanmis oldu. “Standart yoruma™a gore, Saccheri’den
Beltrami’ye kadar gergeklestirilen geometri ¢alismalari, geometrinin temellerine
dair ¢alismalar olarak goériiimelidir ve geometri tarihini en iyi bigimde anlamann
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_ve vakinda yayinlanacak olan “A Study in the Heuristic of Girolamo Saccheri’s Geometrical Study on the

Problem of Parallels” adh makale temelinde hazirfanarak ODTU Matematik Bolam Seminer Dizi’sinde
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yolu da onu, bu tip ¢ahismalarm ¢izgisel (linear) bir birikimi olarak gdrmekien
gegmektedir.

Standart yorum, bu geometri calismalanimin bazi yOnlerinin iyi bir
degerlendirmesini vermektedir. Bonola’mn Oklitgi-olmayan geometrilerin kesfinin
tarihini énciiler ve kurucular olarak, niteliksel bakimdan farkh iki doneme ayirmasi
buna drmektir.! Bu ayrim gegerli kilacak herhangi bir neden ileri siirmemesine
karsin, Bonola, dikkatimizi sadece tarihsel bir olguya ¢ekmek ister gibidir. Onciiler,
Oklit¢i geometriyi savunmaya ¢ahsirken, Oklitgi-olmayan geometrilerin bazi gok
Snemli teoremierini, elbette farkinda olmadan, kesfetmiglerdi. Oysa, kwrucularmn
amac bilingli olarak biitiintiyle yeni bir geometri inga etmekti. Demek ki, yaptif1 bu
ayrimla Bonola, bu iki geometricilerin yontemlerindeki, kullandiklar: tekniklerdeki
ve yaklasimlarindaki farkhliga degil; sonuglar arasmdaki, yani bu iki geometrinin
ileri stirdigil teoremler arasindaki farklilifa dikkat ¢ekmek amacim tagimaktayds.
Yalnizca temelci (foundational) ¢alismalaria ve aksiyomatik sorunlarla ilgilenen biri
olmasindan dolay1, bu amag, Bonola’nin 8zgiin ilgi alaniyla da oldukga uyumludur.

Gene de, bu ayrimun lizerinde yeterince durulmamustir ve bdylece onun
heuristik (yol-agict) degeri dogru olarak anlasitamamustir. Onciiler, ¢alismalarini
eski geometrinin ideolojisine bagl kalarak; kwrucular ise, tersine, yeni bir
geometriyi yeni diisiincelerle, yontemlerle ve yaklasimlarla kurmuslardir. Fakat
onciiler, eski geometrik dislincelerin ve yontemlerin bazi yeni uygulamalarim
ortaya koyarak, yeni bir geometrinin yaratiimasina giden yolu agmislardir. Demek
ki, bu geometricilerin ¢aligmalar: arasindaki temel faklilik, onlann yaklasimlarinda
(approaches) aranmahidir. Oklitgi-olmayan geometrilerin kesfinde can alici rolii
oynayan da iste bu farklthklardir. Standart yorum, bu ayrimla dikkatimizi belirli
Olgtilerde, matematiksel yontemlerdeki farkhilia c¢ekmektedir: 18. yiizyilda
Saccheri ve J. H. Lambert (1728-1777) paralellik problemini ¢6zme ugraglarinda
klasik geometriyi kullanmigslardir. 19. yiizyilnm ilk dénemlerinde ise J. Bolyai
(1802-1860) ve N. L. Lobachevsky (1793-1856) analizi kullandilar; aymi ylizyihn
ortalarinda da B. Riemann (1826-1866) ve E. Beltrami {1835-1900) diferansiyel
tekniklere yoneldiler. Aym: zamanda, 19. yiizyihn ilk ddnemlerinde pek gok
matematikgi de daha Onceden kabul edilemez olan seylerin ashinda dogru
olabilecegini de diisinmeye baglamigti: Oklitgi geometriden farklt bir geometri,
mantiksal ve fiziksel olarak miimkiin ofabilirdi, yani yeni geometrinin formal yapist
fiziksel evrenimize iligkin empirik buigulan ifade edebilme imkanina sahip olabilir,

Tiim bunlara karsin, yanlizca bir aksiyomatik sistemin temellerine dair
¢aligmalara ve aksiyomatik sorunlara vurgu yapan standart yorum, geometri
tarihinin pek ¢ok ©6nemli yoniinii deginmeden birakmustir. Omegin, belirli
geometrik ybatemlerin neden daha onceden degil de, o donemde ovle
kullamidiklarina ya da gene belirli geometrik ydntemlerin daha sonraki geometrik
yontemlerin gelismesine ve kullanifmasina nasil katkida bulunduguna iliskin
konularda herhangi bir agiklama ileri siirmemistir. Dahasi, standart yorum,
problemlerin dogasindaki degigimlerle ve eZer ortaya gikmiglarsa, bu degisimlere
nelerin yol agtigiyla da iigilenmemistir. Bu da aslinda, standart yorumu tretenlerin,
geometrik  sonuglanin  elde edilme bigimlerine Onem  vermemelerinden
kaynaklanmaktadir. Oyleyse, bu yorum, benim geometrik gelismenin heuristigi

! Karg. Bonola, not 5°deki ayn: eser, sf, xii.
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diyecegim seyin farkina varmada yetersiz kalmaktadir. “Heuristik” derken
kastetigim seyler sunlarchr:

(i) Geometricilerin problem ¢dziimlerinde kullandikiari yontemier;

(ii) Geometrik dilin, problemlerin ve teorilerin karakterizasyonlari;

(iii) Geometricilerin kendi niyetleri.

Ozel olarak bakildiginda, Saccheri’nin Euclides ab omni naevo vindicatus
(]733) adli ¢alismasinin standart yoruma gore yapulan agiklamasi buna istisna
teskil etmez. Bu agiklamaya gore, Sacceheri’nin g¢aligmas: paralellik postulatimn
atesli bir savunusudur ve boyle oldugu i¢in de, geometrinin temellerine dair bir
cahismadir. Oklitgi-olmayan geometrilerden biri, Bolyai-Lobachevsky geometrisi,
Saccheri'nin _dar-agt  hipotezi lizerine yaptii ¢alismalarin  neticesinde
kesfedilmistir:’

“Saccheri’nin ¢aligast, amacina ulagmams bile olsa, hala biiyiik bir Snem
tagimaktadir. Bu galigmada, en kararh c¢aba beginci postulat igin harcanmistir,
Saccheri’nin Dar A¢1 Hipotezinin (Hypothesis of the Acute Angle) sonuclan
arasinda bir ¢elisgki bulamams olmast olgusu, ister istemez tutarlt bir mantiksal
geometrik sistemin bu postulat fizerinde yapilandirthp yapilandirilamayacag:
sorusunu ve Oklitgi postulatin ispatmin olanaksiz oldufu fikrini giindeme
getirmigtir”, 3 '

Geometrik sonuglarin elde edilis bicimlerine nem vermemesinden dolayi,
standart yorum, Saccheri’nin paraleilik problemi tizerine olan g¢alismasinin da pek
¢ok 6nemli y6niine deginmemistir. Bu makalede, bu 6nemli yonleri sergilemek igin,
Saccheri’nin ¢calismasinu su i¢ sorunun 15:8inda degerlendirecegim:

U G. Saccheri: Euclides ab omni naevo vindicatus: sive conatus geometricus quo stabiliuntur Prima ipsa
universae Geomertiae Principia (Milan, 1733), Ingilizceye ¢ev. Geoge B. Halsted: Girolamo Saccheri’s
Euclides Vindicaws, Chicage and London: Open Court, 1920, Bu kitap bu makalede Euclides olarak
amimugtir.
Saccheri’nin hayatina ve galismalarina iligkin olarak kisa notlar verilecek olusa suntar soyleneblhr 1667
yilinda sonradan Cenova Cumhuriveti olacak olan San Remo’da dofan Girolama Saccheri, bir Cizvit
geometriciydi. Ofretmeninin, diger bir Cizvit geometrici, Thomas Ceva'nin oldugu Milano’daki Collegio di
Brera’da ofrenim gordi. Ofiretmeni araciignyla Giovanni Ceva ile tamgti. Turin’de felsefe ve apologetik
opreten Saccheri, daha sonra tiniversitede matematik dgretmenligi yapacag: Pavia'ya tagmdi. 1733 yilinda
Pavia’da oldi.
Giovanni Ceva, Saccheri’nin koordinat geometrisiyle ilgilenmesini sagladi ve onu koordinat geometrisi
tizerine olan ilk kitabint, Ouaesita Geomeiria’yr (Milan, 1694) yazmasi igin yiireklendirdi. Bu kitapta
. Saccheri, aralarindan bir tanesi de “Viviani’nin penceresi” olarak bilinen elementer ve koordinat
4 geometrisindeki bir dizi problemi ¢dzmisstiir.
Saccheri'nin ikinci kitabs, mantik Uzerine olan Logica Demonstrativa’dir (Milan, 1697). Bu kitapta,
geometricilerin yontemlerine benzer bir bigimde birbirine bagh bir dizi kanitlama bigimi tizerinde clestirel
irdelemelerde bulunarak skolastik mantigini dontistirmisstir.
Pavia’da gegirdigi villar igerisinde, Saccheri, 1702 yilinda Nea-Statica’y1 yazmistir. Bu kitabt igin Thomas
Ceva’min De Natura Gravium’undan (Milan 1669) ilham almig ve kismi olarak da onunla polemige girmistir.
Saccheri’nin son kitabs , Euklid geometrisinin hakkim vermek icin yazdig Euclides ab Omni Naevo
Vindicatus™tur (Milan, 1733).
2 Saccheri’nin dortgeni, @ ve b agilarmin toplamumn dik, dar ya da genis olmasina gore ya Buklidesgi, ya
hiperbolik, ya da eliptik olan yanhzea bir tek gergek elementer dizlem geometrisi tantmlar fbkz. gekil 11
Saccheri'nin aksiyomlanimin yanfizca hiperbolik dedil eliptik geometriye de gotirebilecegi kolayca
goriiebilir. [kars. A. Dou: “Logical and Historical Remarks on Saccheri’s Geometry”, Notre Dame Journal
Formal Logic, X1, 1970, 385-415, bkz. sf. 387].
* Bonola, not 5 deki aym eser, sf. 43-44.
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(i) Dolayli ispatlama yonterai olan reductio ad absurdum Saccheri’nin onu
kullandig bigimde nicin daha dnceden kullantimamustir?

(ii) Paralellik probleminin dogasinda herhangi bir degisim olmus mudur,
eger olmussa bunlara neler yol agmugtic?

(iii) Saccheri’nin calismasi, kendinden sonraki geometrik calismalardaki
egemen olan yaklagimlara ve yontemlere yol agmis midir?

Buradaki amacim, yukaridaki sorulara cevap vererek, Saccheri’nin
calismasini yeni bir heuristik getiren bir ¢alisma olarak gostermektir. Bu iddianin
desteklenmesi, geometri tarihini, artik tabii devamidifin ve ilerlemenin olmadigy,
geometri teorilerinin sonuglarnin ¢izgisel bir toplamn olarak degil de, tersine
devamhlifin ve ilerlemenin 6rek bir modeli olarak gérmemizi saflayacaktir.
Bununla baglantili olarak, geometri taribini en iyl bi¢imde anlamanin yolunun
geometri teorilerinin heuristiklerini incelemekten gectigini ileri siirmekteyim.

Yukandaki sorulara yamt vermeye baslamadan Once, heuristik yaklasimm
deferini gOstermek igin, Saccheri’nin paralellik postulati lzerine yazdig
Euclides’in ana hatlarint dzetlemek yararh olacaktir.

1L EUCLIDES’IN ANA HATLARI

Saccheri’ye gére, Euklid’in Elements’inde bir tanesi paralellik postulat:
olmak tizere U¢ tane “kara leke” vardir! Euclides’te Saccheri, “paralellik
postulatmm dovrulugundan hi¢ kimsenin siiphesi olmadigi” mancmdan dolayl,
Euclid’in  Elements’ini bu “kara lekeden” temizlemeyi amag edinir.” Bunu
gergeklestirmek i¢in de ik olarak, ispatlart beginci postulata bagh olmayan,
Euklid’in Elements’inin itk 28 &nermesini varsayar. Sonra da besinci postulatin
dolayh bir ispat yOntemiyle yani, ispatlanacak olan Onermenin yanhg oldugu
varsayllarak ve bundan ¢elisme ¢ikararak Gnermenin “dogru oldugu sonucuna
ulagsma yontemi olan reductio ad absurdum’la hakliligit gbstermeye girisir.
Saccheri, postulatin dogru oldugunu gdstermek istemekteydi, ama postulat
kendinden o6nce gelen geometricilerin yapmis oldugu gibi problemli kanilara
dayamlarak ispatlanan bir teorem oldugunu géstermek niyetinde degildi.

Baska bir deyisle, paralel ¢izgilerin var-olduklarinin ve tekliklerinin
yadsmmasinin,

Euklid’in diger postulatlariyla ve aksiyomlariyla bagdagmaz oldugunu
gostermek istemekteydi. Besinei postulatin yanlis oldugu iddiasini geometrik olarak
uygun bir bicime koymak amaciyla, bugiin Saccheri dortgeni olarak bilinen, A’da
ve B’de dik agtya sahip ve AD=BC olan belirli bir diizlem figiiriinii kullanir,

Euklid’in itk dort postulat temelinde, Saccheri, ZADC=/BCD oldugunu
ispatlar, ¢iinkih eger P ve Q noktalan, sirasiyla AB ve CD pargalarinin orta
noktalarina karsihk geldigi farz edilirse, ADP ve BCP dik tggenleri e§1tt1r
Béylece, LADP=2/BCP ve PD=PC olur. O halde, DPQ {i¢geninin kenarlari,
karsilikh olarak, CPQ iiggeninin kenarlarina esittir. Sonug olarak da, bu iki {iggen
esi'ttir.4 Boylece, LADC=LADP+/PDC=/BCP+/PCD=/BCD olur. C ve

! Saccheri, not 9’daki aym eser, sf. 5-7

2 Saccheri, not 9°daki ayns eser, sf. 5.

3T, L. Heath: The Thirteen Boaks of Euclid's Elements, New York: Dover, 1956, bkz. Book 1, dnerme 4, sf.
247-250. Bu kitap, bu makalede Elements olarak amimustir.

* Bkz. Heath, not 14’deki aym eser, Book I, onermeler 4 ve 8, sf. 761 ve 284. Dahasi bu 6nermeler paraletlik
postulatina bdsvurulmddan xspaﬂanmxmr
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D’deki esit agilara b ve a dersek, su li¢ olasilik titketici (exhaustive) ve diglayic
{exculisive) olarak s6z konusudur.

(i) a+b=m, yani, bu agilar dik agichr, ya da

(i) a+b>m, yani, bu agilar genis agidir, ya da

(iii) a+b<n, yani bu agilar dar acgidir.

Saccheri bu olasiliklara, sirasiyla, dik a1, genis agt ve dar ag1 hipotezleri
ad1m verir [(i) HRA, (ii)) HOA, ve (iii) HAA olarak kisaltifrmstir].
Saccheri, itk olarak her hipotezin verili
2 3 bir dortgende gecerli oldugunu, fakat zoruniy

olarak digerlerinde gegerli olmayabilecegini

varsayar. Yani henliz bu asamada, genis acih
bir dbrtgeni diizlemin bir béigesinde, dar agih
bir dortgeni de baska bir bblgesinde
diisinmekte  serbestiz.  Saccheri, V-VII
onermelerde, eger bu U¢ hipotezden bir,
Saccheri dortgenlerinden biri i¢in dogru olursa,

; F—-l I—— o hipotezin boylesi biitiin dortgenler i¢in dogru
> olacauu ispatlar. Bu teoremler uzaym, her
A P B hipotez i¢in homojen oldugunu gostermektedir,

yani, uzay geometrik olarak her yerde aynidir.

Saccheri, daha sonra, {iggenlere dair ve i¢ kisimdan olusan su sonucu
ispatlar:

“Herhangi bir dik a¢ilt Uggende, geri kalan dar acilar bir arada
alindiklarinda, dik ag1 hipotezine gore, tek bir dik aciya esittirler; genis ag
hipotezine gére, b1r dik acidan biiyiiktiirler; dar ag1 hipotezine goére ise bir dik
agidan kiigiiktiirler”.”

Daha sonra Saccheri, XI. &nermede aksivomlarimin HRA ile birlikte,
Oklitgi geometrinin postulatlariyla esdeger oldugunu ispatiar. XIi. énermede ise,
HOA s6z konusu oldugunda, herhangi iki dogrunun soniu bir yzaklikta daxma
birbirlerini  keseceklerini gijsterir.3 Boylelikle, bu &nerme, Saccheri’nin
aksiyomlarimn HOA ile birlikte, eliptik geometrinin aksivomlariyla denk oldugunu
ortaya koyar. Daha sonra, XXV. ve XXXII. onermelerde, HAA soz konusu
oldugunda, { dogrusu disindaki A noktasindan gegen ve I'ye asimptotik olan iki
dogru ¢izginin oldugunu kamtiar. Béylece, Saccheri bu Onermeler ve
aksiyomlarmin HAA ile birlikte, hiperbolik geometrinin aksiyomlariyla esdeger
oldugunu gdsterir.

Yukanda goriildigii gibi, Saccheri’nin dortgeni araciligiyla {i¢ klasik
geometri, yani, Oklitgi, hlperbohk ve eliptik geometriler tanimianabilir olmasina
karsm, Saccheri yanhzca Oklitgi geometrinin dogru oldugu iddiasin

! Euklidgi geometriye gore, her Uggen, bayiklighi ve uzaydaki konumu ne olursa olsun toplamliat 180°°ye esit
“olan agidara sahiptir. Bunun zstiysa, uzayda birverlerde herhangi biyiklokte bic tiggenin agilanmn

toplarminn ya 180> den az ya da ¢ok oldugudur, Saccheri giigls bir alternatif olan im iggenlerin va dar ya da

genis oldugunu dogru oldugu fikrivle baslarstir.

2 Saccheri, not 9’daki aym eser, Snerme IX, sf. 41-43.

3 Saccheri bu dnermede, i dogrunun, toplamlan w'den kigik agilar vapan transversalle birlegtikierini

varsaytyor goriinmekiedir. Buna karsin Dou’nun kendi makalesinde belirttigi gibi [not 10’°daki ayn: eser, sf.

407], eger HOA altinda iki dogru, toplamlar ©'ye esit agilart yapan transversatle birlegiyoriarsa, bu durumda

problem bir Sncekine indirgenir ve boylece iki dogru her iki yonde de birlesir.
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girismigtir ve XIV. Snermede “kendi kendini qﬁrﬁttu%unden dolay: genig ag1
hipotezinin, kesinlikle yanls oldugu™ sonucuna ulasmstir.

Saccheri, XIV. Bnermede ifade edilen sonucu, XI-XII. &nermelere
dayanarak elde etmistir. Buna karsm, HOA’yi eleyisi problematik olarak
degerlendirilebilir, ¢tinkii bunu yaparken HOA igin gecerli olmayan ve ispati
dogrunun sonsuz uzunluguna dayanan Euklid’in Elements’min 16. Onermesine
dayanmustir. 2 HOA’'daki dogru gizgilerin ise, sonsuz uzuniuga sahip olarak
varsayllamayacagy agiktir. Bu varsayim bir dortgendekl iki genis aginin olasithgim
ortadan kaldirir ve bu anlamda da HRAy1 1spatlar Fakat bu varsayim, bu agilarin
dar ag1 olma ofasihiklarim engeliememektedxr

Ote taraftan ise Saccheri’nin kafa karigtici soyle bir ifadesi de séz
konusudur:

“Euklid’in Birinci Kitabindaki dnermelerinden, sadece 27.yi ve 28.yi degil,
16.y1 ve 17.yi bile, her baklmdan kisittanmis bir liggenin s6z konusu oldugu yerler
disinda, asla kullanmayacagxm

Saccheri’nin bu ifadesi, 1.16-17 ve 1.27-28 6nerme ¢iftleri arasinda ayirim
vaparak [16’yt ni¢in kullandigint agiklamaktadir. Dou’nun dogru olarak
g6zlemleyip ifade ettigi gibi, birinci ciftteki onermeler kisitlanmis tiggenler simfi
igin gegerliyken; paralel dogrularin varligini temellendiren ikinci ¢ifttekiler iginse
gecerli degildir.

1.27-28 onermeleri zorunlu olarak dogrularin sonsuz uzunlukta olmalarimi
gerektirir. Buna karsihik, 1.16-17 6nermeleri yalnizea, figgenin i¢inde bulunan ve bir
koseden (vertex) karsit kenarmn orta noktasina giden dogru pargalarinin, bu
dogrunun yar1 uzunlugundan daha kisa oldugunda gecerlidir.” Boylece buradan elde
edecegimiz sey, 1.16-17 dnermelerinin lokal olarak gegerli oldugu, buna karsia 1.
27-28 énermelerinin HOA ¢ergevesinde zorunlu olarak yanhs oldugudur.

HOA s6z konusu oldugunda, Saccheri’nin kafasindaki sey, Dovw’nun da
belirttigi gibi, XII. 6nermede iceriliyormus gibi gozitken, AB lizerindeki AD, BC

o

! Saccheri, not 9 daki ayni eser, sf. 59-61.

% Dogrularin sonsuz wzunlukta olduklan varsayimi, 117,121 ve 126-28 Onermelerinin ispatlannda da
kuflanstmistir. Bunlasin sonuncusunda, Euklid ilk ofarak beginci postulatt kullansr, 1.16 dnermesi “herhangi
bir tiggende, eger kenarlardan biri uzatilirsa, diy agi hem ig hem de zit agidan biyitk ofur” der [Heath, not
14’teki aymt eser, sf. 279-281]. Ve diger bes snerme, L17, 121 ve 1.26-28, 1. 16’ya dayamr. Ek olarak,
Sacchen dnerme 1.167y1 ilk olarak kendi kitabindaki IIl. dnermenin ispatinda kullanmugtir.

* Saccheri'nin 1L den XL ye kadar olan dnermelerin ispatlarinda doZrulanin sonsuz uzatsdabilirligi
varsayimim kuflanmig olmasindan dolays, bu Onermelere verdigi ispatlarin gegerliligi sorgulanmigtir,
Ornegin, P. Staeckel: Die Theorie der Parallellinen von Euklid bis auf Gauss, Leipzig, 1895; (bkz. sf. 52 ve
sf. 62) adh ¢ahsmasinda degerlendirme yaparken, HOA daki ispatin yetersiz oldugunu bchrmxsttr {kars. Dou,
not 10°daki aym eser, sf. 388 ve C. Segre: “Congetture intorno all’influenza di Girilamo Saccheri Sulla
formazione della geometria non-euclidea”, Atti Acc. Scienza di Torino, XXX VI, 1903, 535-547, sf. 535].
B‘una karsin, eger Euklid’in 2. postulati dogrularin sinirsiz uzatslabilirligini garanti altina alan bir sey olarak
yorumlanirsa, o zaman Saccheri, HOA 1 eleyiginde hakli ofur. Ek bilgi igint bkz. Dou, not 10°daki aym eser,
sf. 387-388 ve L. Sklar: Space, Time, and Space-Time, Berkeley, LA, London: California University Press,
1977, sf. 17-18. Dahast Dou, “kenarlartyla batin olarak smirlanmamig bir diggene uygulanmadikian sirece,
Saccheri’nin 27.ve 28. ve hatta 116 ve L.17 dnermeleri olmadan i§ yapabilecegini” ileri sirmuistir” [bkz. “The
“‘Corollarium I1'to the proposition XX of Saccheri’s Euclides”, Pulicacions Matematiques, 36, 1992, 533-
540; sf. 534).

4 Bkz Sacheri, not 9°daki ayn: eser, Preface.
5 Bkz. Dou, not 10°daki aym eser, sf. 388-389.

26 FELSEFE DUNYASI, SAY129,



dikey cizgilerinin birbirleriyle kesismesi gerektigidir.' Tam da bu nedenden dolayi
Saccheri, 1.16-17 Onermelerini, “her bakimdan kisitlannus bir {iggenin stz konusu
oldugu yerler hari¢” asla kullanmayacagim s8ylemektedir.

Yukanida belirtildigi gibi, Saccheri, XI.-XIII. dnermeleriyle XIV. 6nermeye
giden yolu hazirlamaktadir. Onerme XIII’iin ifade ettigi sudur:

“Eger AD ve XL gibi iki dogruyla kesisen XA dogrusu (uzunlugu her ne
kadar bilylik olarak tayin edilmis olursa olsun), onlarla aymi y6nde yaptig1 i¢ agilar,
XAD ve AXL, iki dik agidan kiigiiklerse, bu ikisinin (bu iki agidan birinin dik ag
olmamas halinde bile), bu agilarin yoniinde bir noktada kesisecegini ve eger dik ag
hipotezi dogruysa, sonlu ya da kesilmis bir uzaklikta kesisecegini iddia
etmekteyim”.

Bu 6nerme, sadece onceki XI. ve XIl. 6nermeleri bir araya getirmekte ve
HRA’y: temellendirmektedir. Buradan ise Saccheri dortgeninin bir dikdértgen
olmasi gerektigi, yani bu dortgenin agilarinin toplaminin dort dik agya esit olacag)
sonucu ¢ikacaktir. Neticede, Euklid’in bu postulatindan ¢ikartilan bildik teoremler

“de temellendirilmig olurlar. Demek ki, HOA yanhstir; bir bagka deyisle, bu 6nerme
Saccheri’yi XIV. 6nermede ifade ettigi su sonuca ulastirmaktadir:

“Genis ag¢t hipotezi kesinlikle yanhistir, ¢iinkii kendi kendini
- cliriitmektedir”.

Saccheri’nin buraya kadar yaptiklan yanlizca isin yarisim halletmektedir.
Bundan sonra HAA’nmn yanhs oldugunun gosterilmesine sira gelmistir. Fakat ne
kadar denerse denesin, HAA’da herhangi bir mantiksal celiski bulamamigtir. Bu
noktada da mantigin kendisine dayanmak yerine, HRA’nin dogru olduguna iliskin
kendi inancina dayanarak bir karara varmistir. Bunu yaparken ise, cizgilerin
dogasma dair olan bir dizi inanca bagvurmustur. Bu inanglara gore, c¢izgiler
birtakim seyleri yapamazlar. :

Demek ki, Saccheri’nin HAA’y1 reddetme girisimi, mantifa degil de,
besinci postulatin gegerliligine iliskin sezgisine dayandigindan dolay1, kusursuz bir
gms:m degildir. Ona gore “Dar Agt Hipotezi kesinlikle yanhstlr ¢linkil dogru
¢izginin dogasina aykmdlr XXX 6nermesini kantlamak icin bes yardlmcn
teoreme {lemma) ve iki teorem sonucuna (corollary) yaslanir. * Saccheri’nin kanitt,
sekiller icin sonlu bir uzakhkta gegerli olan belirli ozelliklerin sonsuzluga
uzatilmasina dayanmaktadir; yani 6zel olarak, iki ¢izginin bulugtuklar sonsuzluk
noktasinda bir ortak dikey ¢izginin bulunabilecegi diigiincesine dayanmaktadlr.“
Boylece, Saccheri’nin HAA'nin olanaksizigina iligkin ispati gecersizdir. Bell’e
gore, Saccheri “infinitesimallerin hatali kullanumindan dolayr” yaniimigtir.

HAA’min gegersizligine iliskin ispatinin tatminkar olmadigmin farkinda
olmasi sebebiyle Saccheri, kitabimin geri kalan béliimiinde, kendinden dncekilerin
kultandif1 esit uzakhk fikrini yeniden uyarlayarak istedifi sonuca ulasma ¢abasin
stirdiirmuistiir.

! Bunun igin bu makaledeki not 18’¢ bakiniz.

% Saccheri, not 9’daki ayn: eser, dnerme XXX, sf. 208.

* Saccheri, not 9°daki ayn eser, sf. 173-207.

4 Bonola, not 5°deki aym eser, sf.43; bkz. Gray, not 7°deki aym eser, sf. 68.

3E. T. Bell: The Development of Mathematics, New York: Dover, 1972, bkz. sf. 327.
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IT1. HEURISTIK YAKLASIMDA EUCLIDES

Simdi, beuristik yaklasimin degerini ortaya koymak i¢in, daha Once
sorulmus olan ii¢ soruya donmek istiyorum.

Birinci soru, Saccheri’nin belirli bir bigimde kullamildigr séz konusu
yontemin nicin daha dnceden kullanilmadigma dairdi. Kendisinin yazdig: ikinci
kitap, Logica demonstrativa’dir (Turin, 1697). Euklid’in Elements’in Uzerine
modellendirilmis bir mantik kitab: olarak biiytik bir éneme sahiptir. Saccheri’nin bu
kitaptaki ilgisi agik¢a, matematikteki tammlamalarla ve reductio ad absurdum
yoluyla yapilan argiimanlarin 6nemine yoneliktir.!

Saccheri, nominal tammlar (definitiones quid nominis ya da nominales), ve
real tammlar (definitiones quid rei ya da reales) arasinda bir aynm yapmugtir.
Birinciler, yanlizca, verili bir terime eklenen anlamn aciklama amacindayken;
ikinciler, sadece kelimenin anlamini agiklamayi degil, bunun yaninda, tanimlacak
seyin varhiginin da olumlanmasini, yani geometri baglammda onu ¢izebilmenin
{construction) olanagini gdstermeyi amag edmmlsnr

Definitiones nominales kendi iglerinde oldukga keyfidirler; bu anlamda, ne
ispata ihtiyaglar vardir, ne de herhangi bir ispatta kullanilabilirler. Nominales’leri
kullanmamizin sebebi, onlart miimkiin oldugu kadar ¢abukcak reales’lere
doniigtiirme istegimizdir. Bir definitio quid nominis, definitic quid rei haline, “bir
postulat yoluyla, ya da bir seyin varolup olmadig: sorusunun olumiu olarak
yanitlanabildigi zaman gelmek‘cedir”.3

Saccheri ye gore, nominal ve real tamimlar arasmdaki kansikhik, hatali
kanitlamalarin en zengin kaynaklarindan biridir. Bu anlamda tehlike de, tanimmn
“karmagiklifi”, yani tammlanacak seye ait olan dzelliklerin cesitliliginin sayisi
oraninda artmaktadir. Artmast ise, atfedilen dzellikler arasinda bagdasmaz olanlarin
olabilecegi ihtimaline, yani atfedilen &zelliklerin verifi bir figiirde aynt zamanda
olmasmm, bilimin kismi olarak temelini olusturan dJiger postulatlar yoluyla
olanaksizh@mm ispatlanmasina karsilik gelmektedir.

Saccherinin bu konudaki ek aydmlatict ¢aligmalari, temel postulatiar
arasindaki  bagdasmazhgin  (incompatibility) varlhigmu  disarida  birakma
zorunlulufunun tamnmasina yol agarak, sorunu daha da genis bir gergeveye
oturtmustur. Bu yaklasim formal ve demonstratif bilimin temelini olusturmaktadir.
Temel postulatlar arasindaki bagdagmazligin varligi, yanlizca bu dnermelerin kendi
aralarinda dogrudan dogruya ¢elismeye distiiklerini gostererek degil, aym zamanda,
direkt olarak farkina varnimayacak bir bigimde, yani aralarmdan birinin yanhs
oldugunun digerleri aracihigiyla gosterilmesiyle de ortaya konabilir.

Bu yaklasim, matematigin islevi bakimindan, yani temel Onermelerin
mantiksal bagdasithgi (logical compatibility) bakimindan ve verili bir &nciil

' Saccheri, kendisinin en tnemli katkisimn, bu tir akilyiiritmenin sistematik ofarak itk bu kitapta ele
alnmas; oldugunu ileri siirer [kars. Saccheri, not 9'daki aym eser, Introduction; aym zamanda bkz. Dou, not
10°daki ayn: eser, sf. 395].

2 Sacchcn Euklid’in Elements’inin Birinci Kitabimin 46. Snermesindeki daire gizimi 6megini verir: Boyle bir
seklin varolup olmadigim bilmedigimizde, Eulides’in gemberi yaptig1 gibi tansmiamaya hakk olmadsgs iddia
edilebilir. Saccheri, boylesi bir kargt ¢ikigin, ancak Euklid’in ispati ve ¢izimi yapmadan dnce bu tir bir sekli
verili olarak kabul etmigse bir anfam tasiyacag; karsifigm verir. Sonra da Euklid’in bu gekdin varliging, onun
Birinci Kitap onerme 46’da tanimianmasindan sonraya dek, asfa varsaymadidunt ileri stirer [kars. Saccheri,
not 9’ daki aymi eser, Introduction).

Sacchen not 9’daki ayni eser, sf. xviii.

28 FELSEFE DUNYASI, SAY] 29,



dizgesini tutarll sekilde takip eden sonuglarn, direkt olarak yorumlamaya veya
empirik dogrulamayr gerektirmeden gelistirilmesi agisindan buytik bir 6neme
« sahiptir. Postulatlarin karsilikli bagdasirlik kosulunun tek nesnesi olmalarindan
dolays, bu tirden bir bagdasirhgin ger¢ekten -olup olmadifi sorusu temel bir

sorudur. Postulatlarin mantiksal bagdasirhifs problemi ise Logica’nm son
. bolimiiniin ana konusudur.

Saccheri’nin bu ¢alismast g6z Oniine ahndi@inda, onun Logica’da elde

ettigi sonuglar Euclides’de kullanmig oldugunu gérmek hi¢ de sasirtici degildir.!
Bir baska deyisle, bu kanitlama siirecinin Logica’daki kullanihis bigimiyle, daha
* sonra Euclides’deki kullaniima bicimi arasinda kesin bir paralellik s6z konusudur;

“Belki de bu noktada, yanhs her hipotezin reddedilisinin kesinlikle
kanitlanmast konusunda nigin bu denli arzulu oldugum sorabilir. Bu amagla,
buradan yola ¢ikarak, Euklid tarafindan ileri siirlilen iinlii aksiyomun kendi basina
{bagka hi¢bir seye dayanmadan) bilinebilecegini, elbette bir sebebe dayanarak, daha

“kapsayict bigimde ortaya konabilecegini sdyliiyorum. Ciinkit aslinda bu, her temel
hakikatin 6zelligi gibi gdriintiyor; celigigini gbz dniine alalum bu hakikatin, belli bir

-getin akil ylirlitme ile hakhilifin: gstermeye gabalayalim. Sonunda gelecegimiz yer,
hakikatin kendisidir. Igtenlikle itiraf etmeliyim ki, genglik yillarimdan baslayarak
temel hakikatler konusundaki goruslerlm Logica Demostrativa adl yapitimda
goruldugu gibi, bu cizgide olugtu”.”

Logica’nin sonuglarmmn Euclides’teki kullanimi, Saccheri’nin iki dogru

rarasindaki  paralellizmle ugrastift zamanda, dikkati postulatiar arasindaki
bagdagirltk  sorununa agitk  bir bigimde y&nelterek, onun iki amac
gerceklestirmesine imkan yaratmistir. Bu amaglar:

¥ (i) genel olarak, Euklid’in Elements’indeki geometrinin tutarli (consistent)

roldugunun gdsterilmesi, ve

(ii) dzel olarak da, paralellik postulatinin dogrulugunun diger itk dort
postulattan ve ilk 28 Onermeden cikarilabilir oldugunun gosterilmesi.Yani, bu
dolayh akil yiirlitme bigimine basvurarak Saccheri, ti¢ hipotez baglaminda —HRA,
HAA ve HOA~ paralellik problemini yeniden formiile etmek istemistir. Bu tiirden
bir kavrayts, istenilen sonucu kesinlikle elde etmek igin reductio ad absurdum’un
kullaniimasina izin vermigtir. Eger ki, ikinci ve Uglinclt hipotezlere dayanan
geometriferin kendi kendilerivle gelisik oldugu gosterilebilirse, birinei, yani Oklitgi
hipotez dogru olacaktir.

Sonug olarak, tiim bu mantiksal aletlerle donanmis olan Saccheri’nin bu
tarz bir akilyiiriitme bi¢imini, yani reductio ad absurdum’u bu ¢ergevede paraleller
problemi lizerine olan incelemesine uyguladigint gérmek dogaldir. Gergekten de o,
geometrinin prensiplerini mantik ¢ercevesinde agiklamaya ¢ahgiyordu. Saccheri bu
dolayh akilyiiriitme bigimini itk kullanan kisi olmamasina karsin —ki daha once
Euklid tarafindan kullanitmistir—-, Saccheri bu ydntemi bu bigimde mantik ve
gedmetri {zerine yapiulan sistematik bir incelemede kullanan ilk kisidir. Onun
Euclides’i, blylik bir olasihkla, problemi Ui¢ hipotez baglaminda yeniden

! Saccheri’nin paratel postulatimn ispatina kars1 duydugu ilginin nedenlerinden birinin de, kendi akilyiiriitme
seklini Kiavyus’un yasas1 aracihifiiyla test etmek oldugu ileri sdridmuistir [kars. Saccheri, not 9°daki aym
eser, Introduction; Dou, not 10°daki ayni eser, sf. 405].

% Saccheri, not 9'daki aym eser, sf. 237,
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tanimlamak ve boylece de ona etkili bir ¢6ziim Onermek i¢in reductio ad
absurdum’u bu 6zel bigimiyle kullanan ilk ¢alismadir.

Ikinci soru paralellik probleminin dogasinda herhangi bir degisiklik olup
olmadifina, ve eger olmugsa, buna nelerin yol agtigina dair soruydu. Bunun igin
Sncelikle bu problemin tarihine kisaca bakmamiz gerekmektedir.

Paralellik problemi, Saccheri’den ¢ok Onceleri, Euklid zamanindan beri,
geometricilerin kafasim olduk¢a karistirmisti; ¢linkit o sezgisel olarak bir tirli
kavranamtyordu ve belirsiz bir uzakbkta kesisen dogrulara iliskin bir sey
atfediyordu. Paralellik postulatia dair olan siipheleri ortadan kaldirmak i¢in pek
gok girigimde bulunuimustu. Euklid zamamindan yaklasik olarak 1800’lere kadar
gerceklestirilen girigimler, her ne kadar tarthsel olarak biraradalik sergilemislerse
de, bu girisimler gu {ic kategori igerisinde karakterize edilebilir:

(i) Paralelfik postulatim dofrudan dogruya Euklid’in geri kalan
postulatiarindan ve aksiyomlarindan ¢ikarma girisirnteri;

(ii) Paralellik postulatini daha agik ve sezgisel bir postulatla degistirmek
i¢in yaptlan girigimler;

(iit) Paralellik postulatini reddetmenin ne gibi sonuglar doguracafin
kesfetmek icin gergeklestirilen girisimler.

Tarihsel olarak bilinen ilk dnemli girisimlerden biri, besinci postulati geri
kalan postulatlardan, aksiyomlardan ve Elements’in itk 28 dnermesinden gikarmaya
¢ahisan Ptolemy (M.S. 2.Yizyil) tarafindan yaptlmustir. Ancak, Ptolemy, drtik
olarak, iki dogrunun bir uzay: kapatamayacag gibi bir varsayim yaprmstir ve bu da
otomatik olarak istenen sonucun almmasim saglamistir.

Diger bir girisim Proklus (410-485) tarafindan gergeklestirilmistir,
Ispatlamasini, kesisen iki dogru lzerindeki iki nokta arasindaki uzakhigmn, iki
dogruyu yeterince uzatarak, 1sted1g|miz bliyiikltige getirilebilecegi Onermesine
dayz:mdlrmlstx.2 Bu ispat dogruydu, ancak Proklus’un yaptidi, siipheli bir postulati
bir diger siipheli postulatla deBistirmekten ibaretti. Bu ispat Klavyus tarafindan
elestirilmigtir ve bu elestiri de Saccheri tarafindan desteklenmistir.3

Benzer olarak Nasirtiddin el-Tusi’de (1201-1274), her yerinden verili bir
dogru ¢izgiye her noktasindan egit uzaklikta bulunan bir egrinin kendisinin de bir
dogru oldugunu Varsayarak postulatin bir ispatim vermistir. Yani postulatt bu
varsayimdan gikarmugtir.? Sezgxsei olarak dogmluk fikriyle ¢eligik goriinmesinden
dolay:, el-Tusi dogrularm bir an icin birbirlerine yaklagtyormusg gibi goriinmeleri,
ama sonradan ayrimalan olasiign fikrini devre digt birakmustir. Oysa sorun,
herbangi bir kaninin akla yatkinhig degil, paralellik postulgtinin mantiksal
zorupjulugudur. el-Tusi’nin ortaya koymus oldufu sey, birbirlerine yaklagtyor gibi
goriinen dogrularin belirli bir gzelliginin varsayddigt durumda, postulatin bir
teorem oldugudur.

! Kars, Bonola, not 5"deki aym eser, sf. 3-4; Heath, not 14°deki ayni eser, sf. 204-206.

2 Kars. Bonola, not 5°deki aym eser, sf. 4-7; Gray, not 7°deki ayn eser, sf. 36-38; Heath, not 14 deki aym
eser, sf. 206-208,

? Kary. Heath, not 14°deki ayn: eser, sf. 208.

4 Kars. Bonola, not 5°deki ayn: eser, sf. 9-12; Gray, no 7°deki aym eser, s 49-53; Heath, not 14’deki aynt
eser, sf. 208210,
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John Wallis (1616-1703) ise kendinden Onceki matematikgilerin
¢aligmalarinda bir basartya yol agmayan esit uzaklik fikrini terketmistir. Onun,
postulatin ispatlanmast igin yaptigy girigim, bir figilir verili oldugunda, verili olania
benzer ve herhangi bir buyuklukte olan bagka bir figiirin olanakh oldugu
varsayimina dayanmaktadxr Wallis, bu varsaymmin sadece lg¢genler igin gegerli
oldugunu diisiinmiistii.” Sezgisel olarak bu anlayigm dogru oldugu diistiniilse de, bu
fikir postulatin kendisinden daha agik degildir. Saccheri’nin belirttigi gibi, benzer
iicgenlerin varhgina dair olarak dustintilen bu postulat, “dik ag1 hipotezinin® ve
bdylece de paralellik postulatimin kosulsuz olarak varsayiimasina denktir.

Ote yandan, Saccheri yukarida s6zii edilen bu iki stratejiden herhangi birini
benimsemek yerine, paralellik postulatinin gerekliligini géstermek i¢in reductio ad
absurdum’n  kullanmistir.  Paralellik  postulatinin  dogrulugunun, postulatin
olumsuzundan (negation) ¢ikanlacagina dair beklenti, Saccheri’nin problemi iig
alternatif hipotez —dik, genis ve dar agt hipotezieri—gerg¢evesine formiile etmesine
olanak saglamistir.

Saccheri’nin geometrideki diger ilgileri, onun ilk kitabinin, yani Quasita
geometria’nin  yazilmasma yol agmustw. Bu  kitap Saccheri’ye, vparatellik
postulatimin olumsuzunu uygun bir geometrik formda ortaya koyma yetenegini
vermigtir. Saccheri’nin koordinat geometrisine olan ilgisi onun paralellik
problemine yaklasiminda da goriilmektedir. Bir bagka deyisle, Saccheri paralellik
postulatimn olumsuzunu belli bir diizlem figlirii gercevesinde formule etmistir. Bu
yolla, paralellik problemini, kendinden &nce dogrular ve agilar ¢ergevesinde verilen
tanimlardan farkli olarak, dértgenler, liggenler ve acilar ¢ergevesinde tammiamustir.
Boylece de, paralellik teorisiyle bir tiggenin agtlaruun toplamt arasindaki temel
iliskiyi agik bir hale getirmistir. Asagida gérecegimiz gibi, bu nokta, konuya iliskin
daha sonraki gelismeler bakimindan bliyiik bir nem tasimaktadir.

Ozetlersek, Saccheri, paralellik problemini, birbirlerini kargilikli olarak
disarida birakan lic ayn hipotezi reductio ad absurdum’un 6zel bir kullanimiyla
formille eden ilk kigidir. Bu, problemin dogasindaki ilk degisikliktir. Ikinci
degisiklik ise problemin tanimuyla ilgilidir. Problem, dérigenler, liggenler ve agilar
gergevesinde yeniden tamimlanmigtir. Bu da, paralellik teorisiyle bir figgenin
agilarinin toplami arasindaki temel baglantiy: kurmustur,

Tiim bunlar, Saccheri’nin reductio ad absurdum™u ve Saccheri dértgenini
belirli bir bicimde kullamginin neticesinde ortaya gikan degisikliklerdir. Yani,
problemin dofasindaki degisiklikler, Saccheri’nin probleme matematiksel
yaklasimindaki degisikliklerle paralellik arzetmektedir. Saccheri’nin teknikleri ve
konuya bitiinlitk¢ii yaklagimi, el-Tusi’nin ve Wallis’in tersine, ama Lambert’inkine
benzer bigimde “modern”dir.

Simdi ‘de Uglincii soruya, yani Saccheri’nin g¢aligmasinin paralellik
probleminin ¢6zimi yolunda difer matematiksel yontemlerin kullanilmasina,
ozellikle de analitik tekniklerin kullamimina yol a¢ip agmadifina, efer agmigsa,
bunu nasil yaptigina dair soruya gecelim.

! Bonola, not 5°deki ayn: eser, sf. 15-17; Heath, not 14’deki aym eser, sf. 210-211.

% Xars. Bonola, not 5’deki aym eser, sf. 15-17; Gray, not 7 deki aym eser, sf. 37-58; Heath, not 14 dekl ayni
eser, sf. 210-211.

3 Saccheri, not 9°deki ayni eser, sf. 105-109; burada Saccheri varsayumin bu kadar ileri gotortilmesine gerek
olmadiZiny, es agih es olmayan ¢genierin var oldukianm varsaymanin yeterli oldugunu ileri stirer.
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Gray'in Oklitgi-olmayan geometrilerin tarihine iliskin yaptig1 calismalarda
ifade ettifi gibi {(1979), (1987), (1989)], paralellik probleminin ¢6ziilmesindeki ve
Oklitgi-olmayan geometrilerin kesfindeki en 6nemli basamak, analitik tekniklerin,
dzellikle de hiperbolik trigonometrinin ve sonra da diferansiyel tekniklerin
kullanilmasidir, Diferansiyel geometrinin kavramlarinm kullanilmasina 6rtitk olarak
izin verdigi i¢in, analizin kullanimi oldukca énemlidir.

Bilindigi gibi, Lambert, Euler’in “sine” ve “cosine” {izerine olan
calismalarim gelistirmis ve hiperbolik fonksiyonlarla sirkiiler (circular) fonksiyonlar
arasindaki benzerligi agik bir hale getirmistir. Bu da, geometrinin bu alaninda, F. K.
Schweikart, F. A Taurinus ve K. F. Gauss tarafindan analizin ilk olarak
kullanilmasina yol agmgtir. Lambert, kiiresel (spherical) trigonometri formuillerini
hiperbolik fonksiyonlar igeren formiiller bigiminde yazarak, hiperbolik ve sirkiiler
fonksiyonlar arasindaki baglantiyt belirgin kildiginda, bu yeni formiillerin HAA’ya
dayanan bir geometriye uygulanabilir bir sey oldugu sonucunu ¢ikarmamugty; ki bu,
sozii edilen yeni formiillerin bir eskenar U?genin 6zel durumunda
degerlendirilmesiyle hemen ortaya gikacak bir sonugtur.

Lambert bunu yapmak yerine, hiperbolik trigonometri formiillerini, iiggen
kenarlarinin hayali (imaginary) olarak ele alndifi astronomik c¢abismalarinda
kullanmustir. Ancak, ne tiir bir tiggenin hiperbolik kiiresel trigonometri yasalarina
uydugu sorusunu kendine sormamustir. Gray bu konuda soyle yazmaktadir: “Bu
olay, birilerinin paralellik postulatiyla kiiresel trigonometri arasindaki iliskiyi ortaya
koymast i¢in 60 yil beklememize yol agacak bir iskaydi. Bu iligkiyi kuran da,
Schweikart’ in yegeni ve onun gibi avukat olan F.A. Taurinus’tur”?

Lambert, bu ¢alismayt 1766°dan sonra, yani paralellik problemine olan
ilgisini kaybettikten sonra yapmugtir. Fakat, kendisinin trigonometri {izerine ve
hiperbolik  fonksiyonlara dair yaptifn ¢alismalann Onemini  yeterince
kavrayamamusty.

Lambert’in paralellik problemine olan iigisi G. S. Kliigel’in Conatuum
praecipuorum theoriam parallelarum demonstrandi recensio (1763) adh tez
¢alismasindan gelmektedir. Lambert daha sonra 1766 yilinda konuyla ilgili kendi
arastirmalarini igeren Theoria der Parallellienien adh bir kitap yazmigtir. Ancak bu
kitap, yazarimm &limiinden sonra J. Bernouilli ve C. F. Hindenburg tarafindan
1786°da yaymlanmstir.

Saccheri’nin ¢alismasi, kendinden sonraki geometricileri, Ozellikle de
Lambert’i etkilemistir. Lambert’in Saccheri’nin ¢ahymasmdan haberdar oldugun
kesindir, ¢linkii Saccheri’nin ¢alismasimin bir §zeti ve elestirisi Klitgel’in tezinde
verilmigtir. Lambert, kendi ¢aligmasi olan Theorie der Paralellien’de Kligel’in
tezini anmig ve onu Ovmilg olmasina ragmen, ne Saccheri’den ne de onun
kitabindan hig¢ bahsetmemigtir.”

Lambert sadece Saccheri’nin ti¢ hipotezin aymisiyle is gérmekle kalmamis,
aym zamanda bu hipotezierle galigirken Saccheri’nin yonteminden de pek fazia

' Kars. Gray, not 6’daki ayn1 eser, sf. 240 ve sf. 248

% Gray, not 6°daki aym eser, sf. 248; J. Gray: “The Discovery of Non-Euclidean Geometry”, E. R. Philips’in
(ed.}, Studies in the History of Mathematics MAA Studies in Mathematics, 26, 1987, 37-60; bkz. sf. 47.

3 Nedeni , Gray’in belirttigi gibi, Buklidgi geometrinin metafiziksel ideolojisi icinde calisums olmasi olabilir.
* Kars. Segre, not 21°deki aym eser, sf. 535-547.

* Kars. Gray, not 6’daki ayni eser, sf. 241; Deu, not 10°daki aym eser, sf. 396.
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ayriimamistir. Boylece, ilkin Saccheri tarafindan kurulan paraleilik teorisi ile bir
figgenin agilarinin toplami arasindaki temel baglanti glindemde kalmistir. Bu,
paralellik probleminde ve Oklitgi-olmayan geometrilerin kesfinde trigonometrik
tekniklerin kullanilmasina yol agan ilk basamak olarak degerlendirilebilir.

Buna ek olarak, Lambert, Theoria der Parallellienen’de ¢ok 6nemli iki
gbzlem de yapnustir,

(i) HAA’da bir dogru pargasi, bir agtyla iliskilendirilebilir ve bdylece

acilann mutlak olglisti uzunluklara transfer edilebilir. Boylece bu yeni geometride
uzunluk mutlak hale gelir. Euklid geometrisinde mutlak bir uzunluk 6lgiisii yoktur.
Oklitgi geometride benzer iggenlerin varolmasindan dolay1 acilarnin  mutlak
dlgitlerini uzunluklara transfer edemeyiz. Lambert bu yeni geometriyi elemek
istemistir, ancak bunu yapmamstir.

(i1) Bir diizlem {i¢geninin alam, ikinci ve Gglinchi hipotezler gergevesinde,
it¢ agisinn toplamiyla iki dik aginin toplam arasindaki farkla orantihidir.

Bdoylece:

k posz sabit olarak, HAA’da A=k(n- A-B~C) ve HOA’da da A

=k(A+B+C-m)’dur.!
' Bonola’mn dofru olarak ifade ettigi gibi, Saccheri, HAA'y1 tartigirken
burada sozii edilen farkla (defect) karsilasmis ve bagka dortgenlerden meydana
gelen bir dértgenin parcalanmin farkiun toplamint kendisinin farkl olarak sahip
olduguna (XXV. 6nerme) Ortilk olarak isaret etmistir. Buna karsin, bundan alanin
bu farka oranttl olduguna dair hicbir sonug ¢ikarmarmstir.”

IV. SoNU¢G

Saccheri yanlizca belirli bir Oklitgi geometrik akilytiritme bigimini
kullanmakla kalmams, Oklitgi geometrinin temel kavramlanm da kullanmgtir.
Dahasi1 Saccheri, paralellik postulatimin ve boylece de Euklid geometrisinin
dogruluguna inanmaktaydi. Euklid geometrisinin matematiksel olarak tek dogru ve
olanakhi geometri olmasinin yaninda, fiziksel diinyamzin zorunlu tasarimi
oldugunu da diigliniiyordu. Yani, Saccheri, sadece Oklitci geometrinin belirli bir
akitytiritme bicimiyle ve onun temel kavramlanyla degll aynt zamanda Okhtgx
geometrinin ideolojisi i¢inde de ¢alismisti. Bunun ise, o ddnemde yeni bir
geometrik ySntemin, yani Kartezyen ySntemin mevcut olmasi olgusundan dolayt
kaginilmaz bir karar degil, bilingli bir karar oldugu diisiiniilebilir. Bunun nedeni de,
onun eski moda geometrik tarzdan hoslanan bir Cizvit olmasi olabilir. Fakat
yukarida ifade edildigi gibi, Saccheri’nin matematiksel yontemi ve paralellik
problemine yaklagimi ile kendinden 6nceki geometricilerinki arasinda gok temel
farklihiklar vardir. Onun problem lizerindeki caligmasi kendinden oncekilerden
goriilebilir bigimde farkhidir.

Deginilen tiim farklilklar ve Saccheri’nin problem iizerinde ylriittigu
galigmamin getirdigi yenilikler, reductio ad absurdum’un kullamlmasindan degil, bu
eski Oklitgi akilyiiritmenin yeni uygulama bigiminden ve problemi yeniden
tarumlamada ve ¢6zmede kullandig: Saccheri dértgeninden gelmektedir. Problemi,
daha Onceki tanimlamalardan farkhi olarak, dortgenler, lggenler ve agilar
gercevesinde tasarlayan Saccheri, paralellik kuram: ile bir diggenin agtlanmn
toplam arasindaki temel baglantiy1 agiga gikarmistir. Bu, Saccheri’nin probleme

! Kars. Heath, not 14°deki ayni eser, sf. 212-213; bkz. Gray, not 7°daki ayni eser, sf. 74.
2 Kars. Bonola, not 5’deki aym eser, sf. 46.
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yaklasiminm heuristigidir, yani, onun heuristigi, reductio ad absurdum’un yeni bir
.uygulama blglmmden ve bu temel baglantldan meydana gelmektedir. Saccheri,

" boylelikle, Oklitgi “aragtirma programi” (research programme)' igerisinde

calismasina ragmen, paralellerin dogasina iligkin yeni bir heuristik geligtirmistir.

Saccheri’nin bu g¢aligmasi, paralellik probleminin trigonometrik dildeki
yeni formillasyonunun dile getirilmesinde, béylece de problemin ¢oziimiinde ve
Oklitgi-olmayan geometrilerin kesfinde ilk basamak olarak degerlendirilebilir. Bu
calisma, Oyleyse, Lakatos un terminolojisiyle, “ilerlemeci problem degisimi™n
(progressive problem shift)* yaratan bir gallsma olarak goriilebilir,

Saccheri’nin getirdigi bu yeni heuristik, daha sonralan HOA’dan ve
HAA’dan yeni sonuglarin ¢ikariimastyla ve paralellik postulati ile kilresel
trigonometri arasindaki baglantimin  kesfine ¢ok yaklagilmastyla, Lambert ve
Legendre tarafindan gelistirilmistir.Ancak bu baglanti, acik olarak, Lambert’in
kitabin1 okumus olan Gauss aracilityla Taurinus tarafindan gérlilmiis ve ortaya
konmustur. Bu baglantiya agiklik kazandiriimasiyla, Saccheri’nin g¢aligmasinda
ortaya ¢ikan sonra da Lambert tarafindan gelistiriten bu yeni heuristik, u¢ noktasina
Bolyai’nin ve {.obachevsky’nin ¢alismalanyla ulagarak yeni bir bicime, yani yeni
bir heuristige déniismiistiir.

Saccheri’nin ¢aligmasinin ve genel olarak geometri tarihinin dikkat ¢ekici
yonleri, Saccheri’nin paralellik problemine karsi gelistirdigi matematiksel ya.klaslm
bigiminde ve problemin dogasinda yaptig deglgxme 6zellikle dikkat edilerek, yani
geometrmm tarihini ve teorilerini acikiama girigimi olan “heuristik” yaklasimla su
fizerine gikariimistir. Geometrik kuramiarin heuristik yonleri tistiine olan tarihsel ve
metodolejik ¢alismalar, geometri tarihindeki siirekliligi ve ilerlemeyi gozler dniine
serebilir. Benim, geometri tarihinin, geometri teorilerinin sonuglannin ¢izgisel bir
derlemesi olmadifi ve geometrik teorilerin tarihini en iyi anlama yolunun onlarn
heuristiklerinin incelenmesinden gegtigine dair olan iddiam tam da bu yiizden ileri
stiriilmiigtiir.

! Kars. I Lakatos: “Falsification and the Methodology of Scientific Research Programmes”, Chap. I,
Philosophical Papers, Vol. 1, J. Worrall & G. Currie (Eds.), Cambridge: Cambrige University Press, 1977.

% Karg. Lakatos, not 48°deki aym eser ve 1. Lakatos: Proofs and Refutations, §. Worrall & E. G. Zahar (Eds.),
Cambridge: Cambrige University Press, 1976.
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