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𝛼 ve 𝛽 sıfırdan farklı pozitif tamsayılar olmak üzere, ℤ2
𝛼 × ℤ4

𝛽
 nın alt grupları 

olarak tanımlanan ℤ𝟐ℤ𝟒-toplamsal kodlar araştırmacılar tarafından son 

yıllarda oldukça ilgi görmüştür. Bu kod ailesine benzer bir kod sınıfı 

ℤ2
𝑟 × (ℤ𝟐 + 𝑢ℤ𝟐)

𝑠 üzerindeki kodlardır. Bu kodlar ℤ𝟐ℤ𝟒-toplamsal kodlara 

göre bazı avantajlara sahiptir. Bir kodun sıfırdan farklı tüm kodsözleri aynı 

ağırlığa sahipse bu kod bir-(sabit) ağırlıklı kod olarak tanımlanır. Bu 

çalışmada, ℤ2
𝑟 × (ℤ𝟐 + 𝑢ℤ𝟐)

𝑠 üzerindeki relatif iki-ağırlıklı kodlar 

çalışılmıştır. İlk olarak, iki-mesafeli bir ℤ2ℤ2[𝑢]-lineer kodun Gray 

görüntüsünün ikili iki-mesafeli bir kod olduğu gösterilmiştir. Daha sonra 

relatif iki-ağırlıklı bir ℤ2ℤ2[𝑢]-lineer kodun Gray görüntüsün ikili relatif iki-

ağırlıklı bir kod olduğu ispatlanmıştır. Ayrıca, bu kodların duallerinin 

genellikle relatif iki-ağırlıklı kod olmadıkları örneklerle gösterilmiştir. Son 

olarak, relatif iki-ağırlıklı bir ℤ2ℤ2[𝑢]-lineer kodun yapısı belirlenmiştir.  
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 ℤ𝟐ℤ𝟒-additive codes, defined as subgroups of ℤ2
α × ℤ4

β
 where α and β are 

positive integers, have been considered by researchers in the last decades. 

The family of these codes are similar to the class of codes over ℤ2
r ×

(ℤ2 + 𝑢ℤ2)
s. These codes have some advantages compared to ℤ𝟐ℤ𝟒-additive 

codes. A code is called constant weight (one-weight) if all the nonzero 

codewords have the same weight. In this study, relative two-weight codes 

over ℤ2
r × (ℤ𝟐 + 𝑢ℤ𝟐)

s are considered. Firstly, it is shown that the Gray 

image of a two-distance ℤ2ℤ2[𝑢]-linear code is a binary two-distance code. 

Then, it is proved that the Gray image of a relative two-weight ℤ2ℤ2[𝑢]-
linear code, with nontrivial binary part, is a binary relative two-weight code. 

Also, it is shown that the duals of these codes are not relative two-weight 

codes generally by using examples. Finally, the structure of relative two-

weight ℤ2ℤ2[𝑢]-linear codes are determined. 

Keywords: 

One-weight code 

Gray map 

ℤ2ℤ2[𝑢]-linear code 

To Cite: Çalışkan B., Çelik V. Relatif İki-Ağırlıklı ℤ2ℤ2[𝑢]-Lineer Kodlar. Osmaniye Korkut Ata Üniversitesi Fen Bilimleri 

Enstitüsü Dergisi 2022; 5(1):56-65. 

 

 

1. Giriş 

 

ℤ𝑚, modülo m kalan sınıflar halkası olmak üzere ℤ𝑚
𝑛  nin boş kümeden farklı herhangi bir alt kümesi 𝐶 

ye bir kod ve alt modülüne ise ℤ𝑚 üzerinde n uzunluklu bir lineer kod denir. Özel olarak 𝑚 = 2 ise 

ikili (binary) kod ve 𝑚 = 4 ise dörtlü (quaternary) kod denir. 
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Eğer bir koddaki sıfırdan farklı her kodsöz aynı Hamming (Lee) ağırlığa sahip ise bu koda bir-ağırlıklı 

kod, herhangi iki kodsöz arasındaki mesafe sabit ise bu koda eş-mesafeli kod denir. Lineer eş-mesafeli 

bir kod bir-ağırlıklı bir koddur (Dougherty ve ark., 2016). 

Cisimler üzerindeki bir-ağırlıklı lineer kodların yapısı Bonisoli tarafından belirlenmiştir (Bonisoli, 

1984). Bu çalışmada, her eş-mesafeli kodun Hamming kodların dualleri olan simpleks kodların bir 

dizisi olduğu ispatlanmıştır. Halkalar üzerindeki bir-ağırlıklı lineer kodlar ile ilgili bazı çalışmalara 

örnek verilecek olunursa, ℤ4 üzerindeki bir-ağırlıklı lineer kodlar (Carlet, 2000) de ve ℤ𝑚 üzerindeki 

bir-ağırlıklı lineer kodların çeşitli ağırlıkları (Wood, 2002) de araştırılmıştır. 

𝛼 ve 𝛽 birer pozitif tamsayı olmak üzere ℤ2
𝛼 × ℤ4

𝛽
 nın bir 𝐶 alt grubuna ℤ2ℤ4-toplamsal kod denir. 

ℤ2ℤ4-toplamsal kodların cebirsel yapısı (Borges ve ark., 2010) da incelenmiş ve bu makalede ℤ2ℤ4-

toplamsal kodların standart haldeki üreteç ve kontrol matrisleri belirlenmiştir. Bu çalışmayla beraber 

ℤ2ℤ4-toplamsal kodlar birçok matematikçinin ilgisini çekmiş ve bugüne kadar bu konuyla ilgili olarak 

çeşitli çalışmalar yapılmıştır (Borges ve ark., 2010; Bilal ve ark., 2011). 

Bir-ağırlıklı ℤ2ℤ4-toplamsal kodlar (Dougherty ve ark., 2016) da sınıflandırılmıştır. Yine bir-ağırlıklı 

ℤ2ℤ2[𝑢]-lineer kodların yapısı (Aydogdu, 2018) de belirlenmiştir. Bir-ağırlıklı ℤ2ℤ4ℤ8-toplamsal 

kodlarla ilgili bazı sonuçlar (Çalışkan, 2021) de elde edilmiştir. Cisimler üzerindeki relatif bir-ağırlıklı 

lineer kodlar ilk kez (Liu ve Chen, 2010) ve (Liu ve ark., 2011) de tanıtılmıştır. Relatif iki-ağırlıklı 

ℤ2ℤ4-toplamsal kodların yapısı (Annamalai ve Durairajan, 2016) da çalışılmıştır. 

Yukarıda bahsedilen araştırmalardan yola çıkılarak, bu çalışmada, 𝑟 ve 𝑠 birer pozitif tamsayı olmak 

üzere ℤ2
𝑟 × (ℤ2 + 𝑢ℤ2)

𝑠 üzerindeki relatif iki-ağırlıklı kodların cebirsel yapısı araştırılmış ve relatif 

iki-ağırlıklı bir ℤ2ℤ2[𝑢]-lineer kodun yapısı belirlenerek bazı örnekler verilmiştir. 

 

2. Materyal ve Metot 

 

2.1. ℤ2ℤ2[𝑢]-Lineer Kodlar 

 

ℤ4 gibi dört elemanlı önemli halkalardan biri olan ℤ2[𝑢] halkası (Aydogdu ve ark., 2015) de 

verilmiştir. Bu halka 𝑢2 = 0 olmak üzere 𝑅 = ℤ2 + 𝑢ℤ2 = {0,1, 𝑢, 1 + 𝑢} elemanlarına sahiptir ve 

kısaca 𝑅 = ℤ2[𝑢] ile gösterilir. ℤ2 nin 𝑅 halkasının bir alt halkası olduğu açıktır. Dolayısıyla ℤ2 deki 

çarpanlara ayırma 𝑅 de geçerlidir. 

ℤ2ℤ2[𝑢] = {(𝑎|𝑏)|𝑎 ∈ ℤ2, 𝑏 ∈ 𝑅} 

şeklinde tanımlanan küme bilinen çarpma işlemi altında 𝑅 halkasındaki 𝑢 elemanına göre kapalı 

değildir. Dolayısıyla standart çarpma işlemine göre bir modül değildir. 

  

𝜂: 𝑅 → ℤ2 

𝜂(𝑒 + 𝑢𝑞) = 𝑒 
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dönüşümü 𝜂(0) = 0, 𝜂(1) = 1, 𝜂(𝑢) = 0 ve 𝜂(1 + 𝑢) = 1 olarak tanımlansın. 𝜂 dönüşümü 

yardımıyla skaler çarpma işlemi aşağıdaki gibi tanımlanır. Herhangi bir 𝑑 ∈ 𝑅 ve 𝑣 =

(𝑎0, 𝑎1, … , 𝑎𝑟−1|𝑏0, 𝑏1, … , 𝑏𝑠−1) ∈ ℤ2
𝑟 × 𝑅𝑠 için 

 

𝑑 ∙ 𝑣 = (𝜂(𝑑)𝑎0, 𝜂(𝑑)𝑎1, … , 𝜂(𝑑)𝑎𝑟−1|𝑑𝑏0, 𝑑𝑏1, … , 𝑑𝑏𝑠−1) 

 

işlemi altında ℤ2
𝑟 × 𝑅𝑠 halkası bir 𝑅 modüldür (Aydoğdu, 2014). 

 

Tanım 2.1.1. 𝐶, ℤ2
𝑟 × 𝑅𝑠 nin boş kümeden farklı bir alt kümesi olsun. Eğer 𝐶 yukarıda tanımlanan 

skaler çarpma işlemine göre ℤ2
𝑟 × 𝑅𝑠 nin bir 𝑅-alt modülü ise, 𝐶 ye bir ℤ2ℤ2[𝑢]-lineer kod denir. 𝑛 =

𝑟 + 2𝑠 olmak üzere her 𝑎 = (𝑎0, 𝑎1, … , 𝑎𝑟−1) ∈ ℤ2
𝑟  ve 𝑏 = (𝑏0, 𝑏1, … , 𝑏𝑠−1) ∈ 𝑅

𝑠 için Gray 

dönüşümü 

 

Φ: ℤ2
𝑟 × 𝑅𝑠 → ℤ2

𝑛 

 

Φ(𝑎|𝑏) = (𝑎0, 𝑎1, … , 𝑎𝑟−1|𝜙(𝑏0), 𝜙(𝑏1),… , 𝜙(𝑏𝑠−1)) 

 

𝜙: 𝑅 → ℤ2
2 

 

𝜙(0) = (0,0), 𝜙(1) = (0,1), 𝜙(𝑢) = (1,1), 𝜙(1 + 𝑢) = (1,0) 

  

şeklinde tanımlanır (Aydogdu ve ark., 2015). 

Bir 𝑥 kodsözündeki sıfırdan farklı koordinatların sayısına ise (Hamming) ağırlık denir ve 𝑤𝑡𝐻(𝑥) ile 

gösterilir. (𝑥|𝑦) nin Lee ağırlığı 𝑤𝑡𝐿(𝑥|𝑦) ile gösterilir ve 𝑤𝑡𝐿(𝑥|𝑦) = 𝑤𝑡𝐻(𝑥) + 𝑤𝑡𝐻(𝜙(𝑦)) olarak 

tanımlanır. (𝑥|𝑦), (𝑥′|𝑦′) ∈ ℤ2
𝑟 × 𝑅𝑠 olsun. (𝑥|𝑦) ile (𝑥′|𝑦′) arasındaki Hamming mesafesi 

 

𝑑𝐻((𝑥|𝑦), (𝑥′|𝑦′)) = 𝑤𝑡𝐻(𝑥 − 𝑥′|𝑦 − 𝑦′) 

 

şeklinde tanımlanır. Ayrıca, (𝑥|𝑦) ile (𝑥′|𝑦′) arasındaki Lee mesafesi 

 

𝑑𝐿((𝑥|𝑦), (𝑥
′|𝑦′)) = 𝑤𝑡𝐻(𝑥 − 𝑥

′) + 𝑤𝑡𝐻(𝜙(𝑦 − 𝑦′)) 

şeklinde tanımlanır. 

 

Teorem 2.1.2. 𝐶, (𝑟, 𝑠; 𝑘0, 𝑘1, 𝑘2) tipinde bir ℤ2ℤ2[𝑢]-lineer kod olsun. 𝐶 kodunun üreteç matrisinin 

standart hali, aşağıdaki gibi verilen ℤ2ℤ2[𝑢]-lineer koda permütasyon denktir 
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𝐺 = (
𝐼𝑘0 𝐴1
0 𝑆
0 0

|

0 0 𝑢𝑇
𝐼𝑘1 𝐴 𝐵1 + 𝑢𝐵2
0 𝑢𝐼𝑘2 𝑢𝐷

). 

 

Burada 𝐴, 𝐴1, 𝐵1, 𝐵2, 𝑆  ve 𝐷 matrisleri ℤ2 üzerindeki matrislerdir (Aydoğdu, 2014). 

 

Tanım 2.1.3. ℤ2
𝑟 × 𝑅𝑠 üzerindeki herhangi iki 𝑣,𝑤 elemanının iç çarpımı 

 

〈𝑣, 𝑤〉 = 𝑢 (∑𝑣𝑖𝑤𝑖

𝑟

𝑖=1

) + ∑ 𝑣𝑗𝑤𝑗

𝑟+𝑠

𝑗=𝑟+1

∈ (ℤ2 + 𝑢ℤ2) 

 

biçiminde tanımlanır (Aydoğdu, 2014). 

 

Tanım 2.1.4. 𝐶, ℤ2ℤ2[𝑢]-lineer kodunun duali 𝐶⊥ sembolüyle gösterilir ve 

 

𝐶⊥ = {𝑤 ∈ ℤ2
𝑟 × 𝑅𝑠|her 𝑣 ∈ 𝐶 için 〈𝑣, 𝑤〉 = 0} 

 

biçiminde tanımlanır (Aydoğdu, 2014). 

 

Teorem 2.1.5. (𝑟, 𝑠; 𝑘0, 𝑘1, 𝑘2) tipindeki 𝐶 ℤ2ℤ2[𝑢]-lineer kodunun duali 𝐶⊥ nin standart formdaki 

üreteç matrisi (𝐶 kodunun kontrol matrisi)  

 

𝐻 = (
−𝐴1

𝑡 𝐼𝑟−𝑘0
−𝑇𝑡 0
0 0

|

−𝑢𝑆𝑡 0 0
−(𝐵1 + 𝑢𝐵2)

𝑡 + 𝐷𝑡𝐴𝑡 −𝐷𝑡 𝐼𝑠−𝑘1−𝑘2
−𝑢𝐴𝑡 𝑢𝐼𝑘2 0

) 

 

şeklindedir (Aydoğdu, 2014). 

 

Örnek 2.1.6.  𝐶, 𝐺 = (
0 0 1 1 0 1 0
1 0 0 1 1 0 0

|
1
0
1 + 𝑢
0

1
𝑢
1 + 𝑢
𝑢
) üreteç matrisi ile üretilen 

ℤ2
7 × 𝑅4 üzerinde (7,4; 1,1,0) tipinde bir kod olsun. 𝐶 kodunun üreteç matrisinin standart hali 

 

𝐺𝑆 = (
1 0 0 1 1 0 0
0 0 1 1 0 1 0

|
0 0 𝑢        0
1 1 1 + 𝑢 1 + 𝑢

) 

 

olup, 𝐶⊥ nin standart formdaki üreteç matrisi 
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𝐻 =

(

 
 
 
 
 
 

0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
1 0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

|

|

|

   0     0  0 0
   𝑢     0  0 0
  𝑢     0  0 0
   0     0  0 0
   𝑢     0  0 0
   0     0  0 0
   1     1  0 0
1 + 𝑢 0 1 0
1 + 𝑢 0 0 1)

 
 
 
 
 
 

 

 

şeklindedir. Açıkça görülmektedir ki, |𝐶||𝐶⊥ | = 2744 dir. 

 

3. Bulgular ve Tartışma 

 

3.1. ℤ2
𝑟 × 𝑅𝑠 Üzerinde Relatif İki-Ağırlıklı Kodlar 

 

Bu bölümde, ℤ2
𝑟 × 𝑅𝑠 deki relatif iki-ağırlıklı kodların yapısı çalışılmıştır. 

𝐶, ℤ2
𝑟 × 𝑅𝑠 de bir kod olsun. Eğer 𝐶 nin sıfırdan farklı tüm kodsözleri aynı Lee ağırlığına sahip ise 𝐶 

ye bir-ağırlıklı bir kod denir. 

 

Tanım 3.1.1. 𝐶, ℤ2
𝑟 × 𝑅𝑠 de sıfırdan farklı bir kod olsun. 𝑐, 𝑐′ ∈ 𝐶 herhangi iki kodsöz için 𝑑𝐿(𝑐, 𝑐

′) ∈

{𝑚,𝑚1} olacak şekilde farklı 𝑚,𝑚1 pozitif tamsayıları varsa 𝐶 ye iki-mesafeli kod denir. Eğer 𝐶 nin 

sıfırdan farklı tüm kodsözleri iki farklı Lee ağırlığına sahip ise 𝐶 ye iki-ağırlıklı bir kod denir. 

 

𝐶, ℤ2
𝑟 × 𝑅𝑠 de bir kod ise, 𝐶 nin relatif iki-ağırlıklı bir kod olabilmesi için gerek yeter koşulun 𝐶 nin 

iki-mesafeli bir kod olması gerektiği açıktır. 

 

Tanım 3.1.2. 𝐶, ℤ2
𝑟 × 𝑅𝑠 de bir kod ve 𝐶1, 𝐶 nin bir alt kodu olsun. Eğer 𝐶1 ve 𝐶 ∖ 𝐶1 bir-ağırlıklı kod 

iseler, 𝐶 ye 𝐶1 alt koduna göre relatif iki-ağırlıklı bir kod denir. Her 𝑐1 ∈ 𝐶1 için 𝑤𝑡𝐿(𝑐1) = 𝑚1 olacak 

şekildeki bir 𝑚1 > 0 tamsayısı ve her 𝑐 ∈ 𝐶 ∖ 𝐶1 için 𝑤𝑡𝐿(𝑐) = 𝑚 olacak şekildeki bir 𝑚 > 0 

tamsayısı ile birlikte 𝐶1 alt koduna göre relatif iki-ağırlıklı bir 𝐶 kodu, 𝐶(𝑚1, 𝑚) olarak gösterilir. 

 

Örnek 3.1.3.. ℤ2
7 × 𝑅4 üzerinde verilen 𝐶 kodu, 𝐶1 = 〈(1 0 1 0 1 1 0|1 1 + 𝑢 1 + 𝑢 1)〉 

alt koduna göre (8,7) relatif iki-ağırlıklı bir koddur. 

  

Teorem 3.1.4. 𝐶, ℤ2
𝑟 × 𝑅𝑠 de mesafeleri 𝑚 ve 𝑚1 olan iki-mesafeli bir kod olsun. Bu durumda 𝐶 nin 

Gray görüntüsü Φ(𝐶) de aynı 𝑚 ve 𝑚1 mesafelerine sahip ikili iki-mesafeli bir koddur. 

 

İspat: 𝑐, 𝑐′ ∈ 𝐶 için Φ(𝑐) ≠ Φ(𝑐′) olmak üzere Φ(𝑐),Φ(𝑐′) ∈ Φ(𝐶) olsun. 𝐶, 𝐶(𝑚1,𝑚) kod 

olduğundan 𝑑𝐿(𝑐, 𝑐
′) ∈ {𝑚,𝑚1} dir. [5] den Gray dönüşümü Φ nin bir izometri olmasından dolayı 
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𝑑𝐻(Φ(𝑐),Φ(𝑐′)) = 𝑑𝐿(𝑐, 𝑐
′) ∈ {𝑚,𝑚1} 

 

dir. Dolayısıyla, Φ(𝐶) aynı 𝑚 ve 𝑚1 mesafelerine sahip ikili iki-mesafeli bir koddur. 

 

Teorem 3.1.5. 𝐶, ℤ2
𝑟 × 𝑅𝑠 de bir kod olsun. Eğer 𝐶(𝑚1,𝑚), 𝐶1 alt koduna göre relatif iki-ağırlıklı bir 

kod ise 𝑚1 çift olmak zorundadır.  

 

İspat: 𝐶(𝑚1,𝑚), 𝐶1 alt koduna göre relatif iki-ağırlıklı bir kod ve 𝑐1 = (𝑥1|𝑦1) ∈ 𝐶1 olsun. 𝐶1 bir-

ağırlıklı ℤ2ℤ2[𝑢]-lineer kod olduğundan  

 

𝑢 ∙ 𝑐1 = (𝜂(𝑢)𝑥1|𝑢𝑦1) = (0|𝑢𝑦1) ∈ 𝐶1 

 

dir. 𝑢𝑦1 ∈ 𝑅
𝑠 deki her koordinat ya 0 ya da 𝑢 olduğundan dolayı, bu 𝑤𝑡𝐿(𝑢𝑦1) nin çift olmasını 

gerektirir ve 𝑤𝑡𝐿(0|𝑢𝑦1) nin çift olduğu elde edilir. 𝐶1, ağırlığı 𝑚1 olan bir-ağırlıklı bir kod 

olduğundan 𝐶1 deki sıfırdan farklı her kodsöz için 𝑤𝑡𝐿(𝑐1) = 𝑤𝑡𝐿(𝑢𝑐1) dir. Dolayısıyla 𝑚1 çifttir.  

 

Teorem 3.1.6. 𝐶, ℤ2
𝑟 × 𝑅𝑠 de bir 𝐶(𝑚1, 𝑚) kod olsun. Bu durumda 𝐶 nin Gray görüntüsü Φ(𝐶) de ℤ2 

üzerinde relatif iki-ağırlıklı bir Φ(𝐶)(𝑚1,𝑚) koddur. 

 

İspat: 𝑤 ∈ Φ(𝐶) ∖ Φ(𝐶1) olsun. O zaman 𝑤 = Φ(𝑐) olacak şekilde en az bir 𝑐 ∈ 𝐶 ∖ 𝐶1 vardır. Her 

𝜐 ∈ 𝐶 için  

 

𝑤𝑡𝐻(Φ(𝜐)) = 𝑤𝑡𝐿(𝜐) 

olduğundan,  

𝑤𝑡𝐻(𝑤) = 𝑤𝑡𝐻(Φ(𝑐)) = 𝑤𝑡𝐿(𝑐) = 𝑚 

 

dir. 𝑤 ≠ 0 için 𝑤 ∈ Φ(𝐶1) olsun. Bu durumda  

𝑤 = Φ(𝑐1), 

 𝑤𝑡𝐻(𝑤) = 𝑤𝑡𝐻(Φ(𝑐1)) = 𝑤𝑡𝐿(𝑐1)  = 𝑚1 

 

olacak şekilde en az bir 𝑐1 ≠ 0 ∈ 𝐶1 vardır. Dolayısıyla Φ(𝐶)(𝑚1,𝑚), ℤ2 üzerinde relatif iki-ağırlıklı 

bir koddur. 

 

Teorem 3.1.7. 𝐶, ℤ2
𝑟 × 𝑅𝑠 de relatif iki-ağırlıklı bir 𝐶(𝑚1,𝑚) kod olsun. Bu durumda herhangi bir 𝑡 

pozitif tamsayısı için ℤ2
𝑡𝑟 × 𝑅𝑡𝑠 de en az bir 𝐷(𝑡𝑚1, 𝑡𝑚) relatif iki-ağırlıklı kodu vardır. 
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İspat: 𝐶, ℤ2
𝑟 × 𝑅𝑠 de 𝐶1 alt koduna göre bir relatif iki-ağırlıklı kod olsun.  

 

𝐷 = {(𝑥⋯𝑥⏞  
𝑡−𝑡𝑎𝑛𝑒

| 𝑦⋯𝑦⏞  
𝑡−𝑡𝑎𝑛𝑒

) |(𝑥|𝑦) ∈ 𝐶} ⊆ ℤ2
𝑡𝑟 × 𝑅𝑡𝑠 

 

𝐷1 = {(𝑥⋯𝑥|𝑦⋯𝑦) ∈ 𝐷|(𝑥|𝑦) ∈ 𝐶1} 

 

𝐷1 in ℤ2
𝑡𝑟 × 𝑅𝑡𝑠 de bir kod olduğu ve 𝐷1 ⊆ 𝐷 olduğu açıktır. (𝑥⋯𝑥⏞  

𝑡−𝑡𝑎𝑛𝑒

| 𝑦⋯𝑦⏞  
𝑡−𝑡𝑎𝑛𝑒

) ∈ 𝐷 ∖ 𝐷1 olsun. Bu 

durumda (𝑥|𝑦) ∈ 𝐶 ∖ 𝐶1 ve 𝑤𝑡𝐿(𝑥|𝑦) = 𝑚 dir ve dolayısıyla  

 

𝑤𝑡𝐿 (𝑥⋯𝑥⏞  
𝑡−𝑡𝑎𝑛𝑒

| 𝑦⋯𝑦⏞  
𝑡−𝑡𝑎𝑛𝑒

) = 𝑡𝑚 

 

dir. (𝑥⋯𝑥|𝑦⋯𝑦) ∈ 𝐷1 olsun. Bu durumda (𝑥|𝑦) ∈ 𝐶1 dir. 𝐶1 bir-ağırlıklı bir kod olduğundan 

𝑤𝑡𝐿(𝑥|𝑦) = 𝑚1 ve dolayısıyla  

 

𝑤𝑡𝐿(𝑥⋯𝑥|𝑦⋯𝑦) = 𝑡𝑚1 

 

elde edilir. Bu yüzden 𝐷(𝑡𝑚1, 𝑡𝑚), 𝐷1 alt koduna göre bir relatif iki-ağırlıklı koddur. 

 

Eğer 𝐶 relatif iki-ağırlıklı bir kod ise, 𝐶 nin duali 𝐶⊥ relatif iki-ağırlıklı bir kod olmak zorunda 

değildir.  

 

Örnek 3.1.8. 𝐶 = 〈(1|1 + 𝑢 𝑢)〉, 𝐶1 = 〈(0|𝑢 0)〉 alt koduna göre relatif iki-ağırlıklı bir koddur. 

Fakat 𝐶 nin duali 𝐶⊥ = 〈(1|𝑢 0), (0|𝑢 1)〉 relatif iki-ağırlıklı bir kod değildir. 

 

Örnek 3.1.9. 𝐶, 𝐺 = (
1 0
0 1

|
𝑢 0
1 1

) üreteç matrisi ile üretilen ℤ2
2 × 𝑅2 de 𝐶1 = 〈(1 1|1 + 𝑢 1)〉 alt 

koduna göre (4,3) relatif iki-ağırlıklı bir koddur. 𝐶 nin duali 𝐶⊥ = 〈(0 1|0 𝑢), (1 0|1 1 + 𝑢) 〉, 

𝐸1 = 〈(1 1|1 1)〉 alt koduna göre (4,3) relatif iki-ağırlıklı bir koddur. 

 

3.2. Relatif İki-Ağırlıklı ℤ2ℤ2[𝑢]-Lineer Kodların Yapısı 

 

Bir halkada 𝑥𝑦 = 1 olacak şekilde en az bir 𝑦 elemanı bulunuyorsa, 𝑥 elemanına birimsel eleman 

denir. Ayrıca, sıfırdan farklı bir 𝑎 elemanı için 𝑎𝑏 = 0 olacak şekilde sıfırdan farklı en az bir 𝑏 

elemanı bulunuyorsa, 𝑎 elamanına sıfır bölen denir. 
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Teorem 3.2.1. 𝐶, ℤ2
𝑟 × 𝑅𝑠 de 𝐶1 alt koduna göre relatif iki-ağırlıklı bir 𝐶(𝑚1,𝑚) kod, 𝐺1, 𝐶1 alt 

kodunun üreteç matrisi ve 𝐺 = (
𝐺′

𝐺1
) de 𝐶(𝑚1,𝑚) nin üreteç matrisi olsun. Eğer (𝑣|𝑤), 𝐺1 in bir satırı 

ise 𝑤 daki birimsellerin sayısı ya 0 ya da 
𝑚1

2
 dir. 

 

İspat: 𝑐 = (𝑣|𝑤), 𝐺1 in bir satırı olsun. Bu durumda 𝑢 ∙ 𝑐 = (0|𝑢𝑤) dir. Eğer 𝑢 ∙ 𝑐 = 0 ise 𝑤 da 

birimsel yoktur. Eğer 𝑢 ∙ 𝑐 ≠ 0 ise,  

 

𝑤𝑡𝐿(𝑢 ∙ 𝑐) = 𝑤𝑡𝐿(0|𝑢𝑤) = 𝑤𝑡𝐻(0) + 𝑤𝑡𝐿(𝑢𝑤) 

 

dir. Her 𝑐 ∈ 𝐶1 için 𝑤𝑡𝐿(𝑐) = 𝑚1 olduğundan 𝑤𝑡𝐿(𝑢𝑤) = 𝑚1 olmalıdır. 𝑤 da birimsellerin 

bulunduğu koordinatların yerlerinin sayısı ile 𝑢𝑤 da sıfırdan farklı koordinatların yerlerinin sayısı aynı 

olduğundan ve 𝑢𝑤 da sıfırdan farklı koordinatlarda 𝑢 bulunacağından 

 

𝑤𝑡𝐿(𝑢 ∙ 𝑐) = 2 × ( 𝑤 daki birimsellerin sayısı) 

 

elde edilir. Dolayısıyla 

 

2 × (𝑤 daki birimsellerin sayısı) = 𝑚1 

 

elde edilir. Buradan 𝑤 daki birimsellerin sayısı 
𝑚1

2
 olarak bulunur. 

 

Örnek 3.2.2. 𝐶 = 〈(1 0 1|1 + 𝑢 𝑢)〉 ∈ ℤ2
3 × 𝑅2, 𝐶1 = 〈(0 0 0|𝑢 0)〉 alt koduna göre 

𝐶(2,5) relatif iki-ağırlıklı bir koddur. 𝐶 nin elemanları 

 

𝐶 = {(1 0 1|1 + 𝑢 𝑢), (0 0 0|𝑢 0), (1 0 1|1 𝑢), (0 0 0|0 0)} 

 

olup, görüldüğü gibi 𝑅 li kısımda 1 tane birimsel bulunmaktadır. 

 

Teorem 3.2.3. 𝐶, ℤ2
𝑟 × 𝑅𝑠 de 𝐶1 alt koduna göre relatif iki-ağırlıklı bir 𝐶(𝑚1,𝑚) = 〈(𝑣|𝑤)〉 kod 

olsun. Eğer 𝑣 nin 𝑘 tane birimsel pozisyonu, 𝑤 nun 𝑙 tane birimsel pozisyonu ve 𝑡 tane de sıfır bölen 

pozisyonu bulunuyorsa, 𝑚1 = 2𝑙, 𝑚 = 𝑘 + 2𝑡 + 𝑙 dir. 

 

İspat: 0 ≠ 𝑐 ∈ 𝐶1  olsun. 𝐶 = 〈(𝑣|𝑤)〉 ve 𝐶1 ⊆ 𝐶 olduğundan, 𝑐 = 𝑢 ∙ (𝑣|𝑤) olmak zorundadır, aksi 

halde 𝐶 = 𝐶1 olurdu. Bu yüzden  
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𝑤𝑡𝐿(𝑐) = 𝑤𝑡𝐿(𝑢 ∙ (𝑣|𝑤)) = 𝑤𝑡𝐿(0|𝑢𝑤) = 𝑚1 

 

elde edilir. 𝑤 nun 𝑙 tane birimsel pozisyonu bulunduğundan 𝑢𝑤 nun 𝑙 tane sıfır bölen pozisyonu 

vardır. Bu yüzden 𝑤𝑡𝐿(0|𝑢𝑤) = 2𝑙 dir. Dolayısıyla 𝑚1 = 2𝑙 dir. (𝑣|𝑤) ∈ 𝐶 ∖ 𝐶1 olsun. Bu durumda  

 

𝑤𝑡𝐿((𝑣|𝑤)) = 𝑤𝑡𝐻(𝑣) + 𝑤𝑡𝐻(𝜙(𝑤)) 

        = 𝑟 + 𝑤𝑡(𝜙(𝑤)) 

 

dır. 𝑤 nun 𝑙 tane birimsel pozisyonu ve 𝑡 tane de sıfır bölen pozisyonu bulunduğundan 𝜙(𝑤), 𝑙 + 2𝑡 

tane birimsel pozisyonuna sahiptir. Dolayısıyla, 𝑤𝑡𝐻(𝜙(𝑤)) = 2𝑡 + 𝑙 ve 𝑤𝑡𝐿((𝑣|𝑤)) = 𝑘 + 2𝑡 + 𝑙 

elde edilir. Bu yüzden 𝑚 = 𝑘 + 2𝑡 + 𝑙 bulunur. 

 

4. Sonuçlar 

Bilindiği üzere kodlama teorisinde bir (sabit)-ağırlıklı kodlar birçok önemli uygulamalara sahiptir. 

Örneğin, veri depolama, hataya dayanıklı devre tasarımı ve hesaplama, devre testi için desen üretimi, 

kimlik kodlaması ve optik kaplama ağlar gibi çok çeşitli uygulama alanları bulunmaktadır. Bu 

çalışmada, dört elemanlı ℤ4 halkasına göre bazı avantajlara sahip olan önemli diğer bir halka ℤ2[𝑢] 

halkası ile belirlenen relatif iki-ağırlıklı ℤ2ℤ2[𝑢]-lineer kodların bazı özellikleri araştırılmıştır. Bu 

kodların Gray görüntülerinin de relatif iki-ağırlıklı kod olduğu gösterilmiş ve cebirsel yapısı ile ilgili 

teorem ispatlanmıştır. 

 

Çıkar Çatışması Beyanı  

Makalenin yazarları herhangi bir çıkar çatışması bulunmadığını beyan ederler. 

 

Araştırmacıların Katkı Oranı Beyan Özeti  

Makalenin yazarları olarak bu çalışmaya eşit oranda katkı sağladığımızı beyan ederiz. 
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