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Igealf:tlZnTh‘ir ilhsff);itz 021 a ve B sifirdan farkli pozitif tamsayilar olmak tizere, Z§ X Zf nin alt gruplari
Kabul tarihi-20.09.2021 olarak tanimlanan Z,Z4-toplamsal kodlar arastirmacilar tarafindan son
Online Yayilanma:08.03.2022 yillarda olduk¢a ilgi gormiistiir. Bu kod ailesine benzer bir kod smifi

Z5 X (Zy + uZy)® Uzerindeki kodlardir. Bu kodlar Z,Z4-toplamsal kodlara
gore bazi avantajlara sahiptir. Bir kodun sifirdan farkli tiim kodsozleri ayni

Anahtar Kelimeler:

Bir-agirlikli kod agirliga sahipse bu kod bir-(sabit) agirlikli kod olarak tanimlanir. Bu
Gray dniisiimii calismada, Z} X (Zp + uZ,)® fizerindeki relatif iki-agulikli  kodlar
Z, T, [u]-lineer kod cahigilmistir. Ilk olarak, iki-mesafeli bir Z,Z,[u]-lineer kodun Gray

goriintiisiiniin ikili iki-mesafeli bir kod oldugu gosterilmistir. Daha sonra

relatif iki-agirlikli bir Z,Z,[u]-lineer kodun Gray goriintiisiin ikili relatif iki-

agirlikli bir kod oldugu ispatlanmigtir. Ayrica, bu kodlarin duallerinin

genellikle relatif iki-agirlikli kod olmadiklar1 6rneklerle gosterilmistir. Son

olarak, relatif iki-agirlikli bir Z,Z, [u]-lineer kodun yapisi belirlenmistir.
Relative Two-Weight Z,Z, [u]-Linear Codes

Research Article ABSTRACT
Q;t(!gil\seg:lsfg.rg;.ZOH Z,7.,-additive codes, defined as subgroups of Z$ x ZE where o and f are
Accepted: 20.09.2021 positive integers, have been considered by researchers in the last decades.
Published online:08.03.2022 The family of these codes are similar to the class of codes over Z} X
(Z, + uZ,)3. These codes have some advantages compared to Z,Z4-additive
Keywords: codes. A code is called constant weight (one-weight) if all the nonzero
One-weight code codewords have the same weight. In this study, relative two-weight codes
Gray map over Z5 x (Z, + uZ,)® are considered. Firstly, it is shown that the Gray

LT, [u]-linear code image of a two-distance Z,Z,[u]-linear code is a binary two-distance code.

Then, it is proved that the Gray image of a relative two-weight Z,Z,[u]-
linear code, with nontrivial binary part, is a binary relative two-weight code.
Also, it is shown that the duals of these codes are not relative two-weight
codes generally by using examples. Finally, the structure of relative two-
weight Z,Z, [u]-linear codes are determined.
To Cite: Caliskan B., Celik V. Relatif iki-Agirlikli Z,Z,[u]-Lineer Kodlar. Osmaniye Korkut Ata Universitesi Fen Bilimleri
Enstitiisii Dergisi 2022; 5(1):56-65.

1. Giris

Z,, modiilo m kalan siniflar halkasi olmak {izere Zj, nin bos kiimeden farkli herhangi bir alt kiimesi C
ye bir kod ve alt modiiliine ise Z,, iizerinde n uzunluklu bir lineer kod denir. Ozel olarak m = 2 ise

ikili (binary) kod ve m = 4 ise dortli (quaternary) kod denir.
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Eger bir koddaki sifirdan farkli her kodséz ayn1 Hamming (Lee) agirliga sahip ise bu koda bir-agirlikli
kod, herhangi iki kods6z arasindaki mesafe sabit ise bu koda es-mesafeli kod denir. Lineer es-mesafeli
bir kod bir-agirlikli bir koddur (Dougherty ve ark., 2016).

Cisimler tizerindeki bir-agirlikli lineer kodlarin yapist Bonisoli tarafindan belirlenmistir (Bonisoli,
1984). Bu c¢alismada, her es-mesafeli kodun Hamming kodlarin dualleri olan simpleks kodlarin bir
dizisi oldugu ispatlanmistir. Halkalar iizerindeki bir-agirlikli lineer kodlar ile ilgili baz1 ¢alismalara
ornek verilecek olunursa, Z, tizerindeki bir-agirlikli lineer kodlar (Carlet, 2000) de ve Z,, tizerindeki

bir-agirlikli lineer kodlarin gesitli agirliklart (Wood, 2002) de arastirilmustir.

a ve B birer pozitif tamsay1 olmak tlizere Z§ X Zf nin bir C alt grubuna Z,Z,-toplamsal kod denir.
Z,7.4-toplamsal kodlarin cebirsel yapist (Borges ve ark., 2010) da incelenmis ve bu makalede Z,Z,-
toplamsal kodlarin standart haldeki iirete¢ ve kontrol matrisleri belirlenmistir. Bu ¢alismayla beraber
Z,Z4-toplamsal kodlar birgcok matematik¢inin ilgisini ¢cekmis ve bugiine kadar bu konuyla ilgili olarak
cesitli calismalar yapilmistir (Borges ve ark., 2010; Bilal ve ark., 2011).

Bir-agirlikli Z,Z4-toplamsal kodlar (Dougherty ve ark., 2016) da siniflandirilmistir. Yine bir-agirlikli
Z,Z,[u]-lineer kodlarin yapisi (Aydogdu, 2018) de belirlenmistir. Bir-agirhklh Z,Z,Zg-toplamsal
kodlarla ilgili baz1 sonuglar (Caliskan, 2021) de elde edilmistir. Cisimler iizerindeki relatif bir-agirlikl
lineer kodlar ilk kez (Liu ve Chen, 2010) ve (Liu ve ark., 2011) de tanmitilmistir. Relatif iki-agirlikli
Z,7.4-toplamsal kodlarin yapis1 (Annamalai ve Durairajan, 2016) da ¢alisiimustr.

Yukarida bahsedilen arastirmalardan yola ¢ikilarak, bu ¢aligmada, r ve s birer pozitif tamsay1 olmak
tizere Z5 X (Z, + uZ,)® tizerindeki relatif iki-agirlikli kodlarin cebirsel yapisi aragtirilmis ve relatif

iki-agirlikl bir Z,Z, [u]-lineer kodun yapisi belirlenerek bazi 6rnekler verilmistir.
2. Materyal ve Metot

2.1. Z, 7, [u]-Lineer Kodlar

Z, gibi dort elemanh 6nemli halkalardan biri olan Z,[u] halkasi (Aydogdu ve ark., 2015) de
verilmistir. Bu halka u? = 0 olmak iizere R = Z, + uZ, = {0,1,u,1 + u} elemanlarina sahiptir ve
kisaca R = Z,[u] ile gosterilir. Z, nin R halkasin bir alt halkas1 oldugu agiktir. Dolayisiyla Z, deki
carpanlara ayirma R de gegerlidir.

LyZ,[u] = {(alb)|a € Z3,b € R}
seklinde tanimlanan kiime bilinen ¢arpma islemi altinda R halkasindaki u elemanina gore kapali

degildir. Dolayisiyla standart carpma iglemine gore bir modiil degildir.

n:R - Z,

nle+uq) =e
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doniisimiin(0) =0, n(1) =1, n(u) =0 ve n(1+u)=1 olarak tanimlansin. 7 doniigimii
yardimiyla skaler carpma islemi asagidaki gibi tanimlanir. Herhangi bir d €R ve v=
(ao, aq, ., ar_1|b0, bl' e bS—l) € ZE X RS lgln

d-v=m(dag,nday, .., n(d)ar_1|dbo,dby, ..., dbs_1)

islemi altinda Z% X R® halkasi bir R modiildiir (Aydogdu, 2014).

Tanmm 2.1.1. C, Z} X R® nin bos kiimeden farkli bir alt kiimesi olsun. Eger C yukarida tanimlanan
skaler ¢arpma islemine gére Z% X R® nin bir R-alt modiili ise, C ye bir Z,Z, [u]-lineer kod denir. n =
r+ 2s olmak tzere her a = (ag,ay,..,a_1) EZ, ve b= (by by,..,bs_1) €ER’ i¢in Gray
donilistimii
®: 75 X RS - 7%
®(alb) = (ap, a3, .-, ar-11¢(bo), $(by1), ..., p(bs-1))
¢:R - 72

¢(0) = (0,0), (1) = (0,1), p(w) = (1,1), (1 +u) = (1,0)

seklinde tanimlanir (Aydogdu ve ark., 2015).

Bir x kodsoziindeki sifirdan farkli koordinatlarin sayisina ise (Hamming) agirlik denir ve wty (x) ile
gosterilir. (x|y) nin Lee agirhg wt; (x|y) ile gosterilir ve wt; (x|y) = wty(x) + wty ((f)(y)) olarak

tamimlanir. (x|y), (x'|y") € Z5 x RS olsun. (x|y) ile (x'|y") arasindaki Hamming mesafesi

dy((x1y), (*'1y)) = wy (x — x|y — y")

seklinde tanimlanir. Ayrica, (x|y) ile (x'|y") arasindaki Lee mesafesi

d(Cxly), ('1y") = wey(x = x") + wty (¢ (v — ¥")

seklinde tanimlanir.

Teorem 2.1.2. C, (r,s; ko, kq, k) tipinde bir Z,7Z,[u]-lineer kod olsun. C kodunun iirete¢ matrisinin

standart hali, asagidaki gibi verilen Z,Z,[u]-lineer koda permiitasyon denktir
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Ir, A 0 0 uTl
G = 0 S Ik1 A Bl + uBz
0 0|0 ul, uD

Burada A, A, By, B,, S ve D matrisleri Z, tizerindeki matrislerdir (Aydogdu, 2014).

Tamm 2.1.3. Z} X R® {izerindeki herhangi iki v, w elemaninin i¢ ¢arpimi

T r+s
(v,w)=u <Z viwi) + Z v;w;j € (Zy + uZy)

i=1 j=r+1

bi¢ciminde tanimlanir (Aydogdu, 2014).
Tanm 2.1.4. C, Z,Z,[u]-lineer kodunun duali C* semboliiyle gosterilir ve
Ct ={w € Z} x RS|her v € C igin (v,w) = 0}

biciminde tanimlanir (Aydogdu, 2014).

Teorem 2.1.5. (r,s; kg, kq, k,) tipindeki C Z,7Z,[u]-lineer kodunun duali €t nin standart formdaki

tirete¢ matrisi (C kodunun kontrol matrisi)

—AL Ly, —uS*t 0 0
H = _Tt 0 _(Bl + uBz)t + DtAt —Dt IS—kl—kz
t
0 0 —uA uly, 0

seklindedir (Aydogdu, 2014).

00110101 14+u 1 1+4+u
1 0 0110 00 0 wu

7. x R* iizerinde (7,4; 1,1,0) tipinde bir kod olsun. C kodunun iirete¢ matrisinin standart hali

Ornek 2.16. C,G = ( ) lirete¢ matrisi ile iiretilen

0 0 0 010 0 u 0)
0 1 1 0

1
0 1 1 14+u 1+4+u

_

Gs = (g

olup, C* nin standart formdaki iireteg matrisi
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seklindedir. A¢ik¢a goriilmektedir ki, |C||C* | = 274* dir.

3. Bulgular ve Tartisma
3.1. Z% x RS Uzerinde Relatif iki-Agirlikli Kodlar

Bu béliimde, Z% x RS deki relatif iki-agirlikli kodlarin yapisi ¢alisilmustr.
C, 7} x R® de bir kod olsun. Eger C nin sifirdan farkli tiim kodsozleri aynmi Lee agirligina sahip ise C

ye bir-agirlikli bir kod denir.

Tamm 3.1.1. C, Z} X R® de sifirdan farkli bir kod olsun. ¢, ¢ € C herhangi iki kodséz igin d; (¢, ¢’) €
{m, m,} olacak sekilde farkli m, m, pozitif tamsayilar1 varsa C ye iki-mesafeli kod denir. Eger C nin

sifirdan farkl tiim kodsozleri iki farkli Lee agirligina sahip ise C ye iki-agirlikli bir kod denir.

C, 7% x R* de bir kod ise, C nin relatif iki-agirlikli bir kod olabilmesi i¢in gerek yeter kosulun C nin

iki-mesafeli bir kod olmas1 gerektigi agiktir.

Tanmm 3.1.2. C, Z% X RS de bir kod ve C;, C nin bir alt kodu olsun. Eger C; ve C \ C; bir-agirlikli kod
iseler, C ye C; alt koduna gore relatif iki-agirlikli bir kod denir. Her ¢; € C; i¢in wt; (c;) = m, olacak
sekildeki bir m; > 0 tamsayist ve her ¢ € C \ C; i¢in wt;(c) = m olacak sekildeki bir m > 0

tamsayist ile birlikte C; alt koduna gore relatif iki-agirlikli bir € kodu, C (m4, m) olarak gosterilir.

Ornek 3.1.3.. Z} x R* iizerinde verilen C kodu, ¢; =¢((1 0 1 0 1 1 0|1 1+u 1+u 1)
alt koduna gore (8,7) relatif iki-agirlikli bir koddur.

Teorem 3.1.4. C, Z% X R® de mesafeleri m ve m, olan iki-mesafeli bir kod olsun. Bu durumda C nin

Gray gorintiisii @(C) de aym1 m ve m, mesafelerine sahip ikili iki-mesafeli bir koddur.

Ispat: c,c’ € C igin ®(c) # P(c’) olmak iizere ®(c), ®(c) € ®(C) olsun. C, C(m;,m) kod

oldugundan d; (¢, c") € {m, m;} dir. [5] den Gray doniisiimii ® nin bir izometri olmasindan dolay1
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dy(@(c), @(c") = dy(c,c") € {m,my}
dir. Dolayisiyla, @(C) ayn1 m ve m, mesafelerine sahip ikili iki-mesafeli bir koddur.

Teorem 3.1.5. C, Z% X RS de bir kod olsun. Eger C(m,,m), C; alt koduna gére relatif iki-agirhikl bir

kod ise m; ¢ift olmak zorundadir.

Ispat: C(my,m), C; alt koduna gore relatif iki-agirlikli bir kod ve ¢; = (x;]y;) € C; olsun. C; bir-

agirlikli Z, 7, [u]-lineer kod oldugundan

u-c; = (Mwxq|uyy) = (Oluy,) € C;

dir. uy; € R® deki her koordinat ya 0 ya da u oldugundan dolayi, bu wt; (uy;) nin ¢ift olmasin
gerektirir ve wt;(0luy;) nin ¢ift oldugu elde edilir. C;, agirligt m; olan bir-agirlikli bir kod
oldugundan C; deki sifirdan farkli her kods6z i¢in wt; (¢;) = wt (uc,) dir. Dolayistyla m4 gifttir.

Teorem 3.1.6. C, Z, x R* de bir C(m,, m) kod olsun. Bu durumda C nin Gray goriintiisii ®(C) de Z,
tizerinde relatif iki-agirlikli bir ®(C)(m,, m) koddur.

Ispat: w € ®(C) \ ®(C;) olsun. O zaman w = ®(c) olacak sekilde en az bir ¢ € € \ C; vardir. Her

v € C i¢in

wty (P ) = wi,(v)
oldugundan,

wty(w) = wty(®(c)) = wty(c) =m
dir. w # 0 i¢in w € ®(C;) olsun. Bu durumda
w = ®&(cyp),

wty(w) = wty(P(c1)) = wt () =my

olacak sekilde en az bir ¢; # 0 € C; vardir. Dolayisiyla ®(C)(m,, m), Z, lizerinde relatif iki-agirlikli
bir koddur.

Teorem 3.1.7. C, Z} x RS de relatif iki-agirlikli bir € (m,, m) kod olsun. Bu durumda herhangi bir t

pozitif tamsayis1 igin Z5" X R*S de en az bir D (tm,, tm) relatif iki-agirlikli kodu vardir.
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Ispat: C, Zb x RS de C; alt koduna gore bir relatif iki-agirlikli kod olsun.
t—tane | t—tane
D:{(x...x y...y)

Dy = {(x--xly-y) € D|(xly) € C;}

(x|ly) € C} C ZY X R'S

t—tane

y~-~y> € D\ Dy olsun. Bu

t—tane

D, in Z5 X R de bir kod oldugu ve D; € D oldugu agiktir. (x e X

durumda (x|y) € C \ C; ve wt; (x|y) = m dir ve dolayisiyla

t—tane
—_———
wt; <x X

t—tane
ﬁ) —tm
dir. (x---x|y:--y) € D; olsun. Bu durumda (x|y) € C; dir. C; bir-agirlikli bir kod oldugundan
wt; (x|y) = my ve dolayisiyla
wty(x - x|y - y) = tmy
elde edilir. Bu ylizden D (tm,, tm), D, alt koduna gore bir relatif iki-agirlikli koddur.

Eger C relatif iki-agirlikli bir kod ise, C nin duali C* relatif iki-agirlikli bir kod olmak zorunda
degildir.

Ornek 3.1.8. C=((1|14+u w)), C; ={((0lu 0)) alt koduna gore relatif iki-agirhkh bir koddur.
Fakat C ninduali Ct = ((1]lu  0), (0lu 1)) relatif iki-agirlikl1 bir kod degildir.

1 Ou O
0 111 1

koduna gore (4,3) relatif iki-agirlikli bir koddur. € ninduali C* =((0 1/10 u),(1 0|1 14+uw)),
E; =((1 1|1 1)) altkoduna gore (4,3) relatif iki-agirlikli bir koddur.

Ornek 3.19.C, G = ( ) iirete¢ matrisi ile iiretilen Z3 X R2de C; = ((1 1|14+u 1))alt

3.2. Relatif iki-Agirlikl Z, 7, [u]-Lineer Kodlarin Yapist

Bir halkada xy = 1 olacak sekilde en az bir y elemani1 bulunuyorsa, x elemanina birimsel eleman
denir. Ayrica, sifirdan farkli bir a elemani i¢in ab = 0 olacak sekilde sifirdan farkli en az bir b

elemani bulunuyorsa, a elamanina sifir bolen denir.
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Teorem 3.2.1. C, Z5 X R® de C; alt koduna gore relatif iki-agirlikli bir €(m,,m) kod, G;, C; alt
kodunun iirete¢ matrisi ve G = (%) de C(my, m) nin iirete¢ matrisi olsun. Eger (v|w), G; in bir satir1
1

ise w daki birimsellerin sayisi ya 0 ya da % dir.

Ispat: ¢ = (v|w), G; in bir satir1 olsun. Bu durumda u - ¢ = (0|luw) dir. Eger u-c =0 ise w da

birimsel yoktur. Eger u - ¢ # 0 ise,

wt(u-c) = wty(0luw) = wty (0) + wt, (uw)
dir. Her c € C; igin wt;(c) =m; oldugundan wt;(uw) = m; olmalidir. w da birimsellerin
bulundugu koordinatlarin yerlerinin sayis1 ile uw da sifirdan farkli koordinatlarin yerlerinin sayist ayni
oldugundan ve uw da sifirdan farkli koordinatlarda u bulunacagindan

wt; (u - c) = 2 x (w daki birimsellerin sayisi)
elde edilir. Dolayistyla

2 X (w daki birimsellerin sayis1) = m,

elde edilir. Buradan w daki birimsellerin sayis1 % olarak bulunur.

Ornek 322. C=(1 0 1/11+u w)€Z3XxR? C;=(0 0 Olu 0)) alt koduna gore
C(2,5) relatif iki-agirlikl bir koddur. € nin elemanlari

C={1 0 11+u uw),(O 0 Olu 0,1 0 1|1 w),(O 0 0/0 0)}
olup, goriildiigii gibi R li kisimda 1 tane birimsel bulunmaktadir.
Teorem 3.2.3. C, Z}, X RS de C; alt koduna gore relatif iki-agirhikli bir C(m,,m) = ((v|w)) kod
olsun. Eger v nin k tane birimsel pozisyonu, w nun [ tane birimsel pozisyonu ve t tane de sifir bolen
pozisyonu bulunuyorsa, m; = 21, m = k + 2t + L dir.
Ispat: 0 # c € C; olsun. C = ((v|w)) ve C; € C oldugundan, ¢ = u - (v|w) olmak zorundadir, aksi

halde C = C; olurdu. Bu yiizden

63



wt,(c) = th(u : (vlw)) = wt; (0luw) = my

elde edilir. w nun [ tane birimsel pozisyonu bulundugundan uw nun [ tane sifir bolen pozisyonu

vardir. Bu yiizden wt; (0luw) = 21 dir. Dolayisiyla m; = 2L dir. (v|w) € C \ C; olsun. Bu durumda

WtL((vlw)) =wty(v) + WtH((,b(W))
=r+wt(p(w))

dir. w nun [ tane birimsel pozisyonu ve t tane de sifir bolen pozisyonu bulundugundan ¢p(w), I + 2t
tane birimsel pozisyonuna sahiptir. Dolayisiyla, wty ((;b(w)) =2t+1 ve WtL((vlw)) =k+2t+1
elde edilir. Bu ylizden m = k + 2t + [ bulunur.

4. Sonuclar

Bilindigi iizere kodlama teorisinde bir (sabit)-agirlikli kodlar birgok 6nemli uygulamalara sahiptir.
Ornegin, veri depolama, hataya dayamkli devre tasarimi ve hesaplama, devre testi i¢in desen iiretimi,
kimlik kodlamasi ve optik kaplama aglar gibi ¢ok ¢esitli uygulama alanlari bulunmaktadir. Bu
caligmada, dort elemanli Z, halkasina gére bazi avantajlara sahip olan 6nemli diger bir halka Z,[u]
halkasi ile belirlenen relatif iki-agirlikli Z,Z,[u]-lineer kodlarin bazi 6zellikleri arastirilmistir. Bu
kodlarin Gray goriintiilerinin de relatif iki-agirlikli kod oldugu gosterilmis ve cebirsel yapisi ile ilgili

teorem ispatlanmugtir,

Cikar Catismasi Beyani

Makalenin yazarlar1 herhangi bir ¢ikar ¢atismasi bulunmadigini beyan ederler.

Arastirmacilarin Katki Oran1 Beyan Ozeti

Makalenin yazarlari olarak bu ¢aligsmaya esit oranda katki sagladigimizi beyan ederiz.
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