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OZET

Eleman bagimsiz Galerkin yontemi cesitli mihendislik sistemlerine uygulanan sayisal ¢c6ziimleme
yontemlerinden birisidir. Bu calismada, bu amacla lineer elastik, dolu kesitli cubuklar secilip, degisik
yuk sartlari iki 6rnek Uizerinde incelenmistir. Problem olarak, f(x)=x ve f(x)=0[ f(I)=1] eksenel yiikleri-
ne maruz birakilan ankastre cubuklar, bir boyutlu lineer elastik olarak incelenmistir. Sekil fonksiyonu
olarak hareketli en kiiglik kareler yaklasimi kullanilmistir. Sekil fonksiyonlari bir ve iki boyutlu ¢6zim
bolgelerine uygulanip grafik olarak verilmistir. Bu ¢alismada yaklasik ¢6ziim icin arastirmacilar tara-
findan kullanilip 6nerilen eleman bagimsiz Galerkin yéntemi yardimiyla hesaplanan yer degistirme
degerleri, analitik ¢cozlimle karsilastirilmistir. Sonug olarak eleman bagimsiz Galerkin metodunun bu
tdr problemlerin ¢oziimiinde etkili ve gtivenilir bir ydntem oldugu belirlenmistir.

Anahtar Kelimeler : Agsiz yéntemler, Eleman bagimsiz Galerkin yontemi, Hareketli en kii¢lik kareler
yaklagimi, Analitik ¢6zim.

ABSTRACT

Element free Galerkin method is one of many numerical methods which was applied to various en-
gineering systems. Therefore, in this study two linear elastic rods having solid cross sections were in-
vestigated for different loading conditions. The problem considered in the analysis is one dimension-
al linear elastic cantilever rods and rods are subjected to axial loads f(x)=x and f(x)=0[f(l)=1]. Moving
least square approximation was used as shape functions. Shape functions were applied to one and
two dimensional solution domains, and plotted. In this paper, axial displacement values obtained by
using element free Galerkin method which proposed and used by researchers for approximating the
solution were compared with analytical solution. As a result, it was found that element free Galerkin
method is an effective and trustworthy numerical solution method.

Keywords : Meshless methods, Element free Galerkin method, Moving least square approximation,
Analytical solution.

1. GiRiS Diferansiyel denklemlerin sayisal ¢ézimii ik
temel kisimdan  olusmaktadir.  Bilinmeyen
fonksiyon yaklasik olarak belirlenir. Yaklasik olarak
belirlenen bilinmeyen, diferansiyel denklemin
tlretilen zayif veya gticlii formlari sinir kosullaryla
birlikte kullanilarak ¢6zilur. Nimerik metodun
dogruluk ve verimliligi bu iki kismin dogruluk ve
verimliligine baglidir.

Farkli  tiplerdeki diferansiyel  denklemlerin
¢6ziimiinde sayisal ¢6zimleme ydntemlerinin
uygulanmasi  son elli yldir olduk¢a ilgi
uyandirmaktadir. Son on yil boyunca cesitli agsiz
yontemler farkli  mihendislik problemlerine
uygulanarak basarili bir sekilde gelistirilmistir.
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Diferansiyel denklemler sayisal olarak sonlu
farklar, sonlu hacimler, sonlu elemanlar, sinir
elemanlar vb. yontemler ile ¢ézilmektedir. Lakin
bu yontemlerin ¢6ziimlemelerde kullaniimasi
esnasinda bazi zorluklar yasanmaktadir. En ¢ok
kullanilan Sonlu Elemanlar Yontemi'nde (SEY)
temel zorluk ¢6ziim aginin olusturulmasidir.
Ayrica SEY yiksek deformasyonlu ve ¢ok sayida
elemana sahip problemlerin ¢dzlimiinde sorunlar
ctkarmaktadir. Bunun vyaninda vyapisal c¢atlak
optimizasyonu problemlerinde yeniden ¢6zim
elde etmek icin tekrar ag tiretilmesinde zorluk
gostermektedir. Sonlu elemanlar ydnteminde
alisilmis  ag teknidiyle bu gibi zorluklarin
Ustesinden gelmek olduk¢ca zordur. Mevcut
yontemlerdeki bu gibi sorunlar nedeniyle agsiz
yontemler gelistirilmistir. Agsiz  yontemlerde
¢6zim agr bulunmamakta ve diizenli bir
sekilde  dizilimi  gerektirmeyen  duigimler
kullaniimaktadir. AJ olusturmada karsilasilan
zorluklar bu metotta goérilmez. Mihendislik ve
fen uygulamalarinda daha esnek bir yaklasim
sunar. Son elli yildir ag interpolasyon yontemine
dayanan sonlu elamanlar yontemi nimerik
mekanik biliminde yaygin olarak kullaniimaktadir.
Fen ve mihendisligin gelismesine kayda deger
yararlar saglamistir. Buna ragmen sonlu elamanlar
yontemi yiksek deformasyonlu ve yiiksek aga
sahip problemlerin  ¢6zilmesinde sorunlar
cikardigi gérilmistir. Ornegin yapisal catlak
optimizasyon problemlerinde yeniden ¢6zim
elde etmek icin tekrar ag tlretmede zorluklar
gostermektedir. Sonlu elemanlar ydnteminde
¢6ziim sirecinde yasanan zorluklarin giderilmesi
icin degisik nimerik metotlarin gelistiriimesine
olanak saglamistir.

Agsiz metotlarin ilk uygulamalar 1977 yilinda
Lucy ve Gingold ve Monaghan tarafindan
gelistirilen duz pargacik hidrodinamigidir (Lucy,
1977; Gingold ve Monaghan, 1977). Oncelikle
bu metot astrofizik ve daha sonra akiskanlar
dinamiginde kullaniimistir (Bonet ve Lok, 1999;
Monaghan, 1988). Libersky ve arkadaslar
diz parcacik hidrodinamigini kati mekanigi
problemlerine uygulamistir (Libersky v.d, 1993).
Eleman bagmsiz Galerkin yontemi 1994'te
gelistirilmis olup zayif form temelli ilk yontemdir
(Belytschko v.d., 1994). Yeniden uretilen cekirdek
parcacigi yontemi eleman badimsiz Galerkin
yonteminden bir yil sonra gelistirilmistir (Liu v.d.,
1995). Babuska ve Melenk (1995) sonlu elemanlar
¢6zim siirecine benzeyen birimsel parcacik sonlu

elemanlar yontemini gelistirmisti. Bu metot
hp- toz bulutu metoduna olduk¢a benzerlik
gostermektedir. 1999 yilinda Zhu, 2000 yilinda
Atluri ve Zhu iki cesit agsiz yontem dnermislerdir.
Agsiz yerel sinir integral metodu ve agsiz yerel
Petrov Galerkin metodudur. Her iki metotta agsiz
sekil fonksiyonlarin tiiretilmesinde hareketli en
kuclk kareler yaklagimi kullanilr (Atluri ve Zu,
1998). 1995 yilinda Babuska ve Melenk, 1995
yiinda Duarte ve Odenn birimin parcalanmasi
yontemi ile yeni fonksiyonlar tiiretmeyi
amaclarken h-p bulutu adi verilen yeni agsiz
metot elde etmislerdir (Babuska, ve Melenk, 1995;
Duarte ve Oden, 1995). Ayni sekilde Babuska ve
Melenk klasik sonlu elemanlar yonteminin ¢6ziim
prosedurini gelistirdikleri yonteme uygulayarak
birimsel parcacik sonlu elemanlar yontemini elde
etmislerdir.. Mukherjee ve calisma arkadasi sinir
digim metodunu 6nermislerdir. Bu yontemde
sacilan diglmlere bagh kalarak problem bdlgesi
gosterilir.  Sinir  digim metodu U¢ boyutlu
potansiyel teori ve elasto-statik problemlerde
kullaniimistir (Mukherjee ve Mukherjee, 1997).

Bu cahsmada bir boyutlu ankastre cubuk,
degisik sinir kosullariyla eleman badimsiz
Galerkin yontemiyle incelenip, cubugun eksenel
deformasyonu analitik ¢cdziimle karsilagtinlmistir.
Eleman bagimsiz  Galerkin  ydnteminin
uygulanmasi  asamasinda ilk olarak sekil
fonksiyonlari belirlenir. Bu asamada kullanilan
yontemlerden bir tanesi de hareketli en kiigik
kareler yontemidir.

2. ELEMAN BAGIMSIZ GALERKIN
YONTEMI

Eleman badimsiz Galerkin yontemi agsiz
yontemlerden en c¢ok kullanilanlardan bir
tanesidir. Metod sekil fonksiyonlari olarak
hareketli en kiguk kareler ydnteminin
fonksiyonlarini kullanir (Belytschko v.d., 1994).
Galerkin yonteminde ¢6ziim adimlari asagidaki
gibidir.
« Zayif formdan sistem denklemleri
tiretilmesi icin Galerkin prosediri
uygulanir.

- Arka plandaki agla integral uygulanir.

iki boyutlu Q problem bélgesi, T sinirlan
icinde kaldigi kabul edilip, sinir iki parcaya
bélinduginde, T, ifadesi yer degistirme
degerlerinin, T cekme kuvvetinin tanimlandigi
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bolgeleri gostermektedir.

Elastostatik durumlar icin alan denklemleri

G, +b=0 @

6; =Ciun )}
1

€ :E(ui,j +”_;,i) (3)

gibi tanimlanir.

Yer degistirme (esas) ve cekme (dogal) sinir
kosullari asagidaki gibi verilmis olsun.

U, =u, I, ilzerinde (4}

I, =oun, —.ﬂ I, fizerinde (3)

Dahaoncekibolimlerde belirtildigi gibi Galerkin
prosedirii uygulanip denge denklemini test
fonksiyonu olan v ile carpilirsa zayif form elde
edilir.

JrJ (g, o, +b)d2=10 (6}
0
v, igin zineir kurali uygulanirsa;

[vio), a0 [o,v, d0+ [vpan=0 @)
i

L¥] 0
elde edilir.
Birinci terime Gauss teoremi uygulanirsa
asagidaki ifade elde edilir.
j"".”q”a’ﬂ-_ jﬁ”rJ () + ‘["'ah.”lﬂ_ﬂ (8)

I (4] 4]

Denklem (6)da verilen sinir kosullari denklem
(8)'e uygulanirsa;

II']- fdl = ijJ-l'l.-_ e + jllrhf[ﬁl =0 (%)
I 4] 4]
elde edilir.
|
GV =Gy =V vy ) =0y (e, (v) (10}
‘[nq (1 ]'Er,- (v}l = Itl’ .r;rf[' + -[1.“!:._(.!!1 (1)
0 r 0o

Denklem vektor notasyonlari seklinde yazilip
son hal olarak asagidaki baginti bulunur.

[e"cevpan= fivar+ [ova (12)
1 I 0
Lagrange carpanlari metodu esas sinir kosullari
icin uygulanirsa asagidaki ifade elde edilir.

J}; Ny Ce(v)dQ = jix dlr + J-In d2 +
4] I L¥]
[67(u-mar + [vadr
I, I,
Lagrange carpan ifadesi yaklasik olarak;

A=N; (N, (14)
gibi gosterilebilir.

(13)

Denklemlerin en son hali olarak;

K Gllu f .
- L= (15)
agton A iq

Ky = _[H} CB ,dQ (16)
0
G = _“ ®, N DSAT (17
I.
f = J-mlidi‘+ [ bac (18)
r, 0
gy jh',;!iﬁdl" (19)
Iy

Burada; S, 2 boyutlu diyagonal matristir.

D, 0
By = @ dy (20)
© Ly @ fx

olarak bulunur.

2. 1. Hareketli En Kiiciik Kareler Yontemi

Hareketli En Kiguk Kareler yontemi (HEK),
1960 yilinda Shepard tarafindan 6zel noktalar
arasinda interpolasyonlar  tiretmek icgin
gelistirmistir. Bu metot prosedir olarak agirhkli
en kuguk kareler veri esitlemesiyle ayni 6zelligi
tasimaktadir. Tek farki bu metodun her noktaya
ayr ayri uygulanmasidr.

Ornegin  u"(x) deger fonksiyonunda, X,
noktasindaki fonksiyon degeri Sekil 1'deki gibi
u,=u"(x) ifadesine esit olacaktir.

uh(x) yaklasik fonksiyonu;

f 3 .
'{x)=Gp + E+ax Fotax” (21

nr’{.\'] = pr[\x}u (22)

gibi denklemlerle tanimlanir.
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Sekil 1. En kiiciik kareler yonteminde veri esitlemesi.

Burada a degerlerinin bulunabilmesi icin u,
ile u(x) degerleri icin farkin karesi alinip
toplandiginda asagidaki ifade elde edilir.

H

8 Z["“’H. ) —u, ] ’Z[Fr‘-‘ﬁ Ja—u,; ]’

=] i=1
Denklem (23)'lin a'ya gore tirevi alinip sifira

esitlenirse

ip(x,—)p’(x,- )a =i pOxu;
i=l i=l

esitligi elde edilir. Denklem (24), bilinmeyen a
ve uh(x) degerlerinin bulunmasini saglar. HEK
yaklasimlari; her digim etrafinda bir mesnet
olusturan bir agirhk fonksiyonu, bir polinom
olan taban ve diigiimin konumuna bagl olan
katsayillardan ibarettir. Her bir digim icin,
agirhk fonksiyonu sadece digim etrafindaki
mesnet denilen kiclik bir boélgede (etki
bolgesi) sifirdan farkhdir. Bu etki bolgelerinin
kesisimi  dtglmler arasindaki  baglantiy
saglar. HEK yaklasimlarinin énemli bir 6zelligi
surekliklerinin agirhk fonksiyonun sirekliligine
bagli olmasidir (Dolbow ve Belytschko, 1999).
HEK fonksiyonlari genellikle verilerin  tam
Uzerinden ge¢mediginden, bunlar yaklagimlar
olarak tanimlanirlar. u(x) fonksiyonunun
yaklasimi olan uh(x) sabit katsayil olmayan
m. derece bir polinom  kullanilarak
olusturulmustur. Polinomun derecesi taban
fonksiyonunun derecesine esittir. Bir boyut icin
sekil fonksiyonlarinin tiretilmesinde kullanilan
denklemler asagida verilmistir.

(23)

(24)

x noktasi civarindaki yerel yaklasik fonksiyon,

nj_'[.r] = p’ (x)alx) (23)
plx=[! x =%,..x" (20)
alx) katsayilar,

a (x)= [ur,l[.ljl ap(x) as(x), .. um[.'l.]] (27

dir. Bilinmeyen noktadaki parametreler olan
a(x) degerleri bu noktada, yerel yaklasim
ve nodal parametreler arasinda minimize

edilmesiyle bulunur.
Jg= Z wix—x, ][u}"'{.tl, XY=y ]'1
= (28)
e z wix=x)p" (x;)alx)=u, ]’
i=]

wlx—x,)=0 (29)

Minimum J degeri (28) denkleminin a(x)’e gore
tlrevi alinip sifira esitlenmesiyle bulunur.

z-..h' = a2 ix e (el =0, ] =0
i= .
" (30)
Z wix =%, ¥, Hp i bl —u, =00

Zm:lr o i2p. i |[.|-|'l (xy Milxh—wmy =10
(30) denklemleri vektor ve tansor formunda
tekrar yazilirsa;

1] )
Zh'{ y—x; 2 ply, ';|‘rr} (x; Jalx)—u,; | =0

(31)

esitligi elde edilir. Sabit terim olan 2 sayisini
elimine edip degiskenler sag tarafa atilirsa;

L

z wix—x; )plx; jp'l (x; Jalx)=

I=]

. (32}
z wilax—x, hplx, g
I=1
baglantisi elde edilir. Boylece,
Alx)alx) = Blxu (33)
Alx) = z wix—x, ) plx; ' (x;) (34)
I=1
Bix)=|wlx—x)plx,) wix—x,)plx,) (35)

w{x—x, }plx, )l

elde edilir. Denklem (33)'ten a(x) degiskeni
¢Ozulip denklem (25)e yerlestirilirse hareketli
en kuclik kareler yaklasimi asagidaki gibi

tanimlanir.
w'(x)= p' (D A] B(xw {36)

Bilinen yaklasik form seklinde yazilirsa;
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N
HJ'LI"]=Z<JJ,[J:}H|. =¢"u (37»
=]

olarak sadelestirilir. Fonksiyon tekrar yazilirsa
asagidaki bagintiya ulasilir.

¢ (x) = p’ () A(x)] ' B(x) (38)

x noktasticin I. digim noktasindaki sekil fonksi-
yonu asagidaki gibi tanimlanir.

t|1n|{le—p'[:"L{xj]"w{x—xﬂplixl} (3%

A(x) matrisi mxm boyutunda, radyal nokta
interpolasyonu gibi moment matrisi olarak
tanimlanir. Bu matrisin hareketli en kiiclik nok-
talar yonteminde bulunmak istenen noktada
tersi alinir. Bir boyutlu lineer hal icin moment
matrisi asagidaki gibi olur.

14 X i X
Alx)y=wx—-x;) s | wlx=xa) g
XX X» X5

-'r ""lln'l

+.mx=x, ) )

rn’l "'r:|

Denklem (40)da acik¢a gorildigu gibi eger n
degeri 1'e esitse x noktasi sadece birnodal araligi
iceriyor anlamina gelmektedir. m dedgeri 2'ye
esit olursa matris tekil olup donistirilemez.
Dondsturilebilmesi icin gerekli olan kosul
n=mdir.

(40

Lineer ve kuadratik durumlar icin temel fonksi-
yonlar sirasiyla asagidaki gibidir.

Txy=[1x y
pix)=[1x y] (41)

Ir}'l (x)=[l x ¥ x” xy ."':]

2. 1. 1. Agirlhik Fonksiyonlarinin Secimi

Sekil  fonksiyonlarinin  olusturulabilmeleri
icin agirhk fonksiyonlarin olusturulmasi ge-
rekir. Fonksiyonlar secilirken asagidaki 6zel-
likleri tagimalari gerekir. w(x-x;)>0  olmasi
durumunda destek bdlgesinin ic kisminda
¢6zim yapildigini w{x—x )<0 olmasi  duru-
munda destek bolgesinin dis kisminda ¢6ziim
yapildigini gostermektedir. Agirlk fonksiyonlari
sekil fonksiyonlarinin hassasiyetini  6nem-
li olclide etkilemektedir. Bu ylzden agirlik
fonksiyonlari iyi bir sekilde secilmesi gerekir (Liu
ve Gu, 2005).

Sekil 2'de bir boyutlu uygulamalar icin agirhk
fonksiyonu ve etkinlik yaricapi verilmistir. Bu

yaricap degeri,

o (42)
r, r

ile hesaplanir. Burada ¢, =|v—x,| ifadesiince-
lenen x noktasi ile x, dGgum noktasi arasindaki
mesafedir. r ~parametresi ise agirhk fonksi-
yonu icin destek bdlgesinin boyutunu (etkinlik
yaricapini) temsil etmektedir.

Sekil 2'de gosterildigi gibi agirlik fonksiyonu
r, Parametresine bagl olarak ifade edilmek-
tedir. Denklem 42 badintisinda x, ¢6zim bol-
gesi bagimsiz degiskeni x, ifadesi ise secilmis
olan diigliim noktalarinin ¢6ziim bolgesindeki
koordinatlarini belirtmektedir.

wir,)

[

— 1 e’

Sekil 2. Bir boyutlu problemler icin agirhik
fonksiyonlari ve etkinlik yaricaplari.
Genellikle kiibik spline ve kuartik spline hareketli
en kicuk kareler sekil fonksiyonlarinin turetilm-
esinde kullanilmaktadir. Bu fonksiyonlar (43) ve
(44) denklemlerinde verilip grafikleri Sekil 3'te
gosterilmistir. Sekil 4'de ise iki boyutlu bir agirhk
fonksiyonun grafigi verilmistir.

Sekil 3. Agirlik fonksiyonlari. W1:Kuartik spline,
W2:Gauss.

Sekil 4. x=[-1,1], y=[-1,1] noktalari arasindaki agirlik
fonksiyonu.

Pamubkkale Universitesi Miihendislik Bilimleri Dergisi, Cilt 15, Say 3, 2009
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+ Kibik spline fonksiyonu

2 ]
% —-6r + 4:';' r=0.5
]
"-1 = 4 E
“'JJ' [ -t} =R "I'rlf + "i'l.f_ Xy ll.l'.‘ f.i= 5 sl -
3 3 (43)
0 ro>l
+ Kuartik spline (W1) fonksiyonu
. [1-6r +877 =3 1, <1
Wilg)y=q. 8 o W (44)
|0 ro=
+ Gauss (W2) fonksiyonu
- la)
W) =1 i =1 (45)
0 r>1

HEK  fonksiyonlarinin  grafiksel olarak
incelendiginde hem agirlik fonksiyonlarinin,
hem de sekil fonksiyonlarinin en iyi sekilde
anlasilmasini saglar. Bu amacgla 5 esit digim
noktasina bolinmiis 0<x<4 noktalar arasinda
agirhk ve sekil fonksiyonlari Sekil 5 ve 6'da
gosterilmistir. Agirlik fonksiyonu olarak kuar-
tik spline fonksiyonu kullanilmistir. Etkinlik
yaricapl 2 olarak secilmistir. Ayrica HEK yon-
temi fonksiyonlarinin Kronecker delta ozelligi
tasimadigi da unutulmamalidir.

HEK yontemi sekil fonksiyonlari analiz edilmesi
sirasinda digim noktalar olarak 5x5 Uniform
olarak dagilmis diigtimler Sekil 7'de verilmistir.
Yerel destek bolgesi olarak dairesel bdlge
secilmistir.  Sekil 7'deki cember, merkezdeki
digimin destek bolgesini gostermektedir.
A ile B noktasi arasindaki mesafe 22 olup bu
deger yaklasik olarak 1.414'e denk gelmek-
tedir. Destek bolgesi ic bolgede dikey ve ya-
tay dugimlerini kapsayacak, diger 4 digim
noktasini disarida birakacak sekilde bdélgenin
yaricapi 1.4 olarak kabul edilmistir. Blgeyaricapi
kiicuk oldugu durumlarda, alan fonksiyonlari
icin yaklasim fonksiyonun tiretilmesinde
yeterli digum noktasi kapsanmadigindan sekil
fonksiyonlarinin uyumu azalir. Bélge yaricapinin
r,>3'ten blyik oldugu durumlarda ise hareketli
en kuglk kareler yonteminin sekil fonksiyonlari
dizlesir ve hesaplama zamani oldukca artar.
Yapilan calismalarda, destek boélge yaricapinin
genellikle 1 ile 3 arasinda oldugu durumlarda
verimli sonuglar tlretildigi gorilmastir (Liu,
2003).
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Sekil 5. Merkez noktasindaki agirlik fonksiyonu.

L L L : L
os 1 15 2 a5 i 35 4

L ] L] L] L] y
&

¥ L] L] - ;

L ] L] L] - In

Sekil 7. (5x5) boyutunda iiniform olarak dagilmis
diigiimler kullanilarak olusturulmus bolge.

Sekil 8. x =[-2 2] ve y=[-2 2] koordinatlari arasinda
merkez diigiimiindeki agirhk fonksiyonu.
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Bu calismada temel fonksiyonlar lineer olarak
secilmis, agirhk fonksiyonlari olarak ise kuar-
tik spline fonksiyonlari secilmistir. iki boyutlu
agirhk ve sekil fonksiyonlari Sekil 8 ve 9'da
gosterilmistir.

Sekil 9. x=[-2 2] ve y=[-2 2] koordinatlar arasinda
merkez diigiimiindeki sekil fonksiyonu.

2. 1. 2. Esas Sinir Kosullari

Hareketli en kigik kare yontemlerinin
sekil fonksiyonlari Kronecker delta 06zelligi
tasimadigindan dolayr esas sinir kosullari
sonlu elemanlar yonteminde kullanildigi gibi
kolay uygulanamamaktadir. Bunun icin bazi
teknikler gelistirilmistir. Bunlardan biri zayif
formlarin modifikasyonu temelli, digeri de sekil
fonksiyonlarin modifiye edilmesiyle gelistirilen
yontemlerdir.

Zayif formlarin modifikasyonu temelli yontem-
ler, Lagrange carpan metodu, penalti metodu
ve Nietche metodu olarak tice ayrilir.

Fonksiyonel terim olan [ asagdidaki integral
formatinda tanimlanir.

= J'F(a,u__\_,...)d£1+ j' Euu ... )dl (46)
Q r

Burada, u, bilinmeyen fonksiyon, F ve E, diferan-
siyel operatorlerdir.

2.1. 3. integral

Hareketli en kiguk kareler yonteminde sekil
fonksiyonlarinin, eleman bagmsiz Galerkin
yonteminde olusturdugu en buyiik dezavantaj
zayif formlarin niimerik olarak integral ¢c6zimi
zorlulugudur. Bunun icin gesitli ¢dziim yollari
gelistirilmistir.

2. 1. 4. Direk Nodal integrali

integral, integral noktalari yerine diigiimlerde
hesaplanir. Siralama metodundaki problemler
icin de uygulanabilir.

2.1.5. Arka Plan Agi veya Hiicre Yapisi

Gauss kuadratik noktalar izerindeki geometri,
integral hiicrelerine bolinir. Genellikle diizgiin
hiicre yapilart kullanihr. Sekil 10 iki boyut-
lu durumlarda arka plan hiicreleri ve Gauss

noktalarini géstermektedir.
f).( - :- * .\o\‘?
P . ¥ .ﬂ

¥ 1* 7

\ 4 !

® Parnilclier { D tmler)
+ Rz polksalar

Sekil 10. Eleman bagimsiz Galerkin yonteminde inte-
gral arka plan agi ve arka plan hiicreleri.

Sekil 11. EBG icin program akis semasi.

Eleman bagimsiz Galerkin metodu icin problem
¢6zUm akis semasi Sekil 11'de verilmistir.

3. BiR BOYUTLU CUBUGUN AGSIZ
ELE MAN BAGIMSIZ GALERKIN
METODUYLA COZULMESI

Eleman bagimsiz Galerkin ydntemi iki 6rnek
problemin  ¢ézimunde  kullanilmistir.  Bu
orneklerin ilkinde de boyu 1 m olan ¢ubuk ekse-
nel yoniinde f(x)=x blyukliglinde yayili kuv-
vete maruz birakilmistir. Cubuk x=0 noktasinda
ankastre olarak sabitlenmistir. Sag tarafi ise
serbesttir. Cubuk kesiti birim alan (A= 1 mm?
olarak kabul edilmis, malzeme elastisite moduli
ise 300 GPa olarak secilmistir. Temel olarak x
yonuindekiyer degistirmeler incelenmistir. Prob-
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lem icin denge denklemleri ve sinir kosullari
asagidaki gibidir.

EAu, +x=0 D<x<l (47)
u(y=0 (48)
u, (=0 (49)
Yukaridaki ifadenin analitik ¢cozimii

1|1 X’

u(x)=—|=—x—-— 50)

(*) AE|:2 6} (
olur.
Sekil 12, x=0 noktasinda ankastre, f(x)=x

yukine maruz birakilan bir boyutlu cubuk
verilmistir. Denklem (50)'de bu cubuga ait x
yonuindeki yer degistirmeler icin analitik ¢dziim
verilmistir. Eleman bagimsiz Galerkin yonte-
minde destek yarigcapi 0.2 olarak secilip ve Sekil
13'de gosterildigi gibi 11 adet digim noktasi
kullanilmistir. Sekil fonksiyonlari olarak hareketli
en kliclik kareler secilmistir.

fixi=x
% X
5
Sekil 12. f(x)=x kuvvetine maruz birakilan ankastre
cubuk.
1 2 3 4 5 a 7 & 9 10 11

————————————
Sekil 13. Cubuk diigiim noktalari.

Sekil 14 ve Tablo 1'de agsiz metodun cubuga
uygulanmasiyla x yonu boyunca elde edi-
len eksenel yer degistirme degerleri (u)
verilmistir. Ayrica analitik ¢c6ziimden elde edi-
len yer degistirme degerleri de ayni grafikte
karsilastirma amaciyla verilmistir. Sekil 14 veya
Tablo 1 incelendiginde u degerleri agisindan
analitik ve agsiz yontem sonuglari arasinda uyu-

e ivi 1A 1A Ariil Ryt
mlln fl'% [AVilNaY Lol AnriilMiicriir
132

[—anaLrTid
'F| —s—1t8G

d E 9 1a 1
Cieslirm nay

Sekil 14. Cubuga f(x)=x yiikii uygulanmasiyla elde
edilen x yoniindeki yer degistirme degerleri.

Tablo 1. EBG ve analitik ¢dziim sonucu elde edilen u

degerleri.

Digim | Koordinat| Analitik [mm] | EBG [mm]
1 0.0 0.00000000| 0.00000000
2 0.1 0.00016611| 0.00016700
3 0.2 0.00032889| 0.00032900
4 0.3 0.00048500| 0.00048600
5 0.4 0.00063111| 0,00063300
6 0.5 0.00076389| 0,00076600
7 0.6 0.00088000| 0,00088200
8 0.7 0.00097611| 0,00097900
9 0.8 0.00104890| 0,00105200

10 0.9 0.00109500| 0,00110100
11 1.0 0.00111110] 0,00110800

ikinci 6rnekte Sekil 15de gosterildigi gibi
f(L)=1 N ylkine maruz birakilan ankastre cu-
buk incelenmistir. Cubuga ait x yonuindeki yer
degistirmenin analitik denklemi asagidaki gibi-
dir.

X .
ux)=—— 31
AE t

Analizde 11 adet digim noktasi kullaniimistir.
Elde edilen sonuclar Sekil 16 ve Tablo 2'de
verilmistir. Bu 6rnekte cubuk lineer tekil yike
maruz birakilip eleman bagimsiz Galerkin yon-
teminden elde edilen sonuclarin analitik ¢c6ziim-
leme sonuclarindan elde edilen degerlerlerle
karsilastinldiginda c¢ok iyi bir bicimde uyum
gosterdigi gorilmastar.

>

_ An=t

L

Sekil 15. f(L)=1 N kuvvetine maruz birakilan ankastre
cubuk.

Tablo 2. EBG ve analitik ¢cdziim sonucu elde edilen u

degerleri.

Digim  Koordinat Analitik [mm]  EBG [mm]
1 0.0 0.00000000 0.00000000
2 0.1 0.00333330 0.00333330
3 0.2 0.00666670 0.00666670
4 0.3 0.01000000 0.01000000
5 0.4 0.01333333 0.01333300
6 0.5 0.01666667 0.01666700
7 0.6 0.02000000 0.02000000
8 0.7 0.02333333 0.02333300
9 0.8 0.02666667 0.02666700

10 0.9 0.03000000 0.03000000
11 1.0 0.03333333 003333300

Pamukkale University Journal of Engineering Sciences, Vol. 15, No. 3, 2009

360



Eksenel Yiiklii Ankastre Cubugun Davranisimin Eleman Bagimsiz Galerkin Yontemiyle Coziilmesi

0.095 -, . ; ; .
o G 5 5 Bt
2 ] } 1
003 k- sssashassssssssakansssnsns (il ancnnnasa]
b I s V16 Lo [ R
H ' : I - ¥
0025 )4 i : e
: ! y K
- a2} : L.l
.I:. : G .
- . 1 .
= 0.015 = ek y
01| . S
QD05 = v gt e ST L foanssies b i
i H H H &
= 1 ] ] 10 12

Dafjam no

Sekil 16. Cubuga f(L)=1 N yiikii uygulanmasiyla elde
edilen x yoniindeki yer degistirme degerleri.

4.YORUMLAR

Bu calismada eleman badimsiz Galerkin yon-
temi incelenip, degisik eksenel yiiklere maruz
ankastre c¢ubuga uygulanmistir. Yontemin
uygulanmasinin oldukca kolay oldugu ve bu

yontem ile elde edilen sonugclarin, incelenen
problem tipleri icin analitik ¢c6zim sonuclariyla
ortlstigl gozlenmistir. Elde edilen sonuclar
incelendiginde, ilk o6rnek problemde, anali-
tik ¢6zim ile EBG sonuclarinin deformasyon
degerleri u(x) arasinda, maksimum % 0.5’lik bir
fark olustugu goézlenmistir. Ortalama farkin ise
% 0.25 oldugu bu analizde EBG yontemiile elde
edilen sonuclarin, analitik ¢coziimlerle uyustugu
gorilmektedir. ikinci érnek problem olan ser-
best ucundan vyuklenen ankastre cubugun
sonuclariincelendiginde, eksenel yer degistirme
degerlerinin her iki yontemde de (analitik, EBG)
ayni ¢ciktigi tespit edilmistir.

Eleman bagimsiz ydnteminin bu ¢alismada ver-
ilen problemlerin ¢6ziilmesinin yaninda, 6zel-
likle diger sayisal yontemlerin uygulanmasi
asamasinda karsilastiklari sorunlarin
azaltlmasinda  alternatif ¢6zim ydntemi
olabilecegi gozlenmistir.
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