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OZET

Kalin kompozit yapilarin analizi sonlu elemanlar yardimiyla yapilirken, kullanilan sonlu elemanlarin malzeme
ozelliklerinin belirlenmesinde ¢esitli zorluklar vardir. Ozellikle birden fazla kompozit tabaka igeren sonlu
elemanlarin malzeme sabitlerinin belirlenmesi, oldukga karmagik ve zordur. Bu zorluk, her elemanin malzeme
sabitleri icin bir ortalama deger alinarak giderilmeye calisilir. Bu calismada, yikleme durumuna gore eleman
malzeme 6zelliklerinin belirlenmesinde iki farkli ortalama deger hesaplama yontemi gelistirilmis ve bunlarin
sonuclara etkileri incelenmistir. Sonlu elemanlar analizi bir bilgisayar programi yardimiyla farkh fiber
dogrultularinda takviye edilmis bir kiris ve bir levhada, farkli eleman sayilari ainarak sekil degistirmeleri
hesaplanmis ve analitik sonuclarla karsilastirilmistir. Aritmetik ve agirlikli ortalama yontemleri adi verilen iki
ortalama deger alma yontemi karsilastirmali olarak incelenmistir. Bu yodntemin uygulanmasinda, eleman
malzeme Ozellikleri belirlenirken, yukleme durumu godz Oninde bulundurularak ortalama deger ama
yontemlerinden biri uygulanmistir. Bu metod araciligiyla, birden fazla kompozit tabakali elemanlar iceren sonlu
eleman analizlerinde, 8 digimli brik elemanlarin kullaniimasinda karsilasilan eleman malzeme 6zelliklerinin
belirlenmesi zorlugu ortadan kaldirilmigtir. Elde edilen sonuclar, anditik ¢cdziimler ve ortalama deger almadan
yapilan hesaplamalarla karsilastinimigtir. Her iki yontemle yapilan hesaplamalarda, farkli yikleme durumlari
icin elde edilen sonuclar analitik ¢dziimlerle uyum gostermistir.

Anahtar Kelimeler : Kompozit malzemeler, Sonlu elemanlar

FINITE ELEMENT METHOD ANALYSIS OF A THICK COMPOSITE BEAMS AND
PLATES

ABSTRACT

There are some difficulties during determination of the material properties of thick composites when they are
analyzed by using the finite element method. The most difficult of those is to determine material constants of
multi layered composite elements. One of suggested method for solving this problem is to use an average value
for element material properties. The effects of two averaging methods on the results were investigated. A finite
element analysis program was developed to analyze the fiber reinforced composite beams and plates for
displacement comparisons of different element numbers. The results also were compared with the analytical
solutions. Beside the arithmetic average method, a new method called weighted average was developed. By
considering different loading conditions, one of the averaging methods was utilized. The difficulty in
determining the material properties of 8 node multi layered brick element used the finite element analysis of
thick composite structures was overcome by using two averaging methods. The results were compared with the
ones obtained from the elements without any averaging and analytical solutions. Both methods gave matching
results for certain types of loading conditions.

Key Words : Composite materials, Finite element analysis
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1. GIRIS

Kompozit malzemeler, meta gibi geleneksel
malzemelerden daha fazla mihendislik 6zelliklerine
sahiptir. Karma bir mazemenin olusumu ile
gelistirilebilecek bazi 6zellikleri sertlik, dayaniklilik,
agirlik azaltma, asinmaya mukavemet, 1sil 6zellikler,
yipranmaya ve paslanmaya karsi dayanikliliktir.
Istenilen ozellikler gesitli dogrultulardaki fiber
takviyeleri ile saglanabilir.

Kompozit malzeme problemleri gesitli yontemlerle
analiz edilebilirler. Genel olarak, problemlerin
modellesmesinde  ¢esitli  kabuller  yapilir.  Bu
kabullerle yapilan ¢cozumler belirli bir hata payina
sahiptir. GUnimizde c¢esitli  numerik  ¢6zim
yontemleri  mevcuttur. Bu  ndmerik  analiz
yontemlerinden biri 'sonlu elemanlar’ yontemidir
(Reddy, 1993). GlUnimuzde bilgisayarlarin
kullaniminin ~ yayginlasmasi  ile bu y6ntemin
kullanilmasl  artmaktadir. Kompozit malzemelerde
analiz yapilirken sonlu elemanlar yonteminin
kullaniimasi Uzerine ¢esitli calismalar yapilmaktadir.
Ozellikle kalin kompozit yapilarin sonlu elemanlar
yontemiyle analizinde degisik bir yontem Yildiz
(1997) tarafindan gelistirilmistir.

2. SONLU ELEMAN METODUYLA
SEKIL DEGISTIRME VE GERILME
ANALIZi

2. 1. Sekil Fonksiyonlari

Sekil 1'de verilen ¢ boyutlu 8 digim noktall bir
elemanin lineer sekil fonksiyonlari;

NA =é(l+ix)(1+ jy)i+kz) 1)
§ o .
O
5w -
A
-
> »
4 3
L L g
| 2

Sekil 1. Ug boyutlu 8 diigiim noktasina sahip bir
kuadratik eleman

A | J K
1 -1 -1 -1
2 1 -1 -1
3 1 1 -1
4 -1 1 -1
5 -1 -1 1
6 1 -1 1
7 1 1 1
8 -1 1 1

seklindedir.
2. 2. Eleman Katilik Matrisinin Bulunmasi

Her bir elemanin katilik matrisi;

Ke=J'”BTDBaxayaz )

Xyz

denkleminin nimerik olarak integre edilmes ile
bulunur. Burada B sekil fonksiyonlarinin tiirevierine
bagli bir 6x24 boyutlu bir matris olup asagidaki
sekilde gosterilebilir.

B=[b1 b, bs by bs bg by bs] ©)
Burada b, 6 x 3 boyutlu bir matris olup sekil
fonksiyonlarinin tirevlerini icerir (Reddy, 1993).

[ ON;

e 0 0
15)4
0 8& 0
dy
0 0 6{9&
_ z
PNy N @
oy  oX
o N ONi
0z oy
Ny N
| 0z oX |

(2) ssitligindeki D matrisi ise, malzeme 6zelliklerine
bagll 6 x 6 boyutlarinda matristir. Bu matrisin
hesaplanmasi her elemanda bir tabaka olmasi
durumunda, bir baska deyisle her tabakaya bir
eleman atanmasli durumunda basit olarak yapilabilir
(Tsa ve Hahn, 1980; Daniel ve Ishai, 1994). Fakat
bir eleman icinde acilari veya malzemeleri farkl
birden fazla kompozit tabakanin olmasi durumunda
D matrisinin hesaplanmasi giiclesmektedir. Bunun
icin burada iki yontem Uzerinde durulacaktir. Ilki
Aritmetik Ortalama yontemi olup malzeme eksenleri
dogrultusunda tabaka Ozelliklerinin  aritmetik
ortalamalart anacaktir. Agirlikli Ortalama adini
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verdigimiz ikinci yontemde ise tabakaarin, kesit
notr ekseninden olan uzakliklari da hesaba katilarak
her eleman icin bir ortalama malzeme Ozelligi

belirlenecektir. Her iki ortalama yontemi icin
kullanilacak formller su sekilde ifade edilebilir.
— 1-vyv
D1y = B 23 =
1-vigvy
-V V
Das =Ej zy =
— Vy +VaVo
Dy, = E,—> ()
A
— Va1tV Ve
D13 =Ex Ayx
— Vg +nyv31
D., =
23 y A
Dy =Gy Dss = Gz D66 = axy
ve

A=1-V,Vyy —Va3Var —Vi3Va — 2nyV32V13
dir. Burada, v,, Vv, E

icindeki tabakalarin ortalama malzeme 6zelligi olup
aritmetik ve agirlikli ortalamalar sirasiyla asagidaki
sekilde bulunur.

Ey, Gy, bir eleman

X

- 1
By =— 2 Eu(hi-hiy)
i=1

_ 1<
By = D By —hi)
i=1

E —iilE-(h?*—h? G
X _I Xl 1 i-1

y i:13

= 11
Ey =I_Z§Eyi(hi ~hi1)G®

z g

n
—= nez
ny =m;nyi (hl _hi—l)G (7)
_ 11 3 .3
Vo =i, Qg Vo i -hie

_ 11 3
Ve =1 D V(i —hi )G

Z j=1

(6) ve (7) nolu sesitliklerde; i, kaginci tabaka
oldugunu, h;, bu tabakanin orta eksenden olan
uzakligini (Bkz. Sekil 2) ve G, ise elemanin
genisligini gostermektedir. Ey, Ey, Gyyi, Vxyis Vyxi

eleman icindeki her bir tabakanin malzeme
ozelikleridir.
i | n. 1abhaka T
I[..
[ chal i
I |..|..\.'|‘\;\.'|_ o 1 I I h=Hi2
I L
e H;
— - x
. h,=-H/2
2. tabaka
1. tabaka Y

Sekil 2. Tabakalarin orta eksene uzakliklari

2. 3. Eleman Yer Degistirme Vektorinin
Bulunmasi

Her bir elemanin yer degistirme vektord;

_ 1<
ny ZEZGXW (h —hi) ©) U°=[U; U, U3 Uy Us Ug U; Ug' 8
i=1
olup burada;

B

Vxy :ﬁ;VXV(hi ~hia) U=[u v, wj] @i=12...8) )
18 dir. U; her bir digim noktasinin x, y, z

Vyy = _Zvyx(hi -h,;) eksenlerindeki yer degisti rr‘.r]e.l.er.i.ndm olusan 24 x 1
H <~ boyutlu yer degistirme vektorudur.
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2. 4. Eleman Kuvvet Vektortiintin Bulunmasi

Her bir elemanin kuvvet vektori;

9°=[0; O, ds G4 U5 U6 7 dgl (10)
olup burada ;
gi=lax gy a,] (=12..8) (11)

dir. g her bir diguim noktasina etki eden x, y, z
eksenlerinde tanimli kuvvetlerden olusan 24 x 1'lik
kuvvet vektorudur.

2. 5. Kirigin Katilik, Yer Degistirme ve
Kuvvet Ifadelerinin Bulunmasi

Bir kirisin K katilik matrisi;
e=n

K=>K®
e=1

yer degistirme vektory;
e=n

u=>ue
e=1

ayni sekilde kuvvet matrisi
e=n

Q=>¢°
e=1

seklinde bulunur.

(12)

(13)

(14)

2. 6. Bir Kirigin Yer Degistirmelerinin ve
Reaksiyon Kuvvetlerinin Hesaplanmasi

Bir Kkirisin yer degistirmesini ve
kuvvetlerini bulmak icin;

reaksiyon

KU=Q (15)
denkleminin gerekli sinir kosullarini  kullanarak
nimerik olarak c¢ozilmesiyle bulunur. Eleman

sayisinin artmasiyla matris boyutlari artmaktadir. Bu
da c¢OzUmu zorlastirmaktadir. Bu  ¢dzimleri
yapabilmek icin bilgisayarlardan faydalanilir. Bunun
icin akis semasi Sekil 4'de verilen bir bilgisayar
programi hazirlanmistir.

2. 7. Gerilmelerin Hesaplanmasi
Her bir elemanin ortalama gerilmeleri;

o =Deg

(16)

bu denklemde, ¢ ortalama gerilme vektéri;

G:[GX Gy GZ Txy Tyz szl (17)
ve g birim sekil degistirme vektord;
e=lex ey €z Txy Vyz Yz (18)

olarak bdlirtilir., D matriss ise (4) denklemi
vasitasiyla bulunur.

Bir elemanda olusan gerilmeler Sekil 3'de
gosterilmistir.

€ birim sekil degistirme vektorul ise;

£=BU (19
denklemiyle bulunur. Buradaki B matrisi (3)

denklemiyle bulunur.

Sekil 3. Eleman Uzerindeki gerilmeler

3. PROGRAM YAPISI

Gerilme ve yer degistirme problemlerinin ¢dzimini
yapmak icin bir bilgisayar programi hazirlanmistir.
Bu programinin akis semasi Sekil 4’ de verilmistir.

= |

Sekil 4. Programin akis semasl
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Programda, katillk matrisinin hesaplamasindaki
integraller alinirken Gauss quadrature ndmerik
metodu kullaniimistir.

4. BIR KOMPOZIT KIRIiS VE
LEVHANIN SONLU ELEMANLAR
YONTEMI ILE ANALIZI

T300/934 malzemesinden yapillmis ve orta
noktasindan 1000 N’luk bir kuvvetle yuklenmis
basit mesnetli kirisin; uzunlugu 100 mm, genisligi
20 mm ve her bir tabakanin kalinhgr 1.25 mm olan
gesitli acilardaki kompozit tabakalardan olusmustur
(Sekil 5 a, b). Uzunlugu ve genisligi 100 mm olan ve
4 tabakadan olusan kompozit levha ise iki farkl
mesnet ve yikleme durumuna gore incelenmistir.
Bu durumlar sirasyla, 100000 N/m?lik yanal yayili

V4
A =
L
A\ —&&\%\V #
(€Y
zZ
A
P
le—_
X
(b)
p
........ ] I !
V< YY A
Biitiin kenarlar ankastre
(c)
AI”’> ~ =iP
Basit mesnetli
(d)

Sekil 5. Kiris ve levhanin yik ve mesnet durumlari

yike maruz doért kenari da ankastre mesnetli levhayi
ve 1000 N'luk eksenel yik atindaki basit mesnetli
levhay! icermektedir (Sekil 5 ¢, d). Malzeme
Ozellikleri Reddy (1997) ve Tsa (1988)'den
ainmistir. Sonlu eleman anaizi yapilacak kiris ve

levha, kanliklar  dogrultusunda (z  ekseni
dogrultusunda) kompozit tabaka sayilari ayni
kamak sartiyla farkli  sayidaki  elemanlara

bolinmustir. Boylece her bir elemandaki tabaka
sayisl farkli sayilarda (1, 2 ve 4) olacak sekilde elde
edilir (Sekil 6). Bu yontem sonucunda elde edilen
elemanlarin eleman katilik matrisleri hesaplanirken
malzeme 6zelliklerini iceren D matrisindeki terimler
(6) ve (7) ssitlikleri yardimiyla belirlenir.

Y ukaridaki sekilde elde edilen eleman 6zelliklerinin
sonlu eleman denklemlerinde yerlerine konulmasi
sonucu yapilan andizlerde asagidaki sonuclar elde
edilmistir. Sekil 5’ deki basit mesnet sinir kosullarina
sahip kirisin orta noktasindan yanal ve eksenel
olarak iki farkli sekilde yiklenmesiyle elde edilen
sonuclarda 6zellikle kirisin belirli bir kesitindeki yer
degistirmeler incelenmistir. Bu inceleme, farkli
tabaka sayilarina sahip elemanlarin sonuclari analitik
sonuclarlakarsilastirilarak yapilmistir.

22
8282288
82822838

((090) ), 2 dleman ((90/0),), 4 leman ((0190) ,); 8 dleman

Sekil 6. Kirig kalinhg dogrultusundaki eleman
sayilari

5. SONUCLAR

Y apilan hesaplamalar sonucunda, sonuclar iki grupta
siniflanabilir.  Bunlardan birincisi  eksend  yik
uygulanmasi halinde elde edilen sonuclardir. ikinci
durum ise yanal yUk uygulanmasi halidir.

5. 1. Eksenel Yik Durumu

Bu durumda ((90/0),)s tabaka dizilisine sahip bir
kiris ve (90/0), tabaka dizilisine sahip bir levhanin
kayar mesnetli olan ucuna 1000 N’luk eksenel
yikler uygulanmis ve bu yikler sonucunda yapilarin
kanlhklarinin ortasindaki dugim noktalarinda x
dogrultusundaki yer degistirmeleri (u) belirlenmistir.
Bu yer degistirmeler xX'in fonksiyonu olarak farkl
eleman sayili durumlar icin Sekil 7 ve Sekil 8de
verilmektedir. Elde edilen sonuclar analitik
¢ozimlerle de karsilastiriimistir. Sekil 7'de eleman
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malzeme 6zellikleri belirlenirken aritmetik ortalama
yontemi kullanilmistir.

((90/0)2), (z=5 mm)
0.E+00 ~
E 4.E-06 .I \}%‘“:ﬁ_«

8.E-06 ‘ :""‘3_*_- .

1.E-05 P )

2.E-05

0.025 0.05 o075 0.1
X (m)

Sekil 7. Eksenel yik atindaki kiris yer
degistirmelerin  aritmetik  ortalama  yOntemiyle
hesaplanmasi

Sekil 8'de yukarida bahsedilen 6zelliklere sahip
kirisin eleman malzeme 6zelliklerinin belirlenmesi
safhasinda agirlikl ortalama yontemi kullanildiginda
farkll sayida tabakalara sahip elemanlarla yapilan
andlizler arasindaki fark acikca gorilmektedir. Bu
iki yontemden aritmetik ortalama yontemi, birden
fazla tabakali elemanli eksenel yikleme durumlari
icin gok dahaiyi sonuclar vermektedir.

Eksenel yike maruz kompozit levha icin yapilan
analizlerde de, kiris analizinde elde edilen sonuclara
benzer degisimler elde edilmistir.

LESID ((20/0)2); (2=5mm)
: 4.E-On . - - .
R i
t S 2 Analitik
1.6-05 - P ~
o 0.025 0.05 0.075 0.1
x (m)
Sekil 8. Eksenel yiUk atindaki kiris yer
degistirmelerin ~ agirlikli  ortalama  yOntemiyle
hesaplanmasi

5. 2. Yanal Yik Durumu

Yanal yuk durumu, kompozit kiris ve levhaicin ayr
ayri incelenmistir. Bu yiukleme durumu icin analitik
¢Ozumler literatiirden elde edilmistir (Reddy, 1997).

5. 3. Kompozit Kirig
Bu durumda ((90/0),)s tabaka dizilisi kullanilarak

elde edilen, boyutlari ayni basit mesnetli kirisin orta
noktasindan 1000 N'luk bir dusey yik uygulanmis

ve bu ylUk sonucunda kirisin tabanindan z = 5 mm
mesafedeki dugiim noktalarinin z dogrultusundaki
yer degistirmeleri (w) belirlenmistir. Bu yer
degistirmeler x'in fonksiyonu olarak farkli eleman
sayili durumlar igin Sekil 9 ve Sekil 10'da
verilmektedir. Yine benzer olarak Sekil 9'da eleman
malzeme Ozellikleri belirlenirken aritmetik ortalama
yontemi kullaniimistir. Bu sekillerden de gérildugt
gibi, analitik sonuglarla karsilastirildiginda aritmetik
ortalama yontemiyle elde edilen sonuclarin iyi
olmadig1 gorilmektedir.

((90/0))s (z=5 mm)
DE+00 g ) 7
R ==
_ W R
E - -7 5
T N s
-
N, ~ - Iy
- - d
\ 4
\ -
N g
E ' p e - = - — 2 Eleman
- 4 Eleman
L 4 X --- B Eleman
! .._,IM_. - Analitik
. 008
x (m)

Sekil 9. Yana yik altindaki kiris yer degistirmelerin
aritmetik ortalama yontemiyle hesaplanmasi

((90/0)3), (z =5 mm)
N
“ ‘\_
\\
? . :;Izl’"‘;l’
.. B Eleman
Analitik
° x(m)
Sekil 10. Yana yik atindaki  kiris  yer
degistirmelerin ~ agirlikli  ortalama  yOntemiyle
hesaplanmasi

5. 4. Kompozit Levha

(90/0)s tabaka dizilisine sahip, boyutlari 0.1 x 0.1 x
0.005 m olan ankastre levha Uzerine 100000
N/m®lik bir disey yik uygulanmis ve bu yik
sonucunda Kirisin tabanindan z = 25 mm
mesafedeki digiim noktalarinin z dogrultusundaki
yer degistirmeleri  (w) belirlenmistir. Bu yer
degistirmeler x'in fonksiyonu olarak farkli eleman
sayill durumlar icin Sekil 11 ve Sekil 12'de
verilmektedir. Sekil 11'de eleman mazeme
Ozellikleri belirlenirken aritmetik ortalama yontemi
kullanilmistir. Bu yontemden elde edilen sonuclarin
iyi olmadigl gorilmektedir.
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(90/0)s (z=25mm)
0EH0 . - T
SN P .t
= \ /
E 4E06 o\ . | /)
El o 7./
" ‘g
-8E06 N \ Ry
N \\\ , 7 ————2Eleman
1E05 N , A 4 Eleman
. ’ >
\ NI 7 ——— Analitik
-2E05 ,
-2E05
0 0025 005 0075 01
X (m)

Sekil 11. Levha yer degistirmelerinin aritmetik
ortalama yontemiyle hesaplanmasi

(90/0), (z=2.5 mm)

o 0.025 005 0.075 01
% im)

Sekil 12. Levha yer degistirmelerinin agirlikli
ortalama yontemiyle hesaplanmasi

Agirhikh ortalama yontemi kullanildiginda ise farkli
sayida tabakalara sship elemanlarla yapilan
andlizlerde sonuglarin oldukca iyi oldugu tespit
edilmistir (Sekil 12).

6. YORUMLAR

Bu calisma sirasinda gelistirilen iki farkli yontem
olan, sonlu eleman mazeme Ozeliklerinin
belirlenmesi  asamasinda  kullanilan  aritmetik
ortalama ve agirlikli ortalama yontemlerinin sonlu
deman sonucglarina etkileri  incelenmistir.  Bu
inceleme sonucunda her iki yontemin kompozit kiris
ve levhalarda farkli yikleme durumlari icin iyi
sonuclar verdigi ortaya cikmistir. Eksenel yikleme
durumunda aritmetik ortalama yontemi iyi sonug
verirken, yana (dikey) ylUkleme durumunda ise
agirhkl ortalama yonteminin daha dogru sonuglar
verdigi gozlemlenmistir. Her iki durumda, bu
yontemler sayesinde sonlu eleman analizlerinde
kullanilacak eleman sayilarinda oldukca fazla
azalmalar olacaktir. Bu durum, genelde ¢ok sayida
tabakalardan olusan kompozit yapilarin  sonlu
eleman andizlerinin daha c¢abuk ve kolayca
yapilmasini saglayacaktir.

7. SEMBOLLER

E, E Fiber dogrultusundaki eksen takiminda
elastisite modulleri
Gz, Gis Fiber dogrultusundaki eksen takiminda kayma

modilleri

V12, Vi3 Fiber dogrultusundaki eksen takiminda
Poisson oranlar
E. Ey Malzeme eksen takiminda el astisite moduilleri
Gy, Gxz Malzeme eksen takiminda kayma moduill eri
ny, Vs Malzeme eksen takiminda Poisson oranlari
Na Sekil fonksiyonlari
K& : Eleman katilik matrisi
B : Sekil fonksiyonlarinin turevlerini iceren
matris
D : Malzeme 6zellikleri matrisi
Vyy, Vyxo
EX, Ey, 2 Agirlikli malzeme 6zellikleri
Gy
G : Eleman genisligi
h . Bir kompozit tabakanin malzeme orta
ekseninden uzakligi
ue Eleman yer degistirme matrisi
u, v, w Bir digim noktasinin x, y, z eksenleri

dogrultusundaki yer degistirmeleri
qe : Eleman kuvvet vektori

K Kirisin katilik matrisi

§] : Kirisin yer degistirme vektoru
Q : Kirisin kuvvet vektora

o : Gerilme vektort

I Birim sekil degistirme vektort
P Uygulanan dis yik

H : Kirisgin toplam kalinligi

N : Toplam tabaka sayisi

Kiris kesit atalet momentleri

nez z ekseni dogrultusundaki eleman sayisi
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