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LiNEERVEYARI-LiNEER DALGA DENKLEMLERİ İÇİN PHRAGMEN-
• • • • • 

LINDELOF TIPI KESTIRIMLER 

Yalçın YILMAZ * 

•• 

Ozet - Bu çalışmada, bazı lineer ve yarı-lineer dalga 
denklemleri için çözümlerin asimptotik davranışları 
incelenmiştir. Bu amaçla, ifade edilen denklemlerin 
triviyal olmayan çözümleri için Phragmen-Lindelof 
tipi teoremler verilmiştir. 

Anahtar kelimeler: Asimptotik davranış, Phragmen­
Lindelof Prensibi, Uzaysal Kesti ri mler. 

Abstract - In this work, asymptotic behaviour of the 
nontrivial solutions of some linear and semi-linear 
\Vave equations are studied. For this aim, for the 
solutions of the stated problems, Phragmen-Lindelof 
type theorems have been given. 

Key,vords: Asymptotic Behaviour, Phragmen-
Lindelof Principle, Spatial Estimates. 

I. GİRİŞ 

• 

Tik olarak yarı-line er bir dalga denklemi için doğrusal 
alnıayan sınır koşullu başlangıç-sınır de ğer probleminin 
çözüınün ün asi nıptotik davranışları ince lenecektir. 

ınırsız bölgeler ıçın rnaksinıunı prensibi 
uygulananıayacağından bunun bir genişleme si olarak 
ifade e dilebile cek olan Phragmen-Lindelof prensibi, 
fonksiyonun büyünıesine (growth) sonsuzda bazı 
kısıtlanıalar gctirnıek suretiyle sınırsız bölgeler 
üzeri n deki bir nı aksi nı u nı prensipler sınıfı olarak 
açıklanabilir. Bu durunıda eğer sonsuzda bir asinıptotik 
koşu] tanınılannıışsa verilen fonksiyon üstel hızla 
sonsuza gidece ktir, aksi durunıda üstel hızla sıfıra gider. 
1-lonıogcn alnıayan sınır koşullu başlangıç-sınır değer 

p ro bl en ıler i için [ 1 ] , [2],[3] deki çalışmalara bakılabilir. 

Il. Problem 

Aşağıda k i başIan g ıç- s ı n ır d eğer p ro b 1 e nı i n i e I e a 1 a 1 ı nı: 

U11- u+ u, 2 u, ==0; xEQ, t>O (1) 

*Saktır\'a Cni\-crsitcsi. Matematik Bölümü. Adapazarı ; 
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au 
- + f(u)==O; xEQ 
av 

(� 

U D == Ü o 
' xEaQ ( :  

u(x,O) == ll1 (.Y,0) == 0; X E Q (-
[( 

F(u) := ff(Ç)dÇ >O t: 
o 

Burada n bölgesi 

Q = {Cxwt2,x3
) E R3: x, > O,(x2,x3) E D,, } 

şek1inde bir bölgedir ve an da bölgenin yanal yü ze: 1. 
au ll au 

- :== I, vi dışa doğru nornıal türevi gösterir. 
av i=l axi 
Burada E >O için a ve b keyfi olnıak üz .. 

E ab<-
2 

b 2 şeklindeki ağırlıklı Caucl· 

Schwarz e şitsizliği kullanılacaktır. Ayrıca aşağıd. 

notasyon lar kullanı 

Q: == Q n {.\ E Q : 0 < X 1 < Z } � 

8Qo = {xER3 :x'E8D,,,O<x1 <z}. 

.. 
O nce ( 1) denkle1ni u, ile çarpılıp L2 ( Q:) de inte:-

cdilirse 

ı 2 +­u, ('"'\ 
H . 2 

u, !.n,= Ju,u,, dA 
D. 

çıkar. Son denklem 

düze nle nirse 

V u 
z 

;_ + J to F(u)dsdÇ}-
o '> 

ile çarpılıp yeni�.. 
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d -:·[ ı, 1 1 • ( -·,e -
dr 2 

"} ı ) u, lö, +2 1 V u 1 ö + J 1 F(u)dsd�)} 
"' {)ı. 

ispat. Yukarıdaki işlen1ler yapılıp (9) eşitsizliği elde 
e dilirse, buradan integrasyonla istenen sonuç e lde edilir. 

- '/ 1 
ı 

� lC .
. 1-, 1 7 

-

? u, In 
ı 

+-
2 

? V u 1 ö_ + 

_J_ H. F(u)dsdÇ + r-I u, 
' J -

( )  

(. .., 

bulunur. Cauchy- Schwarz eşitsizliği kullanılır ve [0, T] 
�ralığında t ye göre integre edilirse 

) .1 1 ı ı ı "} 
f. '1 u, n_ 

..... 

ı 
+-

2 
V u 

--

�- + J JF(u)dsd� + 
Q(l/)c 

.., 

-
-ı +-1 \lu 

2 �, + J 1D, F(u )ds d�+ 
o ": 

(6) 

ve sonr a ( 6) da (5) kullanılır ve bazı terimler ihmal 
edi 1 i rsc 

r 

I - 11 1 f ı 2 ı 
11 e , ·- zt r. +-
/ ı 2 

1 �l 2 
Vu 2 '-dt n_ J 

o 

elde ed il ir. Eneıj i fonksiyonu 
r 

2 )dt D. 

E(::):= Je·:'' (lu, ;L + IVu �_)dt 
() 

)eklinde tanın1lanırsa (7) den 

c�ıhi;liği çıkar. 

(7) 

(8) 

Teorenı I. u(x., t), ( 1 )-(4) probleıninin triviyal 

olnıaya n bir çözümü olsun. Bu durumda (5) koşulu 

�ağlanırsa (8) ile tanımlanan E(z) fonksiyonu üstel 

lıı;la sonsuza gider: 

E(.:)> E(O)er.:: (9) 

I I I. Homogen Sınır Koşullu Problem 

U11 -�u+ ı u, 2 U1 =O; 

u i1n =o ; t >o 
u ı 0 = g( x', t) ; t > O 

() 

u (.�,O) == U1 (x,O) =O; x E Q 

( ı  0) 

( ı ı ) 

(ı 2) 

( 13) 

Rz = Q () {x E n : z < x, < 00 } olnıak üzere 

yukarıdaki problemde azalın1 (decay) kestirin1i elde 

etmek için yine ( 10) denkle n1i U1 ile çarpılıp L2 (R=) 
ye göre integre edilirse 
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ı d 2 ı d 2 - l u/ ıP +- l \1 u ıR 2 dt '= 2 dt : 

I ou 4 ul ds+ ll u, 4,R_ =O 
tw_ o v -

ı d fı u, } 2 dt � ��- + Vu 11�, + 1 u, ıı:.R, = fu, ur, dA 
D. 

(ı 4) 

bulunur. ( 14), e-y./ ile çarpılıp yeniden düzenlenirse 

_!_d {e-r.t (ı u, ıR + \lu ı2R )}+ 
2 dt : : 

I... e-Y·' (1 u ı + V u ı ) +e-rt 4 
2 t R= R= U, 4,R= 

< � e-r·' ( 1 u, 1 ; , + 1 V u ; _ ) ( ı 5) 

eşitsizliğine ulaşıhr. Bu son denklem [O,T] de t ye göre 
integre edilip bazı terİnıler ihmal edilirse 

r 
2 

e-r-' � u, ��- + 1 V u ��-}dt< 
- -

< e-r� � u,ıı;_ + ıvuı;_}dt - -

bulunur. Buradaki enerji fonksiyonu 

(ı 6) 
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şeklinde tanınılanırsa ( 16) dan 

A ı A 

E(z)+-E'(z) <O 
r 

(1 6' ) 

eşitsizliği çıkar. Buradan aşağıdaki teorenı ifade edilir: 

Teorem 2. u(x,t); (10 )-(13) probleminin 

triviyal olmayan bir çözünıü olsun. n bölgesindeki 
" 

toplam enerji son lu ise bu duruında E(z) fonksiyonu 

üste! hızla sıfıra gider: 

(17) 

• 

Ispat. Teorem l in ispatında olduğu gibi ( 16') 
eşitsizliği elde edildikten sonra z ye göre integre 
e d i 1 d i ği n d e ( 1 7) i fa d e s i k o 1 ay ca e 1 d e ed i 1 ir. 

IV. Homogen Olmayan Sınır Koşullu Problem 

Bu kısımda honıogen fakat Neunıann tipi sınır koşuluna 
sahip bir dalga denklenıi için çözüınlerin asimptotik 
davranışı incelenecektir. Bu problenıde denklemin 
tanınılandığı bölge kesitlerinin değişimi sın1rlı olan bir 
bölge o lup bu ( F3) koşu 1 uy la i fade edi lnıiştir. Bu 
durumda aşağıdaki probleıni ele alalım: 

U u - f1u + au1 == 0; X E n, t > 0 
au au 

-+fJ +.f(u)==O; xE80, t>O 
an aı 

u == O : X E D0 , t 2 O 
u(x�O) =u/ (x,O) =o; X E n 

ll 

F(u) = ff(�)d� > ruf(u); y>O, V u ER 
o 

uj'(u) > 7] u ıp; 2p> 1, rı>O , V u E R 

(18) 

(19) 

(20) 

(21) 

(Fl) 

(F2) 

f2 bölgesi; D= kesitlerinin aD z sınırları yeterince 

düzgün olan önceki kısımlarda tanımlandığı gibi bir 
bölgedir ve bu kesitler 

(F3) 
z 

'\Iz ER+ 
koşulunu sağlar, yani D z I erin değişim aralığı sonludur. 

Burada D0; x2 Ox3 düztemindeki kesit olmak üzere a 

ve �pozitif sabitlerdir. 
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c > 0 olmak üzere (] 8) denklemi U 1 + cU ile çarpılı 

L2 (n=) de integre edilsin. Bu durumda 

ı d � - u 
2 dt t 

+(a-&) u, 1 �- +& IVu ;_ -

f au fau == U1 ds+& u ds 
an_ av en_ av 

bulunur, yeniden düzenlenirse 

ı d Sıl 2 
2 dt � u1 n 

2 � 

+ 1 V u lin_ +2&(u, U1 )0_ + &a 1 u lö 

-.. 2 -1-& n_ vuı;, +/3 f fu/dsd�+ 
o aD.; 

Z - -� � 

J Juf(u)dsdÇ + &jJ J Juu, dsdÇ + & J J�f(u)dsd� 

o aD.; o aD� ': 

= Ju , u 1 da +& Juu1da 
D. D. - -

veya 

z = 

+ &/3 J Ju2dsdÇ + J JF(u)dsd� + 
2 O DDı: O oD:: � � 

z 

(a-&) u, ;, +&jjVul;, +/3f Ju12dsd�+ 
o aD.; 

z 

+ J Juf(u)dsdÇ = Ju1u1da +& Juu1da 
O aD.; D= Dz 

(22ı 

elde edilir. Bu son eşitlikte parantezin içindeki ifade�ı 
alttan sınırlamak gerekirse aritmetik-geometrik ortalam1 
eşitsizliğinden 

ı 2 1 2 &a 2 -lu, In +-1 Vu In +&(u,uı)A + 1 u l r.. 2 - 2 � !ı.l. 2 H -- - - -

+ &/3 J Ju2dsdÇ + J JF(u)dsdÇ > 
2 O ?Df O aD; 
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ı - &8 , 1 2 8a 8 ı 
> J U1 1 � +- 1 V u lin +( - ) ll U lin 2 � l : 2 H : 2 25 : 

- J Jr(u)dsdÇ + c/3 J Ju2dsdÇ 
ı �o 2 o rn_ 

elde edilir. Son eşitsizlik (22) de yerine konur, [O,T] 
aralığında t ye göre integre edilir ve 8 uygun seçilip bazı 
terimler ihnıal edilirse 

r r 

(a -c) J u, ll�, dt+ & J V u 1 �' dt+ 
ll o 

1 - T :: 
ı·IJ juf'(u)dsdÇdt+J3ff Ju,2dsdÇdt 

O iD.: 

< Ju,u1da +& Juu1da 
D. D_ - -

o o 20,: 

(23) 

�>it� ı;liği çıkar. Buradan sağ taraftaki integraller için [4] 
\.ie o lduğ u gibi Poincare ve Cauchy eşitsizlikleri 
�ardınıı) la birer üst sınır bulunur ve� nın pozitif olduğu 
gözönüne alınırsa (23) den 

T T 
( a -c) Jı u, �, dt + & Jı 1 V u 1 ı;, dt + 

j = 

1) o 

D If Jur (u )ds d Çdt < 

7' 

< � ifı u, 
- (J 

T } fe J uf(u )ds+ 2 ll V u 1�, )dt 
o aD:: 

p+l 12p 

c de edilir. Burada M 1' M 2; p ve bölgeye bağlı sabitler 

olmak ü;ere 8 = a 1 2 seçilirse 

f T T :: 

.. u, lZı dt+ Jıı V u ı�, dt+ J J fuJ(u)dsdÇdt < 
1 O O O cDf, 
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T T 

a -ı fi 1 u, ı 1 �, dt + (M 1 � + 1) Jı V u ı �, dt + 
o o 

T 
+ J Jı!f(u)dsdÇdt 

o cD_ 
T ·ı 

+M2CaNı( p) J ıu, �,dt+ J Vu �)_dt+ 
o 

T 
p+112tJ 

+ J J�f(u)dsdÇdt 
o ("1/)-

bulunur. 

T T 

E(z):= J u, ll�, dt+ J 
T = 

o o 

+ J J JuJ(u)dsdÇdt 
o o r�os 

o 

V u 2 dt+ n. -

şeklinde tanımlanırsa (24) eşitsizliği 

E(z) < a-
1
E'(z) + 

(24) 

+M2CaN,(p)(E'(z))p+ıtıp (25) 

haline dönüşür. Şinıdi aşağıdaki lernınayı verelim. 

Lemma[S] <1> fonksiyonu <D(O) = O, I im <D( r) = +oo 
r-+oo 

koşullarını sağlayan ınonoton artan bir fonksiyon olsun. 

Bu d uruında z( r) � <D( z' ( r) ), r > O koşulunu 

sağlayan 

gider: 

(i) 

(i i) 

z( r) > O fonksiyonu r � oo iken + oo a 

Belli bir c ve m > 1 ıçın eğer 
• 

ıs e bu durunıda 

liminf z(r)r-m/m-ı > O  eşitsizliği 
z-+oo 

sağlanır. 

Belli bir c ve r > r1 için <D( r) <cr ise 

bU durumda lim inf z( T )e-r/ Cı > o 
eşitsizliği sağlanır. 

Teorem 3. u(x, t) , (18)-(21) probleminin triviyal 

olmayan bir çözümü olsun. f(u) doğrusal olmayan 

fonksiyonu ise (F 1 )  ve (F2) koşullarını sağlasın. Bu 
durumda aşağıdaki eşitsizlikler geçerlidir: 

77 
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p+l 

li nı inf� ı-2p E(z) >O, 
:-7cr_ 

linı inf e-='cE(z) >O, 

-ı 
Burada C 

1 - <  p <I 
2 

p > 1 . 
ıs e. 

. 
ıs e 

ispat. (25) eşitsizliği elde edildikten sonra 
Ladyzhenskaya-Solonnikov [5] lemması yardımıyla 
istenen sonuçlar elde edilir. 

V. Sonuç 

Bu çalışmada farklı yapıdaki dalga denkle ınieri için 
asinıptotik davranışlar incelcnnıiştir. Denklenıin linee r 
olup olnıanıasına göre çözünıle rin uzay değişkenine göre 
davranışı oldukça değişnıektcdir. Ayrıca nonlineerliğin, 
denklenıde veya sınır koşu lun da ol nıasına göre de 
çözüınlerin davranışı farklılık arz etnıektedir. 
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