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LINEER VE YARI-LINEER DALGA DENKLEMLERI ICIN PHRAGME -
LINDELOF TIPI KESTIRIMLER

Yalcin YILMAZ

Ozet - Bu calismada, baz lineer ve vari-lineer dalga g,

denklemleri icin coziimlerin asimptotik davramslari —+f(u)=() . FE82
incelenmistir. Bu amacla, ifade edilen denklemlerin ov

trivival olmavan coziimleri icin Phragmen-Lindelof

tipi teoremler verilmistir. ul, =0 5 xe0l
Anahtar Kelimeler: Asimptotik davrams, Phragmen- u(x,0) = ", (v,0)=0:xef2
L.indelof Prensibi, Uzavsal Kestirimler.

U
Fu)=[f(&)déE 20
Abstract - In this work, asvmptotic behaviour of the 0
nontrivial solutions of some linear and semi-linear Burada Q bolgesi

wave equations are studied. For this aim, for the i 3§ o . - \
solutions of the stated problems, Phragmen-Lindelof (2= {(.x,,xz,.x}) €R™ x> 0, (x, ,X3) € D-\'l )

type theorems have been given. seklinde bir bolgedir ve 0€2 da bdlgenin yanal yiizey
, , , ol ~ Ou
Kevwords: Asymptotic  Behaviour, Phragmen- — va' disa dogru normal tiire vi gdsterir.
Lindelof Principle, Spatial Estimates. oV =l al',

g Burada £>0 i¢cin a ve b keyfi olmak iiz

1.GIRIS

. 1 < & 2 1 3 . o
[Ik olarak yari-lincer bir dalga denklemi i¢in dogrusal | ab |< 5 a|” + b |b|° seklindeki agirhikh Cauct
olmayan simir kosullu baslangi¢c-sinir deger probleminin o
¢Ozliminiin - asimptotik  davramslari  incclenecektir. Schwarz esitsizligi  kullanilacaktir. Ayrica asagi
Simirsiz bolgeler 1CIN maksimum prensibi lar
uygulanamayacagindan bunun bir genislemesi olarak EAAS el kullan:

. > R 3 . . - , ¥ O - . ® .

l.tad’c.. CdllebIIC(.?k“ O]a.l.'l Phla%m@ meielo‘t prensibi, Q =Qn {.\‘ cQ:0<x <z };

fonksiyonun  biliyiimesine  (growth) sonsuzda bazi

kisitlamalar  getirmek  suretiyle  smirsiz  bolgeler -

st - . e 5 0. =\ xe kR :.x'e@D\,,OS.rlSZ}.
lizerindekr  bir maksimum prensipler simifi  olarak - 2

actklanabihr, Bu durumda eger sonsuzda bir asimptotik

kosul tammlanmissa  verilen fonksiyon  listel hizla

sonsuza gidecektir, akst durumda iistel lizla sitira gider. Once (1) denklemi i, ile carpilip L,(£2.) de inte;
Homogen olmayan sinir kosullu baslangic-sinir deger _

L . -~ cdilirse
problemleri i¢in [1],|2],[ 3] deki ¢calismalara bakilabilir.
[I. Problem d | p 1 7 i N
= lla +=l| Vullg + F(u)dsd< | -
dt'2 2 s Jdo, X
Asagidaki baslangi¢-sinir deger problemini ele alalim: @ °
d
g | u, H4,Q: o Jllrll.\', dA
u, —Autlu |"u, =0:xeQ), >0 (1) D,
B ) _ cikar. Son denklem g ™ ile carpihp yen!
*Qakarya Universitesi. Matematik Bolimii. Adapazan diizenTemiree
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f 1 ] ISp‘lt Y ukaridaki islemler yapihip (9) esitsizhgi elde
( 3

—e (=, NIy, =1 Vu Hf) J '[ F(u)dsd&)) edilirse, buradan integrasyonla istenen sonug elde edilir.
(1 2 s 2 "

l 1 , .
L e | I, Hé 4 — ” Vi Hf} 4 I1I1. Homogen Sinir Kosullu Problem
= )
- ) | - u, —Au+|u |"u =0; xeQ, t=20 (10)
S| FadsdE+y T g Y= fuu, dd T o
", | D. | U, =0 ; t >0 (11)
ul, =gx'ht) ; 120 (12)
bulunur. Cauchy- Schwarz esitsizhigr kullanmhr ve [O, T]
1(x,0)=u(x,0)=0;xeQ (13)

arahginda t ye gore integre edilirse

5 RZ = () {.\’ c(l:z< X, <0 } olmak uzere
+J J.F(”)de§+ yukaridaki problemde azalim (decay) kestirimi elde
02, etmek i¢in yine (10) denklemi 2, ile carpiip L,(R )

J‘.fiJ.(‘-' ' 1 ]L)c F(ll)deé:-l—
| 0 ;

l
¢ l:: i”/ HE) +

ye gore integre edilirse

) | d | d
—— |, I +=— IVl
X 2 dt 2 dt
| & Lap e la " P . 2 ou
v lu s 5o Y ; e " (I|u, ||p. +HV“H;)__ )dt B J‘ i —ds+||u, ”M 0
0 oR. 61/
(6)
L 1, Va0 b, W = fu, dA
ve sonra (6) da  (5) kullanihr ve baz1 terimler thmal 2 dt % ik, o llak, = J‘”’”""
edilirse -
b (14)
V! f ] D l 2
e I+ Vull, e »
2 -2 | bulunur. (14), ¢’ ile carpihp yeniden diizenlenirse
| :
& e >~V | - . 1 d -
<< Je Ul 115, + 11Vl D e U, +11Vu )+
() 2 d ) )
elde edilir. Enerji fonksiyonu . }2/ e (J|u, HR + || Viur HR )r+e " |u, ]LR
2
= Jc"'”(Hu, 15, +1| Vu sz )dt (8) k! L
0 | h <sze " (lu, Hf)_. +HV“H3):)> (15)
\ J
scklinde tanimlanirsa (7) den
esitsizligine ulasihr. Bu son denklem [0,T] de t ye gore
lsh< v B(2) integre edilip bazi terimler thmal edilirse
B e 2 it /4 —)’-’{ 2 2 }d <
Cstlsizhigr gikar. E- } € Hll, llR: +HVUHR: [ <
Teorem 1. u(x,t), (1)-(4) probleminin triviyal I: -yt {H 1 H/) +|| Vi Hf): }df (16)

olmayan bir ¢ozimi olsun. Bu durumda (5) kosulu

saglanirsa (8) ile tamimlanan  £(z) fonksiyonu iistel | B |
bulunur. Buradaki enerji fonksiyonu

hizla sonsuza gider:

E(=)> E(0)e” o E@=[ e lu, B+ vl Jar
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seklinde tamimlanirsa (16) dan

l
E(z)+—E'( (16”)

esitsizligi ¢ikar. Buradan asagidaki teorem 1fade edilir:

u(x,t);  (10)—(13)
triviyal olmayan bir ¢oziimii olsun. Q boélgesindeki

Teorem 2. probleminin

toplam enerji sonlu ise bu durumda £(z) fonksiyonu

listel hizla sifira gider:

. _E©

E(z) < () (17)
ol

Ispat. Teorem 1 in 1spatinda oldugu gib1  (16)

esitsizligr elde edildikten sonra Z ye gore integre

edildiginde (17) ifadesi kolayca elde edilir.
[V. Homogen Olmayan Simir Kosullu Problem

Bu kistmda homogen fakat Neumann tipt smir kosuluna
sahip bir dalga denklemi i1¢in ¢oziimlerin asimptotik
davramist incelenecektir. Bu problemde denklemin
tammlandigi bolge kesitlerinin degisimi sinirli olan bir

bolge olup bu (F3) kosuluyla ifade edilnustir. Bu

durumda asagidaki problemi ele alalim:

k., =Ou+ou, =0; xe€ll, 120 (18)

ol ou

—+f—+f(u)=0; xe€0Q), t=20 (19)

on ot

u=0: xebD,, t=0 (20)

H(x,0)=u(x0)=0;xeQ (21)

F(u)= [f(E)E 2 mf (u); y>0, Yue R (F)
0

uf () =n|ul*; 2p>1, >0, Yu € R (F2)

(2 bolgesi; D: kesitlerinin GDZ siirlarr  yeterince

diizgiin olan oOnceki kisimlarda tamimlandigi gibi bir
bolgedir ve bu kesitler

0<m, <inf|D_|<sup|D. |<m <o, (F3)

Vze R"

kosulunu saglar, yani [_ lerin degisim araligi sonludur.
Burada D,: x,0x, diizlemindeki kesit olmak iizere o

ve [3 pozitif sabitlerdir.

76

Lineer Ve Yari-Lineer Dalga Denklemlier;
Phragmen-Lindelof Tip1 Kestirimler-Y.YALC]I

& >0 olmak iizere (18) denklemi #, + &u ile garp:
L,(€2_) deintegre edilsin. Bu durumda

| d

5 m U, ”52 +|| Vu ||§1 +26(u,u, ) +éa|u '

+(@—¢e)|u, |l +&|Vullg =

J‘ ou J ou

u, —ds+& | u—ds
Q). Q.

—
——

oV ov

bulunur, yeniden diizenlenirse

| d

7 dt mur Hé + H Vu Hé +25(Ll,z.([)0_ +eollul 2

(x-¢)||u, ||§2: +-& || Vu Hé: +,6’J le,zdsd§+

0 cD.
&

] _[uf(u)dsd.f + 5,8] Juu,dsdf + gj J‘L{f‘(z{)dg(]?

0 3D, 0 éD; 0 &D.

J‘uzulda +& Juuida

D. D.
veya
d (1 y , £Q
s—lu, llo +=|Vulls +&(u,u : lu ||
” hzll Na. 2H o, +e(u,u,)q 7 |

->
-

J IF(u Ydsdé

0 ¢D;
>

+ %]‘ Juzdsd§ +

0 2D,

A

(@=&)|lu, s, +el|Vully, +B [ [udsas+

0 &D;

Juulda

D.';'

(22

+ I uf (u)dsd& = J-u{ulda +&
0 &0, D,

elde edilir. Bu son esitlikte parantezin icindeki ifadevi |

alttan sinirlamak gerekirse aritmetik-geometrik ortalama |
esitsizliginden |

l
+_
2

1

2

A 04

—_—

2
Vullg, +e(u,u,)q + :

2
| u, ”Q: ||“ngz;

] IF(u)dsdi >

- E@—J Juzdsd§+
2 5
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|-¢0 l , & & ) Al g "
>——||u, [lg, —HVUHQ: +( Mulla, o jnu 17, dr+(M,—+1)JHVUH§) dr +
L 2 20 t 1D Vi :
\.0 0
JF (1)dsdS + — & J Jllzdecf e \
: 2 s +J ng/(u)dsdﬁdt
0cD. y
2lde edilir. Son esitsizlik (22) de yerine konur, [0,T] &
arah@mmda t ye gore integre edilir ve 8 uygun scgilip baz: +M.,CaN{( p) JH U, H?) dt + JH Vu ||‘;) dt +
erimler thmal edilirse - - 43 " h
r / \p+|/2p
(a—é:)J!u[ 15, df+5J||sz|\§2_ dt + + J Jz{f'(zl)dsdidt (24)
“ O . O(A:/): /
| Iz
‘| j Juf (u)dsddr + 3 | j u *dsdéd bulumur
0 0 oD,
. - "
< .\u,u]da +€ Juulda (23) E(z):= JH“: 15, dr+ JHVU 12 di+
% O: 0 ' 0 '

b E
ssusizlion cikar. Buradan sag taraftaki integraller igin [4] n JJ uf (u)dsd&dt
de oldugu gibi  Poincare ve Cauchy esitsizlikleri 007

vardinnyla birer st sinir bulunur ve 3 nin pozitif oldugu

e0zontine alimirsa (23) den _ L
seklinde tamimlanirsa (24) esitsizligi

e

o) [lu, 15, di+e [Vl dr+ E(z)<a™'E'(z)+
() 0 +M2CQ'NI (p)(E;(Z))p«HQp
A ”’ J-I(/'(u)dsdcfdl <

|/ 'ntr::ln_

l r
_;(J‘ll

—~
I
N

~

haline doniisiir. Stimdi asagidaki lemmayi verelim.

r r - '

) 9 L alS (I) fonk (D O — O,l (D =
2 B JHVU H}} dr+M15J.HVu HE: ) emma|5] onksiyonu D(0) lim (7)

( 0

kosullarini saglayan monoton artan bir fonkstyon olsun.
Bu durumda  z(7) < D(Z'(7)),7 >0 kosulunu

T 1 . el saglayan z(7) > 0 fonksiyonu 7 —>» o0 iken +o0a
=M,CeN, (p): J Jl‘f(l‘)d5+5” Vi ||, )dt ¢ gider:
0 @Dz / (1) Belli bir ¢ ve m >1 icin eger
O(7)<ct” ise bu durumda
. ; X ) ~m/{m-] -
elde edilir. Burada M,,M,; p ve bolgeye bagh sabitler llI}i_)lo?f z(7)T >0 esitsizligt
olmak tizere & = &/ 2 segilirse saglanir.
(i1) Bellibir ¢ ve 727, icin D(7) < c7 ise
A I 2
J' " ‘52 At + J| 2t + J.J uf (1)dsd &dt < bu durumda liminf z(7)e™™" >0
0 - 0 0 EDE o

esitsizligl saglanir.

Teorem 3. u(x,t), (18)-(21) probleminin triviyal

olmayan bir ¢Oziimii olsun. f (1) dogrusal olmayan

fonksiyonu ise (F1) ve (F2) kosullarini saglasin. Bu
durumda asagidaki esitsizlikler gecerlidir:

il
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P+l
. o T I
liminfz " E(z) >0, 5<p<l ise
liminfe “E(z)>0, p =1 ise.
4, 2+ M
Burada ¢ = S M,CN,(p) dr.
20
Ispat. (25) esitsizligi  elde edildikten sonra

[.adyzhenskaya-Solonnikov  [5] lemmas: yardimiyla
1stenen sonuclar elde edilir.

V. Sonuc

Bu calismada farklhi yapidaki dalga denklemleri i¢in
asimptotik davranislar incelennustir. Denklemin lineer
olup olmamasina gore ¢oziimlerin uzay degiskentnc gore
davranisi oldukca degismektedir. Ayrica nonlineerhigin,
denklemde wveya smr kosulunda olmasina gore de
coziimlerin davramis farklihik arz etmektedir.
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