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SUREKLI KESIRLER VE YAKINSAKLIKLARI

Serpil HALICI

0zt - Bircok fonksiyon, bir sonsuz siirekli kesir
yardimiyla temsil edilebilir. Literatiirde siirekli
kesirlerin  cesitli gosterimleri vardir. Bu farkl
gisterimler yardimiyla, siirekli Kesirlerin
vakinsakliklarimi ¢cahismak biraz daha kolaylasir.

Bu calismada, oOzellikle siirekli kesrin pay ve
raydasindaki farkh gosterimin avantajlar: iizerinde
duruldu ve farkl calismalardan bahsedildi.

Bir siirekli Kkesir kullanmak ; bir rasyonel
fonksiyonun degerlendirilmesi sirasinda pay ve
naydanin  hesabindan, gerekli aritmetik islemler
hakimindan, daha ekonomiktir. Son yillarda siirekli
kesir teorisi ile fazlaca ilgilenilmeye baslanildi.
Bunun sebebi ise, siirekli Kkesirlerin algoritmik
karakterinin 6nemli sonucu ve yiiksek hizli dijital
biigisayarlarin avantajidir. Diger yandan ise, siirekli
hesir yaklasimlarimin kompleks diizlemin daha genis
bilgelerinde yakinsak olabilmesi dir.

Anahitar Kelimeler - Siirekli kesir, yakinsakhk ve
raksakhk, kesirsel donisiim.

ibstract - Many functions can be represented by
an infinite continued fraction. A continued fraction

s an expression of the form which is often written in
the compact form

P(x) Plx)

Normally the P; and Q; are simple functions such as
linear functions or constants. In such a case it is
clear that a finite, or truncated, continued fraction is
equivalent to a rational function. This is, also true if
each P, and Q; is a polynomial in x. In recent years
there has been a renewed interest in the analytic
theory of continued fractions. This is due in part to
le advent of high-speed digital computers and the
resulting importance of the algorithmic character of
continued fractions.
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I. TEMEL TANIM VE OZELLIKLER

Matematik  uygulamalarda  ortaya ¢ikan  Ozel
fonksiyonlarin bir¢ogu; integraller, iterasyonlar, seriler
gibi sonsuz yontemler yardimtyla tanimlanmistir.
Siirekli kesir, bu sonsuz yontemlerden biridir. Kabaca
bir siirekli kesir,

a
b, + '
a
b, + :
a
by e
b, +0
bicimindedir. (a; ve b; sayilannt siirekli kesrin

elemanlaridirlar ve genellikle reel yada kompleks
sayliardir.) Bu kesir daha kisa ve daha kullanish olarak
asagidaki gibi de yazilir:

a

a, a;

b, +

. A l
b, + b, + b, + e

Bir siirekli kesir Ornegi, Lambert(1770) tarafindan
verilmis olan arctanx fonksiyonunun ag¢ilimidir: ‘x‘ i
olmak iizere,

1 X

tan X =

2
X

4?(2
'

7+A_

| +

3+

S+

bi¢imindedir.Bu denklemin sag tarafi asagidaki gibi bir
limiti temsil eder ve denklemdeki ag¢ilim, iyi taniml1 bir
fn fonksiyonunu vermek i¢in n.terimden sonra biter:

fn(X)'—"- X KE 4)(2 9X2A (11—1)2)(2
1+3+ 5+ 7+ 2n -1

‘N2

Ayrica buna siirekli kesrin n. yakinsaklig1 denir. Bu son
denklem,

tan”' X = J5ns TR (X) :

xlnl
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esitligini anlayabilmek i¢in tanimlanmigtir.

Bu denklemin dogrulugu kabul edilirse, arctanx
fonksiyonunun degerlerini hesaplayan bir alternatif
metod elde edilmis olur. Siirekli kesrin yakinsakliklari,

O_bo : __=b0+a_]=b0bl+al
By B, b, b,
A, b A b,b,b, +a,b, +a,b,
B, ° by 22 b,b, +a,
Ty,

biciminde yazilir. (1) deki siirekli kesir, sadece sonlu
elemana sahipse; sonlu siirekli kesir denir. Ayrica,

a d a
& 1 EA n
b, +b, +

b, )

n

kesrine de (1) deki siirekli kesrin (n+1). yakinsakhigi
denir. Bir siirekli kesir hesaplama isi, bir seri hesabi
kadar kolay degildir. Bir sonsuz seri durumunda,

(0 o) n
Zak y Spr= Sy tags yardimiyla S =2ak kismi
k=] k=1

toplamlar1  bulunur.Bir siirekli kesir

probleme dikkat edilirse;

icin  benzer

_ a4
b, + b, + b, +

d, 4aj

C A

Ardil yakinsakliklar1 bulmak i¢in, bir ardil algoritmaya
thtiya¢ vardir:

f,(x) fonksiyonlar,

f, (x)=

b+ +b b +Xx

n-1 an

a, a

C. =f_(0)oldugu
goritlir.Stirekli  kesir teorisinin ¢ogu, C kompleks

diizleminde yer alir. Siirekli kesir algoritmasi bir K
fonksiyonudur,6yleki K,

biciminde tanimlanirsa,

da, bib, D ,a.€C a, #0,n21,b_eC,n>0

olmak iizere, dizi ¢iftini bir baska iiciincii {fn}eé

dizisi iizerine resmeder.( C=Cu [00] ) Stirekli kesrin
kendisi, bir sirali ikilidir:

(fan b b, P ifa P 3)
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{fn} dizisi asagidaki gibi tanimlanmigtir[1]:
an
s, (W)= n>1, s,(W)=by +w
b, +w
olmak iizere,singiiller olmayan s, lineer kesirse]

doniigiimleri bakimindan ikinci bir {Sn} kesirse]
doéniisiimil asagidaki gibi tanimlanirsa;

So(w)=s,(W), S,(W)=8,,(,(W)), n21, ¢4

yazilir. Bu durumda;
f =S (0), n>0

olur. a, ve b, sayilarina sirasiyla n.nci kismi pay ve
payda denildigi gibi, siirekli kesrin elemanlar:1 da denir
Dolayisiyla, f, degerine de n.nci yaklasim denir.Bir
siirekli kesir i¢in (3) deki gOsterim yerine genellikle;

a, a
botK(a,/ b, ) yada; b, + : -0 gdsterimi
b, + b, +
kullanilir. Ayrica,
a a
Sn (w): b(} T l A -
| b+ +b,+Ww

da yazilabilir.S, e ek olarak,m>0,n >0 igin S
ifadesini, asagidaki gibi tanimlamak uygundur[2].

SO(O)(W) - W , Sn(m)(w) = Sn_l(m)(snﬂn (w)),

m=>0,n2>1

m=>0 ve n>] bu

yazilabilir:

I¢in tamim asagidaki gib

Sn(m)(w)zsmﬂ oA Osm+n (W)

S, (W) bir lineer kesirsel doniigiim oldugundan ve

S, (oo) = S _,(0) oldugundan asagidaki esitlik,

)._ An -+ An_lw
B + B _w
yazilir. Buradaki A , B degerleri asagidaki baglangi

S (w , n=20

sartlarin1 gercekleyecek bigimde ve ikinci mertebeden
fark denklemlerini saglayacak bi¢imde sec¢ilmistir{2]:

A_,=1, A,=b,, B,=0 , B, =]
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An . bnAn—-l + anAn-2
B =b8B ,+ab, 5 ;n2l

Bu son iki esitlik, ii¢ terimli recursion bagintilari olarak
bilinir.Bunlar, (4) esitliklerinin sonucudur.Tekrarli

badinti, herbir katsayry1 kendinden Onceki birkag
katsay1 cinsinden verir:
=l igin A, =bAy+2a,A ve n=2 igin;

A,=b,A, +a,A, gibi.
4 ve B _ sirasiyla n.nci pay ve n.nci payda olmak

izere, f, n.nci yaklagimi fnzA”/Bn , n=20

bicimindedir.
Lineer kesirsel doniisiimlerin  bilesiminin
detetninanti, bunlarin ayr1 ayr1 determinantiarinin

capim1 olarak yazilabileceginden, bunun igin 6nemli
bir determinant formiilii yazilabilir:

n

4,8, —A4,.,B, = (‘1)‘“1—[‘% ; n21

k=1
Eger {fn } dizisi yakinsak ise; b, + K(an /bn) stirekli

kesri de yakinsaktir[3]. Yakinsak bir siirekli kesrin
degeri,

f‘ = 1imn-—>oo fn
dur Bir ¢ € C verildiginde,
g"=5"(g) : n20

le tanimlanan {gn }, g € C dizisi, b, + K(an /bn)
sirekli kesrinin bir kalan dizisidir. Dikkat edilirse,

g=h, + g(o) dir. Eger siirekli kesir, f ye yaklasiyorsa
budurumda , {f(")}

fM=8"Yf) ; n=20

bo T K(an /bn )
f=lim ,_ S, (O) oldugundan asagidaki yazilabilir:

nin sag kalan dizist olur.

f"' =5 oA s, (lim,__ s, 0A os, (0))

m-—>a0

lim, ., 5,., OA 0s,,(0) =lim,_,.,S,_," (0)

m—>»a0
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Ustelik;
£=8,(") , n=0

dir. Dikkat edilirse, gosterimde f(o) = —b, olur.
h =-S (o) ; n>1 deger

B
h =——=b + “
B

A2
b_.+ +b

n—1 n

s n22.h =5,

ile verilir.

[1. SONUCLAR

Teorem:Tiim siirekli kesirler, asagidaki bigimde
yazilabilen b, + K(a ] bn) ifadesine denktir:
O1d4

G,6,a4, , G, 10,4,

b, + A

o,b; + o,b, + c.b. +

Burada o, ler keyfi kompleks sayilard:r[6].

Teorem: Bir siirekl1 kesrin n.nci yakinsakligs i¢in,

A a,

n n

a, , @

T ——————

B b +b+ +b,

asapidaki formiiller gegerlidir: & > 2,3,...i¢in

A, =b A, ta 4.,
B, =b,B,,+aB,,

A, =0 A, =qa, , By =1 , B, =b,
. a a a
ispa:  f,(z)=—-—2A —"— olsun
b+b,+ +b +z
Vg An—lz + An 5 s
' (Z ) = oldugunu gérmek yeterlidir.
Bn'-lz + Bn

z=0 iken teoremdeki formiil elde edilir. n=1 i¢in

a,  Ayz+ A,
b+z Byz+ B,

olur. n-1 i¢in formiil dogru olsun.
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B A, .2+ A, ;
fu(2) B .z+8

denkleminde z ile 4, / (bn + Z) yer degistirirse; sonug,

(g )

A .a +A4 b +A4 .z

fn-l (Z) = fn-l . ok

A A 3
B, +B z

olur. Bu siirekli kesrin ardil yakinsakliklari,

An An-l - (— l)ﬂ-l a1a2A an
B B -1 BnBrz-l

H h

formiiliiyle baglantilidir[5].

Sonug: Bu siirekli kesrin n.nci yakinsakligi asagidaki
gibi verilebilir:

A 3
5. S5 Sifg  Hueofs &
B B,B, BB, B,B;

n

)m] a,a, A\ a,

+(—1
Bn-—an
Uygulamali matematikte ortaya ¢ikan bir¢cok ©6nemli

ozel fonksiyon, siirekli kesirlere gére agilima sahiptir.

Asagidaki teorem, bir seriden, bir siirekli kesir elde
edilebilecegini gésterir.

Teorem:
2 2 2
(0 0]
Z ] _ | X, X, A _ Koo A

Bu teoremin nasil uygulanacagini gostermek igin,
arctanx fonksiyonunun Maclauin serisinden bir siirekli
kesir olusturulursa,

\b" +z) B,,a,+B,.,b,+B, 2z

tan"lxzx—ﬁ+ﬁ—-§—7—+/\

3 5 7
NI SR D )
- X " —3x7 . x—xT+ (— 3x"3)—(—-3x'3)

Silrekli Kesirler ve Yakinsakhklan
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y, y
X =X - 0x

N > > A
l+=%* -3+ —-IX“ 454

Buna benzer sayisal oOrnekler, siirekli kesr
yakinsakliginin serilerden daha hizli oldugunu gosterir.
Siirekli kesirler,

f(z)=c, +c,z+c,2° +A
Maclaurin serisi yardimiyla

Cyg +Ci1Z+CrZ2° +A =Cy +

_ €2
=Gy 0
1+ eies
1+c1(2)z+c2(2)z2 +A
! 2
f(Z):CO o CIZ Cl()Z Cl( )Z

1+ 1+ 1+

biciminde yaziiabilirler.

Teorem: Bu gdsterime sahip olan siirekli kesir, her Cl(j)

sifirdan farkhh olmak iizere bir Maclaurin agilimina
sahiptirr, Bu durumda kuvvet serisinin  Pade
yaklasimlari, asagidaki esitlikler yardimuiyla siirekli
kesrin yakinsakliklarina 6zdestir[6]:

Aoy (Z) " e A2M+I(z)
[M/M]f (Z)_ Bom (Z), [M I/M]f( ) B2M+1(Z)

2
le 22 Z

Ornek: tanhz = A A
1+34+5+ +2n+1+

Agilimi z = (211 + ])in /2 degeri hari¢ her z degeri icin
yakinsaktir.

Sonug olarak, siirekli kesirler lineer kesirsel doniisiimier

gibi davrandiklarindan, bu doniisiimlerin &zelliklerin
tasirlar:

_ _ aoL+b ..
Lineer kesirsel doniisiim, Ao = biciminde

co+d

olup, a,b,c,d € Z dir[7].

(S, (u,)-S, (W, )XSa(va)-S.(z,))
Sy (u, )-8, (v,)XS,(w,)~S,(z,))




SAU Fen Bilimleri Enstitist Dcrgisi
(cit, 1.5ayr (Mart 2004)

:(un ~w v, -z )
un —vnan _zn)
ifadesi, dort farkl1 sayinin ¢apraz oraninin bir

ineer kesirsel doniisiim altinda degismez kaldigini
belirtir. Ayrica,

=0, v, f(" =00 ,Z =-h

vazilirsa,

f(”)
"4 n

fo=f=f-fu1)

2lde edilir. Ve,

vazilirsa,

F=8,w) (r"-w,
f=f  f"w,+h,)

sonucu ¢i1kar. Ayrica, d kirigsel metrik olmak iizere,
sicekl1 kesirler 1¢in asagidaki sonug da yazilabilir:

5, (uy ), S (W, MG, (v, .S, (z,)
d5,(u, )8, (v )W, (W, )8, (z,))

d(un ? wn )d(vn ; zn )

d(un > vn )d(wn > zn )
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