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iDEMPOTENT MATRISLERLE ILGILT BAZI RANK ESITLIKLERI

Hasan UYSAL, Halim OZDEMIR

Ozet - Idempotent matrisler i¢in bazi rank esitlikleri
ortaya  konulmaktadw. Ozellikle  idempotent
matrislerin toplami, ¢arpmm, farki ve komutatorii ile
ilgili baz1 rank esitlikleri verilmektedir. Ele alman
rank egitlikleri, idempotent matrisli Kkuadratik
formlar  istatistiksel teoride yaygin  olarak
kullaniidigindan dolay: onemlidir.
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Parcalanmms matris, Rank esitligi

Abstract - 1t is established several rank equalites for
idempotent matrices. In particular, it is given some
equalities for the rank of differance, the sum, the
product and the commutator of idempotent matrices.
The rank equalities which are considered are
important since quadratic forms with idempotent
matrices are used extensively in statistical theory.

Keywords- Commutator, Generalized inverse,
Idempotent matrix, Orthogonal projector, Partitioned
matrix, Rank equality.

L.GIRIS

Bir A kompleks kare matrisine A=A oldugunda
idempotent veya projektor; hermityen (reel simetrik) ve
idempotent 1se genel olarak bir ortogonal projektor
(ortogonal 1izdugiim), aksine egik projektor (egik
1zdiigiim) denir. Matris teorisinin temel taslarindan birisi
olarak, 1dempotent matrisler, bir c¢ok bakimdan
kullamshdir ~ ve  litaratirde yaygin  bir  sekilde
incelenmistir(6rnegin. [1],[2],[3]).

Ozellikle, P ve QQ nun her ikisi de idempotent ise bu

durumda: P &+ Q
idempotenttir ?

ve PQ bhangi sartlar altinda
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Hangi sartlar altinda P (QQ nonsingilerdir? Hangi
sartlar altinda P ve Q degismelidir? Bu ¢alismada
P+Q, PQ+QP, I-QP ve bunun gibi matrisler

igin baz1 yeni ve ilging rank esitlikler1 incelendi. Bu rank
esitliklen sayesinde, yukarida s6zii edilen baz1 ¢oziimler:
de iceren i1dempotent matrislere dair degisik yeni
ozellikler siralanacaktir.

mx{n+k)

Ae ™" Be ™"olmakiizere M €
par¢alanmis blok matrisi [A,BJ ile, A e mxn '

Ix o )>
Ce " olmak iizere N e ™" parcalanmus blok
W . A -
matrisi ile gosterilmektedir.
JL—C

Asagidaki lemmada matrislerle 1ilgili iyi bilinen rank
esithikler: verilmektedir [4].

A c nixa ,B = mxk ] C c Ixn ve

Ixk ; \ " .
De verilmig olsun. Bu durunida asagidaki rank
esitlikleri saglanr:

Lemma 1.1

r|A, B]=r(A) +r(B-AA B)

=1(B)+r(A-BB A) (1.1,

f"A'_'

r C =1(A)+1(C-CA A)
=1r(C)+r(A-AC C) (1.2)

A B | .
r c o0 =1(B)+r(C)+r[(I_, —BB )A( -C C)

) ﬂ (1.3)
Burada A ,B" ve C sirasiyla A.B ve C nin

herhang1 genellestirilmis inversleridir.
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II.LESAS SONUCLAR

n>xm

P,Qe
matris olsun. Bu durumda P—-Q fark: asagidaki rank
esitliklerini saglar:

Teorem 2.1 :

r(P-Q)=r (I; +1[P,Q]-1(P) — r(Q) (2.1)
= r(P - PQ) + (PQ— Q) (2.2)
=r1(P - QP)+r(QP - Q) (2.3)

15].

Teorem 2.2 :

mxm

P,Qe

matris olsun. Bu durumda:

herhangi iki idempotent

(a) Eger PQ =0 veya QP =0 ise
r(P-Q) =r(P) +r(Q)

(b) Eger PQ = 0 ise
(P = QP) +1(QP - Q) = r(P) + r(Q)

() Eger QP = 0 ise
(P —PQ) +1(PQ-Q) = r(P) + r(Q)

(@ rP-Q)=r(P)-r(Q) & PQP=0Q
< R(Q)< R(P) ve R(Q")c R(P")

(e) P—Q farka nonsingiilerdir ancak ve ancak

P -y

(I; =11P, Q] =r(P)+r(Q) =m,

olarak R(P)®R(Q)=R(PHOR(Q" )= ™gir

r veya  denk

Ispat : (a) nm ispati (2.2) ve (2.3) ten kolaylikla gortiliir.
(b) ve (c) (2.2) ve (2.3) birlestirildiginde ispati elde
edilir.

(d) #(F=Q) = r(P)~ r(Q), (2.1) ve Lemma 1.1 den

P
(P)-r(Q)=r 0 +1{P,Q]-1(P) — r(Q)

2t(P) = 1(P) + 1(Q — QP) + r(P) + r(Q — PQ)
0=r(Q-QP)+r(Q-PQ) ise,
Q=QP ve Q =PQ dur. Q idempotent oldugundan

QQ=PQQP = Q =PQP bulunur. (2.1) de Q
yerine PQP  yazildiginda tersinin de dogru oldugu

goriikir,
(e) P-Q farkinmn nonsingiiler  oldugu (2.1) den

bulunur.

herhangit 1ki idempotent
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Teorem 23 : P,Q e []™ ™ herhangi ik idempotent

asagidaki rank egitlikleri

matris olsun. Bu durumda
saglanir:

r(1,, — P -0Q) =r(PQ) + r(QP) = 1(P)-1(Q)+m

(2.4)
=1(l, =P-Q+ PQ) +r(PQ) (2.5)
=r(l, =P-Q+ QP) + r(QP) (2.6)

Bunun yaninda

(@ P+Q=I_ < PQ=QP=0
r(P+Q)=rP)+r(Q) =m

Ve

(b) 1,, — P —Q nonsingiilerdir ancak ve ancak

r(PQ) =r(QP) =r(P) = r(Q)

Ispat : (2.1) de P yerine [, — P vyazlarak teoremin
ispati elde edilir.

mxim

P.Qe
matris olsun. Bu durumda P + Q toplamy,

r(P+Q) =r(P-PQ-QP + QPQ)+r(Q) @7
=1(Q-PQ-QP + PQP) +r(P)

Teorem 2.4 herhangi iki idempotent

(2.8)
rank esitliklerini saglar [5].

n=im

Teorem 2.5 : P Qe herhangi iki idempotent
matris olsun. Bu durumda agagidaki ifadeler dogrudur.

@ r(l, +P-Q)=r(QPQ) —(Q) + m
(b) (21, = P-Q) =r(Q - QPQ) - r(Q) +m
=1(P—PQP) —r(P)+m

© 1, +P-Q) =m & r(QPQ) = r(Q)

(@r(21,, ~P-Q)=m & r(P - PQP) = (P)
< 1(Q-QPQ) =r(Q)

ispat (@) (2.7) de Q vyerine [ —Q yazilirsa

((P+1, —Q)=rP-P(1, -Q)- (1, -Q)P]
(L = QP(, -Q)+1(1,, - Q)
=1(QPQ) +iz(I,, - Q)
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=1(QPQ) + m —1(Q)

olur.

(b) 2.7) de P ve Q yerine swasiyla I —P ve
I —Q yazildiginda ispat yapilir.

(c), (a) dan yararlanilarak, (d) de (b) den yararlanilarak
gosterilebilir.

""" herhangi iki idempotent

P,Q e

matris olsun. Bu durumda agagidaki ifadeler dogrudur.

Teorem 2.6 :

I'(PQ"*QP) - T(P“Q)'*'I'(Im —-P_Q)“m
=1(P - Q) +r(PQ) +r(QP) -r(P) —r(Q)

=T (}; +- r[P, Q] +1(PQ) + r(QP) — 2r(P)

- - 21(Q)

=r(P-PQ) +r(PQ-Q) +1(PQ)+r(QP)
—1P) — i)

=1(P-QP) +r(QP-Q) +r(PQ)+r(QP)
—1(P) = r(Q)

AynicaP ve Q nun her ikisi de hermityen idempotent
matris 1se, bu durumda

1(PQ - QP) = 2{r[P, Q]+ 1(PQ) - r(P) — r(Q)}
dir [5].

Mxim

Sonu¢ 2.7 P,Qe
matris olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir:

(@) ((PQ - QP) =r(P-Q)

(b) r(PQ) = r(QP) = r(P) =r(Q)
(c) I —P—Q nonsingilerdir

herhangi 1ki 1dempotent

Ispat : Teorem (2.6) dan elde edilir.

mxm

uzere

(2.9)

Teorem 2.8 Ae olmak

r(A*—A) =r(A)+r(A-1

)—m

dir [6].

Bu teoremden asagidaki sonuglar elde edilir.

Sonu¢ 2.9 P,Q e
matris olsun. Bu durumda

r(PQ+QP) =1r(P+Q)+r(l -P-Q)—-m

nem

herhangi iki idempotent

123

Idempotent Matrislerle flgili Bazi Rank Esitlikleri
H.Uysal, H.Ozdemir

=1(P + Q) + r(PQ) +r(QP) — r(P) - 1(Q)
=1(P — PQ — QP + QPQ) + r(PQ) +1(QP)
~1(P)

=1(Q—PQ —QP+PQP)+ r(PQ) + r(QP)
~ Q)

esitlikleri saglanr.

ispat: (2.9), (P+Q)°—=(P+ Q) ya uygulanusa

P+ Q) - (P+Q)|=r(P+ Q)
1 (P +Q=1_)~m

1(PQ +QP) = 1(P+ Q) +1(I,, ~P~Q)~m

olur. Tkinci esitlik (2.4) ten, (2.7) nin degeri ikinci
esitlikte yerini yazilirsa iliglincii esitlik ve (2.8) den
yararlanarak dordiincii esitlik elde edilir.

M1

Sonu¢ 2.10 : P,Qe
matris olsun. Bu durumda

herhangi iki idempotent

(P~ Q) ~(P-Q)|=1(P-Q)
+r(Il_ —~P+Q)-m
=1(PQP) —r(P) +r(P-Q)

Ispat : (2.9) ve Teorem 2.5 ten vyararlamlarak ispat

yapilir.
Teorem 2.11 Ae " verilmis bir matris ve
Pe ™" ve Qe " idempotent matrisler olsun. Bu

durumda PA — AQ farki asagidaki rank esitliklerini
saglar:

PA

PA —AQ) =
r( Q) rh 0

+r|AQ, P| —1(P)
~1(Q)

= r(PA - PAQ) + r(PAQ — AQ) (2.11)

e

(2.10)

Ispat : Blok Gaussian eleme yontemiyle

-P 0 PA
0 Q  Q|=1(P)+r(Q)
P A 0
+1r(PA — AQ) (2.12)
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|

-P 0 PA| _

PA
r 0 Q () =it 0
P AQ 0| -7

+1]AQ,P|  (213)

bulunur. (2.12) ve (2.13) birlestirilirse, (2.10) elde edilir.
Teorem 2.1 den de (2.11) elde edilir.

ne<m

Teorem 2.12 :P, Qe

matris olsun. Bu durumda her ¢t €

herhangi iki idempotent

(o #=1)icin

(I, —-P-Q+aPQ)= r(l. -P-Q) (214

saglanir.

Ispat: Her o0, € (a, # 0) i¢in

P-PQ+a, (PQ—Q)=P(P+

o, Q)

~—-(P+0c,Q)Q

olduguna dikkat edilirse, (2.10) dan

flP-PQ+a, (PQ—-Q)]=r

baea

P(P+0a,Q)]

Q

+1{(P+ o, Q)Q, P] - r(P) - r(Q)

=1/ _[+1[P,Q]-r(P)-r(Q)

bulunur. Son esitlik (2.1) ile birlestirilerek

flP-PQ + «, (PQ — Q)] =r(P

-Q)

elde edilir. Bu esitlikte P yerine I — P yazilirsa

I‘[I'm “PHQ i (1 = CLI)PQ]:I‘(Im — P ____Q)

elde edilir. Bu da ispati tamamlar.
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