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PADE YAKLASIMLARI

Serpil HALICI, Hamdi ARIKAN, Omer Faruk GOZUKIZIL

Ozet - Yapilan bu ¢ahsmada, bir formal kuvvet serisi
yardimiyla bir fonksiyona nasil yaklagilabilecegi
cahsildi. Bir fonksiyona yaklasabilmenin bircok
yollar1 vardir. Pade ve Pade tipi yaklasimlarn
bunlardan bazilaridir. Bu yaklasimlar birer rasyonel
vaklasim olduklarindan, rasyonel yaklasimlarin
ozelliklerini tasirlar. Bu yaklasim tipinin gosterimi,
hesaplamsi ve hatasimin bulunmasi, farkh sekillerde
gosterimi ¢alisildi. Enterpolasyon polinomlan ile
baglantilar1 anlatilarak, bu yaklasimlarin tek ve c¢ok
degiskenli durumlari da incelendi.

1.GIRIS

Tanm: A(x) = Z ajxj

i=0

formal kuvvet serisi olmak

iizere, bu seriye L,M Pade yaklasimu;

L/M]= é;(f;)) (1)

biciminde gdsterilir. Burada; P (X) en fazla L dereceden
bir polinom ve Qum(x) en fazla M dereceden bir
polinomdur. Asagidaki esithk yardimiyla P. ve Qu
polinomlarinin katsayilari bulunabilir[2]:

Alx)- P, (x) ___O(XL+M+1) 2)

P ve Qv polinomlarinin ortak ¢carpam yoktur.
PL(X)=po +pix +p,x* +K p x* (3)

QM(X)=1+q,x+q2x2 +K+quM (4)
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Qm(0)=1.0 normallestirme sart1 konulmugtur.
AP K g
a,+a,X+a,Xx +KX1+q1x+q2x +K +qpX )

(o +pox+paxt +K +pyxt)=oftw) @

Bu esitlik,

llllllllllllllllllllllllllllllll

a; +ap_,q, +K +2a,q, =p,
a g tapq +K +a; _yqqum =0

llllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllll

ap,m tapvaq tK +aqy =0

bigiminde yazilabilir. Burada; eger n<0 ise a, =0 ve j>M
1se q; =0 oldugu anlagilir.

Teoreml: Herhangi bir A(X) formal kuvvet serisine,
[L/M] Pade yaklasimi varsa, bu yaklasim bir tektir[3].
Ispat: Bu 6zellikte iki yaklasimin varligi kabul edilsin.
X(x)/Y (x) ve U(x)/V(x) formal kuvvet serisine iki Pade
yaklasimi olsun. Burada, U ve X in derecesi L ye esit ya
da daha kiigiiktiir. Ayn sekilde, V ve Y nin derecesi M
ye esit ya da daha kiiciiktiir. Her iki yaklasim ayni seriye
yaklastiklarindan dolayz,

X(x)/Y (x)- Ux)/V(x) = Ofx =M+ (6)

olmalidir. Bu esitlik, Y(x).V(X) 1fadesi ile ¢arpilacak
olursa,

X(x)V(x)-—U(x)Y(x)z O(xL+M+]) (7)
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olur. Esitligin sol yam en fazla L+M dereceli bir polinom

olacagindan, 6zdes olarak sifir olur. Ne Y ne de V 6zdes
olarak sifir olmadigindan dolayn,

X(x) _ U(x)
Y00 = Vi) v

sonucu elde edilir. Tamim yardimiyla X ile Y ve U ile V
relatif asaldirlar. Ustelik,

Y(0)=v(0)=1.0 (9)

dir. BOylece var oldugu kabul edilen 1ki Pade
yaklasiminmin ayni oldugu gériilmiis oldu.

plMl(7)
Q [L/M. (Z)

yaklasiminin pay ve paydasi1 determninant yardimiyla
asagidaki gibi verilebilir[2]:

Tamm: [L/M]=

bi¢ciminde de gosterilen Pade

Cr-M+1 CrLms+2 K ¢ cCpy

Ci-m+2 CLM+3 K cpy )
QMl(z)=def M M K M M

CL CrL+ K  cpimaCrem
7 M gl K Z 1
(10)
CL-M+l CL-M+2 K CL+1
CL-M+2 CL-M+3 K ¢y
pUMl(z)= det] M M K M
CL CL+1 K CL+M
L-M  L-Ma+!]
zciZMH Z o ZM+11 AZC - |
_ 1=0 i=0 |
(11)
B ZZ Z3 Zn
Omek:f(z)=1+z+ 2 + - +K +——|—+K fonksiyonuna
n!

P[L/ M] / Q 1/ M] yaklaslmlyla yaklasilacak olunursa,
paydadakl polmom asagidaki gibi hesaplanabilir[S]:
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1 ! N ]
L-M+1) (L-M+2) — (L+1)
1 1 N
(L-M+2) (L-M+3) " (L+2)
QM _derl M M A M
i) 1 N
L! (L +1) (L +M)
zM zM-! A 1

(12)

II. TEK VE COK DEGISKENLI PADE
YAKLASIMLARI

Teorem 2: P polinomu xy, x5 X,

yapilanms g(x) = (1-xt)"
enterpolasyon polinomu olsun.

..., Xy eksenlerinde
fonksiyonunun Lagrange

P(x)= v(x) _k g(xi), | (13)

olur. Burada, W(t) = tk'lw(t“l) ve V(t)= tkv(t") dir.

Ispat:

Sonugc: ¢(P) —f(t) =O(t") ; t—0

Teorem 3: Teorem 2 nin kabuller1 altinda,

E ) [;(f)l]

c(P) —f(t) =

dur.
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V(t) lle bolerek sonug goriiliir.

Tamm: t=(t,,t,,K,ty) , ft)
katsay1l1 bir formal kuvvet serisi olsun[1].

N degiskenli reel

; t:(tI’K 9tN)

f(t)=c0 +¢;+¢, +K +¢; +K

a I i
i ) IN : -
f(t)—z chl’KjN t" Koty , Cikjy €R
1=0 \ J

Burada c; katsayilamn t;,t,,...,ty ye gore 1. nci dereceden
reel katsayili birer homojen polinomlardir. P(X) ise,
katsayilart t;,t,,...,tn ye gore polinomlar olan X e gore bir
formal Laurent serisi olup,

P(X)=a,X" +a,,X""+K ; neZ (14)

a,—eR[t,,tz,K,tN]; 1=n,n+ 1,K dur R[t,,tz,K,tN]

ise R say1 cismi lizerinde ty,t,,...,ty ye gore bir polinom
halkasidir. Bu 6zellikteki polinomlarin kiimesi P olsun.

i X+X2+K
1-X

I

=X+ X™ 4K
X"(1-X)

(15)

f(t) kuvvet serisi icin, P de hareket eden c lineer
operatord,

C(Zaixi} > a

\ 1 !

; 1m0 1ken c; =0

olarak tamimlidir. Bu operatériin asagidaki oOzellikleri
vardir[4]:

) ( P(x)+bQ(X)) = ac(P(X))+ be(Q(X))
c"(p(x) = c(x"P<x>)

111) ()(aP(X )+ bQ(X ( )+bc(X Q(X ))

iv) c( ')=ci ve c(“)( ‘): C.,; ;im0 ise c; =0,

n+in0ise c,,; =0

dur.

Burada, a,beR[t,,...,tn] , neZ ve P(X) , Q(X) €P dir.

III. SONUCLAR

Sonug¢: n<0 igin,

C(n)[_—l'__jzf(t) 5 t=(t|,t2,K atN)

yazilabilir.
1-X

1/ 1-X fonksiyonu f{t) nin iirete¢ fonksiyonudur.

V(X) eP, t,ty,...tn ,X ntl degiskene gore homojen bir
polinom ise, bu V(X) e bir g polinom denir.

V(X)=b,X% +b,, X9 +K + b, (16)
v(t) = V(1) polinomu V(X) in tersidir ve
v(t)=b,, +by,y +K +by, (17)

yazilir[6].

w(n)(t)zc(v(t)—X"V(X)] b=t K.t ) neZ

=X

polinomuna da, V(X) g polinomunun n 1iliskili polinomu
denir.

Sonu¢: Yukarnidaki polinom m+qg+n-1 dereceden bir
polinomdur.

Sonug:

f(t)v(t)— w(")(t)= c(")[mJ = O(m + q+n) ;

t=(t,,K,ty)

(18)

Teorem: v(t) ve w(t) polinomlar: sirastyla m+q ve m+p
dereceden olsunlar. O(m+p+1) hata terimi olup,

f(t)v(t)—w(t)z c(p'q”)( l\/—();)] =0(m+p+1) (19)

dir[1]

Sonug: ¢ ve C fonksiyonelleri arasindaki baglant: sudur:

C Ve C.

1
serisinin c¢; katsayisi olsun. O halde,

1) ofx)=c =
cfx’)= el

sirasiyla, ¢ fonksiyoneli ve genel kuvvet

Eti=E(xiti) ve E(xi):Ei olup,
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4 C(l—lx] =E(1——1xt]= ()

ifadeler1 bulunur.
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