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GECIKMELI DIFERENSIYEL DENKLEMLER

Omer Faruk GOZUKIZIL, Huri SENCAN

Ozet - Matematik olaylari
x’(t) = f(t, x(t))
x(t) = X,
seklindeki baslangi¢c deger problemini kullanarak
modelleyebilir.Burada t, baslangi¢ noktasi, X,
baslangi¢ degeridir.t, ve X, reel sabit sayilardir.Eger t
noktasindaki bir ¢6zimiin degisim orani, sadece t
noktasindaki ¢oziime degil, aym1 zamanda t’den farkh
degerlerdeki ¢oziime ve ¢oziimiin tiirevlerine bagh
olursa bu sapmah argiimentli diferensiyel denklemdir.
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Bu c¢aliyjma da sapmal argiimentli diferensiyel
denklemlerin simiflarindan biri olan gecikmeli
diferensiyel denklemlerin ¢oziimii i¢in yontemlerden
biri olan adim yontemi: ve tarafsiz gecikmeli
diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin salininm
verilmistir.

I.GIRIS

Gecikme giinlilk hayatimuzda siirekli karsilastigimiz bir
durumdur.Biitiin  fiziksel sistemlerde uygulanan bir
uyariciyla 1lgihh  tepkinin meydana gelmesi arasinda
muhtemelen kisa olmakla birlikte bir zaman arasi olur.
Biyolojik sistemlerde gecikme birkagyiiz milisaniye
siresindedirki bu insandaki tepki siirecidir.Bir antenden
elektromanyetik  dalgalarin 1letilmesiyle, wuzak bir
nesneden yansimasim almasi arasindaki gecikmenin kisa
siirel1 olmasi baslica 6zelligidir.

Dikkate deger bir islemde gecikmeler mikrosaniye ya da
daha kisa zamanla Olgiilse de ¢ok onemli olabilir. Teorik
bir zaman gecikmesi bir makineye verilen enerji ile
alinan randimanla ayni formda bir 6zelliktir.Uyaric1 x(t),
y(t) tepkisiyle sonuc¢lanir.Burada t zaman, h gecikme
olmak iizere y(t) tepkisi x(t-h) ye esit olur.Daha karmasik
sistemlerde birden fazla gecikme olabilir.
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I.SAPMALI ARGUMENTLI DIFERENSIYEL
DENKLEMLER

n. mertebeden bir adi diferensiyel denklem
F(t, x(t),....x"(t)) =0
seklinde gosteriliyordu.

F( t, x(fm (t)),...,X(fom(t)), X'(f"(t))a---:x'(flm(t)):'--a
XB(£,,(1),..., xX(£u(t)) = 0 21
denklemi ele alinsin.

Bu formdaki bir denklemde 1 = 0,1,...,nj) =12,..., m
olmak lizere fj(t) argiimentlerinden en az ikisi farkl

ise buna n. mertebeden sapmali argiimentli
diferensiyel denklem (SADD) denir.

te baslangi¢c noktasi ,t pozitif
olmak iizere

x'(t)= f( t, x(t), x(t-1), X'(t-T))

sabiti gecikme terimi

t2 1

boyle bir diferensiyel denklem 6rnegidir.

I1.1 Gecikmeli Diferensiyel Denklemler

2.1 formundaki bir SADD de

j=12,...m i¢cin f(t) =f(t) ve1=0,1,..., (n-1) iken
fi(t) < £(t)
oluyorsa buna  gecikmeli  diferensiyel denklem

(GDD) denir.

Ornek : x"(t) =x'(t) = 2x ( t- cos’ t)

I1.2 Ilerlemeli Diferensiyel Denklemler

Yine 2.1 forrnundaki bir SADD de
fi(t)=f(t) wve1=0,1,..,(n-1)
fi(t) 2 f(t)

j=1,2,....m 1¢In

alindiginda
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oluyorsa buna da
denir.

ilerlemeli diferensiyel denklem

Omek : x'(t)=-x(t+t)+x(t+4) -t+2

II.3 Tarafsiz Diferensiyel Denklemler

Bilinmeyen fonksiyonun en yiiksek mertebeden
tirevinin sapma arglimentli ve sapma argiimentsiz
terimleri icerdigi diferensiyel denklemlere tarafsiz

diferensiyel denklem denir.

Omek : x"'(t)= x(t) + x'(t-1) + x"'(t+1)

III. GECIKMELI DIFERENSIYEL
DENKLEMLERIN COZUMU

GDD’lerin ¢o6ziimler1 , adi
gore biraz daha farkhdir.

diferensiyel denklemlere

Bir GDD’nin teR igin x(t)) = X, baslangic kosulu
altinda bir ¢oziimii olmayabilir ya da sonsuz c¢oklukta
olabilir.Genellikle bir GDD’nin ty’in her 1ki yaninda
nasil coziilecegi heniiz bilinmemektedir.Ancak t,’in

saginda ¢Ozliim yOontemleri gelistirilmistir.
Bu durumda
x™ = F(t,x¥ (t-r,t))) i=0,1,.,(0-1) j=1.2,..,m

GDD’sinm1, te<t 1¢in ¢6zmek gerektiginde t<t, icin
x(t) =8(t) , x¥(t)=6%(t)

olacak sekilde bir O(t) baslangic fonksiyonu verilirse
gerekli veri elde edilmis olur.

Bir dmekle baslangic fonksiyonu 0(t)’min siirekli olmasi

kosulu altinda GDD’nin ¢6ziimiiniin tek olmayabilecegi
gosterilebilir.

1<t<2 = x(t)=0(t) =0

0 t<0
x'(t) ={ (cos 2mt-1)x(t-1) 0<t<1
0 1 <t<L?2

denklemi ele alinsin.
t=0 da

0<t<l de

Xt)=0 = x(t)=c
x(t-1)=c , x(0)=c

X'(t) = (cos2mt-1)x(t-1)=> x(t) = c( —2-1— sin2mt-t +1)
T

x(1)=0
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t>]1 de x'(t) =0 = x(t)=c L
x(1)=0 _

=>x(t)=0

Buna goére herhangibir ceR ic¢in

[ t<0
x() =  c(— sim2nt—t+ 1) 0<t<1
27
0 <
L 1<t<?2

fonksiyonu denklemin siirekli c¢coOziimiidiir fakat ¢

degistikce sonsuz siirekli ¢oziimelde edilir.

III.1 Adim Yontemi

[te-1, to) aralifinda belirli bir baslangic fonksiyonu
kabul ederek [to, totr] araliginda

x'(t) = ax(t-r) 31
GDD’sinin ¢dztimii adim yontemiyle bulunabilir.
x(t) ¢o6zlim fonksiyonu

te[to-1, to] = x(t) = 6(t)
te[to,totr] = x'(t) =ax(t-r)

kosullarin1 saglasin.Buna gore,
teto ,totr] = x(t-r) =0(t-r) O
>~ x'(t) = af(t-r)

x'(t) = ax(t-r) )

oldugundan, x(t), x'(t) = aB(tr) adi
denkleminin ¢6ziimii olur. C6zlim
X(to) = 6(to) baslangic kosuluyla,

diferensiye

I al(t-r)dt = o(t) +c¢ olmak lizere

x() = (t) - G(ts) +B(t) 3;
olur. Boylece 3.1 denkleminin [to,to+r] araligindak
coziimi olan 3.2 denklemi yeni bir baslangy

fonksiyonu olarak alimip, aym yodntemle [totr, t;+2
araliginda da ¢6ziim bulunabilir. Boyle devam edilerek
istenildigl kadar genis bir belirh aralikta ¢o6ziim eld
edilebilir.

Yine t>0,T sabit ,f ve ¢ 1se te[t;,T] icin siirekl

olmak iizere (¢6ziimde ve tiirevlerinde siireksizl¥
olabilir.)
~
J x(t)=1f(t,x(t) X(t-1)) 0<t<T
x(t) = () -1<t<0

.
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baslangic fonksiyon problemi alindiginda EI’ sgol’ ts
adi diferensiyel denklemlerdeki Euler metodunun
GDD’ ler icin uygulanabilecegini gostermistir.

IV.COZUMLERIN SALINIMI

GDD’lerin ¢oziimleri salinnmh veya salinimsiz
olmalarina gore incelenebilir.Trivial olmayan bir x(t)
cozimii eger (T,0) araliginda 1saret degistiriyorsa bu
coziime salinimh denir. T herhangi bir sayidir.
Omegin;

X"(t) — x(-t) =0 denkleminin

saliniml
salinimsizdir.

¢Oozumu
¢ozumu

x,(t) = sint
x(t) =¢' + ¢

Tarafsiz gecikmeli diferensiyel denklemin ¢déziimlerinin
salimmu icin Sficas ve Stavroulakis (1987) tarafindan
gerek ve yeter kosulu iceren Onemli bir teorem
verilmigtir. Ancak O6nce karakteristtk fonksiyon ve
karakteristik k6k tanim yapilmalidur.

Sabit katsayili birinci mertebeden tarafsiz gecikmel
diferensiyel denklem,q ,t ,c sabitler peR ve q,1, 0 >0
I¢in
x'(t) + px'(t-t) + gx(t-6) =0  t>t,
seklindedir.Bu denklemin lineer operatorii L(x) 1se
L(x) = X'(t) + px'(t-1) + qx(t-0)
olacaktir. Buradan
L(e") = (A + pAe™ + ge*)en
icin A sayist F(A) = A +pAe* + qge™
fonksiyonunun bir kokii oldugunda x =e* Vt 1¢in

L(x) = 0 denkleminin bir ¢coziimiidiir.L(x) = 0
denkleminde F(A) fonksiyonu L’nin karakteristik

fonksiyonu F(A) =0 denkleminin kokleri1 de L.’nin
karakteristik kokler1 olarak tanimlanuir.

Teorem : (Sficas ve Stavroulakis )

4.1 sabit katsayili tarafsiz gecikmeli diferensiyel

denklemi ele alinsin. q ,t ,0 lar igin Onceki kosullar
gecerli olsun. 4.1 denkleminin biitiin ¢6ziimlerinin
salimml olmasi 1¢1n gerek ve yeter sart

A+ pAe*r+ge™ =0
karakteristik denkleminin gercel kdklerinin olmamasidr.
Bu teoremin ispati
b)-l<p<0 ¢)p>0

3)p=0,p=-1 d) p <-1

durumlan i¢in ayri ayri incelenmistir.

V. SONUCLAR

Bu c¢alismada gecikmeli diferensiyel denklemler genel
olarak incelenmistir. 2.1 formundaki bir SADD’de

j = 1,2,...m i¢in f,(t) =f (t) ve 1 = 0,1,..., (n-1)
iken fi(t) < f(t)
oluyorsa bu gecikmeli diferensiyel denklemdir.
GDD
x'(t) = f(t, x(t), x(t-1)) to<t<T 5.1

seklinde gosterilirse t(t) =0 durumunda 5.1 denklemui
ad1 diferensiyel denkleme doniisecektir.

GDD’lerin ¢0Oziimiiniin bulunmasi icin c¢esitli ¢6zliim
yontemleri gelistirilmistir.Belirli bir baslangic fonksiyonu
kabul ederek ¢Oziimii araliklar icerisinde bulduran adim
yontemi disinda sabit gecikmeli ve degisken gecikmeli
durumlar i¢in Euler metodu ve Tek adim yontemleri diger
¢O0zlim yontemlerindendir.

Lyapunov denklemlerinin kiimesi i¢inde ¢6ziim ydontemi
gelistirilmugtir.Fakat bu yontemin, pratikte h gecikmesi
kiigiikse kullanish oldugu sdylenebilir.

Ancak gecikmelerin tesadiifi olmasina baglhh olarak
diferensiyel denklemlerin olusturulmasi ve ¢Oziimii
arastirilmalidir.
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