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Abstract: In this paper we give the basic properties of

(k+1)-dimmensional generalized time-like ruled surface in
the n-dimensional Minkowski space, R} . Moreover, we

discuss the (k-m+1)-dimensional time-like center ruled
surfaces of (k+1)-dunensional time-like ruled surfaces

in R{‘

I.Giris:Bu inakalede tiim inanifoldlar.

doniisimler.vektor alanlan.vb C®  smifindan kabul

edilmistirr R", n-boyutlu vektor uzay: olmak iizere
asagida verilen sunetrik,bilineer ve non-dejenere metrik

tensor . R” iizerinde Lorentz metrik olarak
iIsimlendirilir.
n—1I
<X’Y> - inyi o Xnyn
i=1 (1.1)

X=X X000 %) s Y =(¥1:Y5000Y0)

(1.1) ile verilen Lorentz metrik ile R" ikilisi n-boyutlu

Minkowski uzay: olarak isimlendirilir ve R} ile

gosterilir M, R} Minkowski uzayi iizerinde bir yiizey
dlsun. Eger M iizerine indirgenmis inetrik Lorentz
mnetrigl 1se bu takdirde M time-like ylizey olarak

stinlendirilir. R? de bir egri o ve oo min hiz vektorii o

ylimak uzere eger <OL,OL> ( O ise o egrisi time-like egri

ylarak adlandinhir. Ayrica Minkowski uzayi ile 1lgili
yasit tamin ve teoreinler [4]de bulunabilir.

E° .n-boyutlu  Oklid  uzayinda  (k+1)-boyutlu
renellestirilmis regle yiizeyler Aslaner,R [1].Frank, H.
ind Giering . O.[2]. Juzza.M.[3].Thas.C. [4] ¢ahsild1.1lk
Jdarak [6] de regle yiizeylerle yapilan bu arastirmalar
T uzayinda incelendi.Bu ¢ahsmada (k+1)-boyutlu

tme-like regle viizeyin (k-in-+1)-boyutlu time-like

merkez regle yizcyi tzerinde duruldu ve 1nerkez regle
yuzey 1le 1lgil1 1k1 teorem 1fade ve 1spat edildi.

I1. GenellestirilmisTime-like Regle Yiizeyler

R7.n-boyutlu Minkowski uzaymin bir « time-like
egrisinin her noktasinda tanunh bir ortonormal vektor

alan sistemi {e](t),ez(t),...ek(t)}olsun.Bu sistein

TR“ (ce(t)) tanjant uzaymn k-bovutlu bir alt uzavim
|

gerer. Eger bu alt uzay1 E| (t) ile gosterirsek. o zaman

E,. (t)= {e](t),ez(t),...ek(t)}

dir. E, (t) alt uzayr o tine-like egrisi bovunca hareket
ederken R? de (k+1)-boyutlu bir yiizey incydana gelir.

Bu yiizeye R; de (k+1)-boyutlu genellestirilmis regle
viizey ad1 verilir ve M ile gosterilir. E, (t) alt uzay: ve

oo tune-like egrisi, sirasivla. dogrultman uzayr ve
dayanak egrisi olarak isunlendirilr.

Bu regle yiizey
k
d(t,u,,u,,..u) = olt) + > uel(t)
=i

ile parametrize edilir. ¢ nin t ve u; ,1 <1<k ye gore
kismi tiirevler1 alinirsa

‘bt - a(.t) + Zuiex(t)
¢, =e(t), 1<1<k

bulunur.

(‘alismamiz boyunca
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| k A
ca(t) + ) ue (t).e(1).e,()...e ()
i_ =1 )

sisteni lincer bagimsiz ve E, (t) alt uzayi space-like
alt uzay olarak kabul edilecektir.

alt uzayma M nin E_(t) ye gore asimptotik demeti
denir ve A(t) 1le gosterilir
boy(A(t)) =k+m, 0<m<k kabul

cdilirse A(t) asimptotik demnetinin E (t) vi ihtiva eden

Eger

fe,(t),e.(t),...e, (t).a,.,(tha,,,(1)..a,, ()]

seklinde bir ortonormal bezi bulunabilir. Burada

K m
e, =Y ae+>yoca. , I<i<k (LD
=1 s=1
oldugu aciktir. Bu denkleinden isc
a, = -,

oldugu gornilcbilir.

Teoremll.I.M . R'; de (k+1)-boyutlu tune-like regle
vizey ve E . (t) de M nin dogrultinan uzay1 olsun.

t, €1 olmak uzere {e](t(,),e;,_(tn),...ek(tn)} da

E,.(t) nin bir  ortonorinal  baz1  olsun.

t, €J | olacak sckilde oyle bir J aralig

bulunabilirki bu aralikta E (t)nin Vt €] igin
<e,,éi>:o , 1<1,)<k (11.2)

olacak sckilde bir {e](t),e2(t),...,;k (t)} ortonormal

bazi tek tiirlii olarak bulunabilir,|4].

Eger M. (k+1)-time-like regle yuzeyr (11.2) ifadesi
gegerli olacak sckilde paranetrelendirilir ise (11.1) den

a, =0, 1<1)<k

(11.3)

bulunur.
TeoremlIl.2.M . R} de (k+1)-boyutlu time-like regle
viizey olsun. (t)=k+m boyA olmak iizere E,(t)

{el(t),ez(t),...ek(t)}

dogrultinan uzavinin

ortonorinal bazi

70)

pace, R",

(1I.4)

| <s<k-—-m

bagintilar1 gecgerli olacak sckilde segilebilir. Burada

(11-} — “(ln
I K ) o K 30 (11.5)
dir.(4]).
Sabit bir t, €l igin, tecoreinll.2 de verilen

{el(t),ez(t)....ek (t)} ortonormal bazi .teoremll.1 de

verilen ortonormal baz olarak secilirse (I1.3) den dolaw
(11.4) denklemu

e=kK(t))a, ., (t,) . 1<1<m

em*rS:O : ISSSk—“m

seklini  alir. {61(t),e.3(t),...em(t)}nin E, (1)
dogrultman uzayina gore ortonormal tiimleveni olan
{eml(t),e:(t),...ek(t)} ortonorinal baz vektorleri

her t €l icin keyfi secilebilirler. Bu sekilde segilen
ortonormal bazlar icin (4) denklcininde

Ay = 0 -« | S8,psk-m (11.6)
ifadesi gegerhidir.

M vyiizevinin sabit bir noktasit P = ¢(t,u, . u,, ..u)
1Is¢ P noktasindaki teget uzavin bir bazi

" k
o+ ue e e.,.e |

\ i'_l

AN

dir.t sabit tutularak u, .1 <1 < k sayilan degistirilirse

P noktast E | (t) uzayimin noktalarini tarar.Buna gore.
Sp{(x,el,ez,_._ek.,el,e:.}...ek}

E, (t) nin bitin P noktalarindaki tege!

uzaylarinin birlesiinini  kapsar. Bu altuzay T(t) 1ile

gosterilir ve M nin  Tegetsel demeti olarak
iIsimlendirilir.

uzayi
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Aciktirki
Kk+m<boyT(t)<k+m+1 ., 0<m<k

dir. Yam boyT(t)=k+m veya boyT(t)=k+m+1 dir. Biz bu
calisinada T(t) Tegetsel demctinin bovutunun (k+m+1)
olmasi durumunda ki hallerin tizerinde duracagiz

Kabul edelimki boyT(t)=k+1n+1 olsun.Bu durumda

o &3Sp {e,,ez,.,.e“ak:,,ak+:,...ak1m}

dir.Bovlece

0 ST SN PP SO SO | &

ciimlest T(t) nin ortonormal bir bazi olacak sekilde bir
a, _, binm vektoni isarei disinda tek olarak

belirlidir. 1 _,, # O olmak tizere.

k m
oL = Zéli\! +Z nvak«rv T nm+!ak+m*‘1
=il vl

vazilabilir. Herhangi bir P(t) dayanak egrisi. o(t) egrisine
bagh olarak

P(O) = o(t) + S (D)e (1)

biginuinde yazilabilir. Buradan
K
P(t) = a(t) + Z(uiel +u.e.)
i= |

K Kk k
= Z&ie, + Z Nk, T Z(uiej + ke )
1= v {523

bulunur.Bu son denklemde teoremil. 1 kullanilirsa

k m k
P(t) - Z(E-'l g uJ = Z u‘ail L3 Z uialj)el
= p= 1=t + |

i

-+ Z(ﬂs +ukK Ja, . +N.a.. .

s=|

elde edilir.
uk +n. =0, 1<s<m

olacak bicindek:r P(t) vektorler:

noktasit 1cin  P(t)
Sp{e,,ez,...ek,a} alt uzayi 1cinde vatar. k>0.1<s<m
oldugundan uk. +n.=0.1<s<m

sistemiyle

lineer

denklem noktalari

Sp{e,,ez,.._ek.a} icinde  (k-m)-bovutlu alt uzayi

doldururlar. Bu alt uzava M nin Merkez uzaw: denir v¢
Zy _m V) 1le gosterlir,

tamimlanan  P(t)

Ei (1) bir space-like alt uzay oldugundan bitin baz
vektorlert space-like dir.O halde Zj_,,(1) merkez uzayi
space-like altuzay dir.

Bovlece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem IL3. M. R'l] de (k+1)-bovutlu time-like regle
viizev  ve tegetscl demeti T(t) olsun.  Eger
boyT(t)=k+m+1 ise M nin Zj _,,,(t) merkez uzay space-

like dir.

I11. R?. Mikowski Uzayinda (k-m+1)-boyutlu Time-
Like Merkez Regle Yiizevler

Bu boliiimde R']‘. Minkowski uzavinin (k+1)-bovutlu M
time-like regle viizevi tarafindan ihtiva edilen (k-m+1)-

boyutlu time-like merkez regle viizevi ilizerinde
duracagiz.
TanmmlIl. 1 R']]. Minkowski uzayinda (k+1)-bovutlu

tunc-like regle viizey M olsun. M min Ej (1) dogrultman

uzayt o(t) tunc-like egrisi bovunca M. (k+1)-bovutlu
timc-like regle yiizeyr olustururken. M min Zy _,..(1)

merkez uzayida ayni egn boyunca bir diger (k-in+1)-
boyutlu tume-like regle viizey olusturur.Bu regle viizeye
Merkez regle yiizev adi verilir ve €2 1le gosterilir. |4},

€2 Merkez regle viizeyi

k-m

OQ(t,x,,X,,...X,__)=o(t)+ szes(t’) (111.1)
5= |

1le parametrize edilir.

Stindi bir T agik araliginda A(t) asimptotik demetinin
(I1.4) ve (11.6) ifadelerimin gegerh oldugu

18108y 5. € s By oy s20- Bren |

bazini ele alalim ve her tel icin bu ortonormal bazi T(t)
tegetsel demetinin (I1.7) ortonormal bazina. bunuda

" - n .
Ay, i 20 vektorleri vardimiyla Ry nin

{e].,...ek.,ak{],...ak_w.,akm”,ak_L,,,1+zq.....,an} (111.2)
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ortonormal bazina tainamlivalun.

Bovlcce Ay, .4

veklorleri igin asagidaki teorem verilebilir.

ak+],ak+2,.. .,an tllre\'

K+ma1*

Teoremlll.1 M. R} de (k+I)-boyutlu time-like regle

viizey ve €2 daM tarafindan ihtiva edilen
(k-m+1)-bovutlu time-like merkez regle viizevi olsun.

El (1) dogrultman uzayimin {e],e_,,...ek}ortononual

n .
bazini R] nin bazina

tamamlavan

{ak*--l "ak 2 "‘ak+tn’ak+n14»l : ak+m+2 1ot an
sisteminin tiirev vektorleri

m
akﬂ - _Klei +Ztilak+l
=1
n-k-m
W ak+m+l + Zylkak+m+k
A=z
m n—-Kk-m
Ay mel — —Zwlak+1 o ZBAak+m+?& (1113)
E1 A=)

m

ak m+FE - Zwﬁlakﬂ T Bgakﬂn :
j =

n-k-m

+ E B..
-;;nak~ m- &
;".. 3

1le verulir.

Ispat:(111.2) 1le vernlen ortonormal sistemi gozoniine
alinirsa

ak-l GSp{el“'”'ekakhI“"”akA.-mﬂakerH‘*“"’an}

ve buradan

K m
Ay, — Zaijej 5 Z Ttlakﬂ
Je 1=
n--K-m
T Wak+m+1 L Z‘yilakw m+A ° | <1<m

A=

vazilabilir.Bu son denklemden

2

bulunur.  (I11.4) denkleminde (11.6)  g6z0niinde

bulundurularak (11.4) denklemi 1le verilen €.

} turey

vektoni verine vazilirsa

m
a,,, = “K,€ +Z’caiak*l
1=

(I11.5)

n-k-m

i WY ak+m+l i Zymak»nwk

A=t

elde edilir.Benzer dusiinceyvle

1

K
ak+m-fl i Za(k+m+!)xes + Z W!akﬂ
s=1 P

n-k-m

Twa, .t Z B,ag. men
-

vaztlabilir.Buradan ise
a(k+1n-+]}s = <ak--m*-}*es> = _<ak+m-l*es> ’ 1 =85 k

bulunur.Bu son

esitlikte e . l<s<k tire

vektoriiniin esiti verine vazilirsa

Aopamenys = 0. 1S 85SK
bulunur.Avrica kolayca gorebiliriz ki

W= <a]~;Lle‘-ak+m+l> e 0
dir. Bovlece

n-k-m

m
ak+m+l - —Zwlak+| - ZB;"ak_-,mJ_,;v ([“6)
=1 A=]

elde edilir. Tekrar benzer olarak

Kk 11
ak+m+§ . Za&ses W Z Wélak—+l
g= | =%

n—-k-m

+ Bgak Fm+ | + ZB?,?Lak+m+7\

vazilabilir.Yine benzer islemler yvapilarak
a, =0,2<E<n-k-m, 1<s<k

oldugu goriiliir. Bundan dolay1
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m
ak+m+§ - Z W@Iakﬂ +B§ak+m+l
| =1

o (111.7)
T ZBg}\.ak-‘-m+§
A=2
elde edilir. Boylece ispat tainainlanms olur.
(11.4).(111.5),d11.6) ve (I1I1.7) denklemlerini matris

forinunda ekteki sekilde verebiliriz.

a(t) dayanak egrisinin o(t) hiz vektori

k
o= &€ + N, 8me » Nyw 20 (L)
$o= |

dir ¢ time-like inerkez regle viizeyinin keyfi bir P(t)
davanak egrisi. o(t) egrisine bagh olarak

e ..(t) (1.9

P(t) = a(t) + mebs

olmak 1iizere. bu esltllgm t ye gore tiirevi alinirsa

k-m
P(t) = () + D (Xpii€mes TXmasCimas)
5=

elde edilir (I1.4) ve (I11.8) g6z6niine alinirsa

P(t) = Zije

] A nm+lak+m+l

k-m

+ meﬂ, T me *(Za(m*"bh J

1. 10

g Z(éx T Xnes®mas) )e,

+ Z(éms Xms)

m+s + nm+lak+m+]

oulunur.

X. A +E . (1)=0 , I£s<k-m @il

esithgini saglayan P(t) noktalart €2 time-like merkez
regle yiizeyinin ortogonal yoriingesini olustururlar.

& ..=0 ., 1<s<k-m (111.12)
.. =C_, (c_=sabit) olmakla beraber P(t)

egrisinin £2 tune-like tnerkez regle yiizeyinin ortogonal
yoriingesi olmasim karakterize eder.

Boylece (2 tune-like merkez regle yiizeyine
[L.boliindeki teorty1 uygularsak. 1,120 oldugundan

P(t) é{em+l"" B Cnaa---© }

dir.Buradan dolay:r €2 tune-like merkez regle yiizeyi her
tel 1gin Zy_ (1) dogrultman uzayr ile aynr olan bir

ék m-s

Boylece son olarak asagidaki teorein verilebilir.

olmas1 X _

(t) merkez uzayna sahiptir.

Teorem HL2. M. R;‘ de (k+1)-bovutlu tune-like regle

yiizey olsun. M tarafindan 1htiva edilen (k-1n+1)-
bovutlu tune-like merkez regle yizeyt1 () . bir

V4 (t) merkez uzaymna sahiptir.

k-m-s
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