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LINEER DIFERANSIYEL DENKLEM SISTEMLERININ
SAYISAL COZUMUNDE, YUKSEK MERTEBEDEN
KESTIRME-DUZELTME YONTEMLERI

Eyiip Sabri TURKER'

' SAU. Fen-Edebivat Fak., Mat. Bol., Dog. Dr.

Ozet - Bilindigi gibi Euler. Heun, Taylor ve
Runge-Kutta yontemleri. bir sonraki  noktadaki
fonksiyon degerini hesaplamak 1¢in sadece bir tek
baslangi¢ deger1 kullandiklarindan. tek adun yontemleri
adin1 alirlar. Buna karsilik birden cok baslangi¢c degeri
kullanarak. bir sonraki deger1 hesaplayan ve ¢ok adim
yontemi olarak bilinen yontemlerde vardir. Bu
vonteinlerin  tamainini, diferansiyel  denklem
sisteinlerinin sayisal ¢6ziiiniinde kullanmak mimkiindiir.

Bu calisinada oncelikle bes ve alti noktaya
dayanan ve kestirine-diizeltine yonteini olarak bilinen
¢ok adim yénteinlerinin. lineer diferasiyel denklein

sisteinlerinin sayisal ¢Oziimiindeki kullanimi
tamitilmustir.  Ayrica. gelistirilen bilgisayar programi
vardimiyla her mertebeden kestirme-diizeltme
vontcmlerinin, adim wuzunluguna bagh olarak, bir

karsilastirmasi yapilmstir.

Abstract - As known, the methods of Euler.
Heun. Taylor and Runge-kutta are called Single-Step
methods because they use only the in formation froin one
previous point to campute the succesive point, that is
onlv the 1nitial point (Xo. vo) 1S used to compute (Xi. Y;)
and in general yy 1s needed to compute y,+;. On the other
hand. there are the nethods known as inulty-step
mcthods which compute the succesive value by using
iitial values more than one. All of these methods can be
diffcrential equation systeins.

In the current study. the usage of the predictor-
corrector nicthods in the nuinerical solution of linear
differential equation systeins is introduced. The
predictor-corrector methods under consideration are

depending on five and six points. In addition to this. by
the aid of the coinputer prograin developped by us, all of
these methods are compared each other with respect to
length step.

. BES NOKTAYA DAYANAN KESTIRME
DUZELTME FORMULLERI

y' = f(X.y) - y(X0)=Yo (1)

baslangi¢c deger probleinini g6z oniine alalun. (1)
denkleminin ¢éziimiine ait bes noktanin bilinen tek adim
yontemlerinden herhangi birisi yardimiyla elde edildigi
diisiiniiliirse

Xy+]
V(Xio1) = y(x;) + j f(x. v(x))dx (2)

M

yazilabilir. (2) foriniiliindeki integrali alinacak fonksiyon
verine. bes noktadan gecen

‘0

4 el ‘.
f(X-Y(X))EZ l—l(x(.x ‘\l_.f\) ik (3)

seklindeki dordiincii dereceden bir Lagrange
interpolasyon polinomu yazilabilir. Boylece (2)
ifadesindeki integral.

(Xia, Gia), (%53, Bi3)s (i £i2)s (s ), (%5, 1)

noktalarindan gecen (3) polinoniu i¢in yazilirsa
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X141 4 4

|

Yi{X;41) = ¥(x; ) +
k=0 s=0 (Xj—k — Xj—s)

.ﬁ_kdx
g#()
elde edilir.

.\li:U, Xﬂ_]:h, Xi_]:-h, Xi_g_:-zh, Xi_3=-3h, Xi_4=-4h

secilirse

II—I(\+sh)dx k=0... 4

0 5=(0)
s=()
olmmak iizere
f t f._
Viep #Y; +— IO——i1,+ L 15
f. f.
i—3 1—-4 ,
e i 13 + 1 14 (4)
6 h 24 h

elde edilir. Diger taraftan

h
lp= [(x* +10h® + 3507 + 50 h*x + 24 h") dx =
0

1901
hS
30

h

I :j(.\;4 +9 hx’® +26 h*x? +24 hox) dx = J—Z—i—?—hs
0

h
[, ::J.(}c4 +8hx” +19 h*x? +12 hox) dx = =——
0

218
15

hS

h
I3=I(x +7hx +14h°x° + 8 h° ;\)dx—gﬂh

60
0

h
[4 =I(:«:4 +6 hx® +11h%x% +6 h3x) dx=—

()

251
30

hS

oldugu acgiktir. Hesaplanan bu degerler (4) formiiliinde

yerlerine yazilarak, kestirme formiilii olarak

yi =g +——-—[1901f-—2774f | +2616 f,_,

H—l

{274 £._y + 251 f;_, (5)
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bulunur. Béylece. y;+; belli oldugundan

Kk
f1+1 - f(>‘1-I-l yf_;.)])

yazilabilir. (2) esitligindeki integral

X1+

yxie) =¥+ | z B2

X &= R =
szk

3 fi—k dx

seklindede yazilabilir. Boylece

h 3
=_[ [Tx+smds: k=-1.0.1 23

0 s=-1
s#k

olmak iizere

d) _ f.+1 i
YiaiTY: I - Iy
B | 24 h* 6 h?
f. f. f_
+—= —-—-——l I + —=2-1;
4 h* 6 h* 24 h*
elde edilir. Diger taraftan
] 251
1, =j(x4+6 hx? +11h2x> +6 h?x) d~<—3—0h
0]
h 323
Io= | (x* +5h%x% +5hx> - 5h’x-6 h?) dx = - —1’
0 E‘:(x + X“+5hx X 1) dx -

(6)

(7)
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44
§ ~j(\ abx® + b3 - b dx= - b

()

h
| 53
I, Ij(;x4 +3hx — h?x? -—3h3x)dx=—g(—)- h>
(

a9 19
= j(rf +2hx% - héx* -2h°x) dx=—£hS

oldugundan, diizeltme formiilii olarak

(d) e
le Y; +7‘i‘(")'[2§] fl+l + 646 f

~264 f,_; +106 f;_, — 19 f;_3] (8)

clde edilir.

II. ALTI NOKTAYA DAYANAN
KESTIRME-DUZELTME FORMULLERI

(1) denklemune ait alti noktanin bilinmesi

durumunda , (2) esithgindeki integral

M+
(X -Xjs) (
V(X;e1) 2Y(X;) + fidx (9
I | - ‘\ZOD(‘{tk_\ls
s#k
seklinde yazilabilir.  (9) esitligindeki integrallerin

hcsaplanmasi sonucunda kestirme formiilii olarak

olmak uzere

f .
(i‘))l+ 'Io—fll+f2

1
i) 120 b’ 24 I’ 12hS 7
fi_3 f;_ f;
el L s ) . . Ny P AT)
12K 24 Ih” 1200° )

den
21385 ¢ 7923 ¢ 10¢ _
IO: h( 1 l: h( . 12:4))1 l]b
6() 6 () 6O
- 2375
4= z-tiz“" h( l - —— hb
6() 6()

yerlerine yazilmasiyla

K) _
3$+)I —g T

39615 f,_; + 49910 f,_,
7200

~36490 f;_3 + 14385f;_4 — 2375 f,_| (11)

(K)

elde Y., degen

bulunacak f;;; 1cin

edilir.  Hesaplanan vardinuyla

(X — Xj. s

l‘i-—k d.‘( (12)

(Xj—k — Xj=s)_

yazilabilir. (1) ifadesinden

2375 1427 ¢ 399
Iy = h(’.l]:— h(_lz-—--—
60) 6(0) 60

241 173 135
lfy s (i, L 1o .
60 60 60

olmak uzere. diizeltme formiilii olarak

f. £
0 —— = L +—=

24 b’ 12 b’

(d) _ fi+| I

¥ii =i+ 2
HT T 20 1]

fi—2 I 31, fi_q

Tt .
12 h 24 b’ 12() h

Is (13)
veya

l
yiD =y, +-_;21(-)- 2375 ., + 7135 f, — 4190 f._

+2410 f._o — 865 f;_3 +135 f;_4] (14)

elde edilir.

[II. BES VE ALTI NOKTAYA DAYANAN
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II1. BES VE ALTI NOKTAYA DAYANAN
KESTIRME-DUZELTME YONTEMLERININ
LINEER DIFERANSIYEL DENKLEM
SISTEMLERINE UYGULANMASI

X bagiumsiz. v,. vo.... y, ler bagimh degiskenler
olmak tizere

— =1, (X. y
e I( ] n)
dy,
—H_EZ(X- Y1 Yn) (15)
dx
d} ...........................
= _fn(x* Yi }n)
dx

sistemi ve v, (Xo)=Yio. Ya(Xa)=y20 ..... ¥n(X0)=Yuo baslangic
sartlar1 verilmis olsun. (15) sistemine ait dort ¢oziim
noktasinin, tek adim yoéntemlerinden herhangi biri
yardumiyla hesaplandigi varsayilarak. (5) formiiliine
benzer sekilde, kestirme formiilii olarak

12— h
Ve hu ‘.\r.i+75_"6[19(” b —2774 £, | +

+2616 fr.i—Z — 1274 fr.i—3 +251 fr~i_4

- fr.i-4] . r=l,2 ST | (16)

ve (8) formiiliine benzer sekilde de diizeltme formiilii
olarak

d) h
-\'(r.i+l — _\’r.i + —72—0'[251 fl‘,i+1 + 646 fr.i — 264 fl‘.i—l ==

#0615 -191 3| c=12..0 (1)

vazilabilir.
Aym sekilde alti noktaya dayanan kestirme-
diizeltme formiiller1 olarak r=1. 2, ... .n olmak iizere

; h
(K)  _— .

[21385 f,; -39615 f,;_; +
+49910 f,;_, ~36490f, ; 3 +14385f;_,4

23751, 5] (18)

vazmak iniimkiin olur.
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IV.UYGULAMA

(Calismada, adim uzunlugunun 0.2, 0.1, 0.05 ve
0.0l oldugu durumlar i¢in iki. ¢, dorl. bes ve alu
noktaya dayanan kestirme-diizeltine yontemlerinin bir
karsilastirmas1 yapilmis ve sonuglar tablo halinde
verilinistir. Baslangigta gerekli noktalarn 4. mertebeden
Runge-Kutta yontemniyle hesaplayan ve sonra da. Once
kestirme. sonra diizeltme formiillerine goére. ¢oziime ait
istenen sayida noktada fonksiyon degerlerini hesaplayan
genel amach bir program yapilmistir. Programin sonuna.
gorecelt hatalarn bulup yazan bir alt program ilave
edilmis ve bu sayede vontemleri. karsilastirma imkani
ortava konmustur.

Uygulama 1.
v(0)=3 ve z(0)=-7
olinak uzere
y' =2y + 22

Z' =3y +7
sisteminin analitik coziimii

y=—e " +de" ", z= e — e

seklindedir. Aym sisteme ait N=20 adet nokta. h=0.2.
0.1, 0.05. 0.0l adim uzunfugu igin, tim kestirme
diizeltme yontemlen kullanilarak hesaplanmis ve her bir
yonteme ait maksimum goéreceli hata viizdeler: tablo
halinde verilmistir. (Tablo 1. )

Tablo 1.
h
0.2 0.1 0.05 001
Yontem
2 Nokt. 137162 | 8418 | 61IR7 0.0016
3 Nokt. 11.8312 0.2215 0.0684 .0003
4 Nokt. 7.2089 0.1712 ).0096 0.00008
S Nokt. 4.2238 01711 0.0085 0.00007
6 Nokt. 26085 | 0.1708 | 0.00106 | 0.0000]
Uygulama 2.

olinak tizere
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sisteminin analitik céziimii

3x

y=e

+3e4x _ 3x

Z=C

seklindedir. Coziime ait N=20 nokta h=0.2, 0.1. 0.03
ve 0.01 adim uzunluklanna gore, bes ayn kestirme
diizeltme vontem yardimiyla hesaplanmis ve bulunan
maksimum goreceli hata vyiizdelern Tablo.2 ile

verimistir.

Tablo 3..
h
| 0.2 0.1 0.05 0.01
YOntem
2 Nokt. 11.5641 1.3189 0.3018 0.0022
3 Nokt. 2.9885 0.0356 0.0152 0.00002
4 Nokt. 1.6547 0.0186 0.00069  0.00003
5 Nokt. 0.8568 | 0.01237 0.0022 0.00003
6 Nokt. 0.5004 0.0098 0.0003 0.00003
Uygulama 4.

y(0)=3 ve 2z(0)=8.8333

olmak iizere
y'=-y+z+2e

2 =5y +3z-¢ %"

sisteminin analitik ¢oziimii

Tablo.2
0.2 0.1 0.05 0.01

Yontem |
2 Nokt, [ 13.6263 [ 1.6620 | 0.5753 ().00744

. - i
3 Nokt. | 11.7659 | 0.1906 0.0312 0.00012 I
4 Nokt. 7.1679 0.1426 0.0009 0.00003 |
5 Nokt. 4.1991 0.0714 0.0008 0.00002 I
6 Nokt. 2.5929 0.0457 0.0001 0.00002 J

Uyvgulama 3.
y(0)=2.3 ve z(0)=0.7

oliak tizere

"=y —-2Z+COS X
Z' = -2y +z-SInx
sisteiminin analiik ¢oziimii
y = e +e ¥ +0. 1(3cos x - sm x)

7= -e% e~ ¥ + 0.1(7 cos x + s1n x)

seklindedir. Ayni sistemin ¢oziumiine ait N=20 adet
nokta, h=02. 0.1, 0.05 ve 0.01 adim uzunluklan igin
hesaplanmis ve her bir yontemdeki maksimum goreceli
hata viizdeler1 Tablo.3. de verilmistir.

v=2e"" =@ — X€
6
_Ie 11 | DR, ¢
7 =10e% —¢ 2"+(——-——-.\'————)e |
6 6

dir. Ayni sistemin ¢oziimiine ait N=20 adet nokta, h=0.2.
adim uzunluklanna gore

hesaplanarak her bir yonteme ait maksimum géreceli

0.1, 0.05

ve 001

hata ylizdeler: Tablo. 4. de verilmistir.

Tablo 4.

Yontem

0.2

0.1

0.05

0.01

2 Nokt.

137174

1.678

0.6068

0.0071

3 Nokt.

11.8306

0.2020

0.0328

0.0005

4 Nokt.

7.72084

0.1489

0.0065

0.00017

5 Nokt.

4.2232

0.0745

0.0015

0.00017

6 Nokt.

2.6079

0.0477

0.0015

0.00017
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V.SONUC

(alismada. ki, iig¢. dort noktaya dayali kestirme
liizeltme vontemlerine benzer sekilde bes ve alti noktava
lavanan bir kestirme-diizeltme yontemi tanitilmis ve bu
'ontemlerin n bagunlh degiskenden 1baret adi tirevh
lenklem sistemlerine bir genellemesi yaptlmistir.
Yontemlerin goz oOnine alinan sistemlere uvgulanmasi
onucu  ¢lde edilen hatalar incelendiginde. nokta
avisinin - bes ve altt oldugu yontemlerde hata
vizdelerinin  hizla distiigi goéze c¢arpmaktadir. Bu
1edenle ozellikle h=0.1. h=0.05 ve h=0.01 alinmasi
1alinde son 1ki yOntemin analintk ¢6zim yerine
-ahatlikla kullanilabilecegim sovleyebiliriz. Uygulaina .
le verilen denklem sistemine ait hata wvizdelerimin h
idiin uzunluguna bagh olarak degisimi Seckil 1. de
verilmistir.

Hata

0.01 005 0.1 02
h adym uzunludu

~ —&— — 2 Noktaly =3 Noktaly - - - X- - - 4 Noktai
*— 5 Noktaly — - B— - 6 Noktaly

T ——

Sekil. 1. Her bes vonteme ait hata viizdeierinin adinu
zunluguna gore degisimi
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