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Siir Sartlannda Ozdeger Parametresi Bu}u
Siireksiz Sturm-Liouville Problermin il
Spektral Ozeli
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SINIR SARTLARINDA OZDEGER PARAMETRESI BULUNDURAN

SUREKSIZ STURM-LIOUVILLE PROBLEMININ
BAZI SPEKTRAL OZELLIKLERI

O. S. MUHTAROY, Mahir KADAKAL ve Nihat ALTINISIK

Ozet-Bu makalede hem denkleminde, hem de simr
sartlarinin birinde 0zdeger parametresi bulunduran
parcali siirekli katsayih Sturm-Liouville problemi
incelenmistir. Simir sartlarina siireksizlik noktasinda
¢o0ziimiln sag ve sol limit degerleri arasindaki baginti
olarak verilen iki tane gecis sart1 da eklenmistir. Farkh
bir yaklasimla arastirdigimiz problemin Resolvent
operatorii incelenmistir, Walter[11] anlaminda
kendine eslenik oldugu ispatlanmstir ve
ozfonksiyonlar sisteminin serisine ac¢ihim ozellikleri
arastirllmistir. Buldugumuz yeni sonuclar o6zel

halinde(y, =0,,Y, =0, icin)
Walter’in[11] uygun sonuclar ile ¢akisiyor.

oldugu durum
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Abstract-In this paper the Sturm-Liouville problem
with piecewise continuous coefficients and eigenvalue
parameter contained both in the equation and one of
the boundary conditions are investigated. Two
transmission condition, which given by as relations
between the right and left hand limit of the solution at
the point of discontinuity are added to the boundary
conditions. By the different approach we examine the
resolvent operator, prove selfadjointness in the sense
of Walter [11] and investigate the properties about the
expansions on the system of eigenfunctions for the
considered problem. In the special case (when

Ny = 5, Y53 = 52) the obtained new results are

coincided with the corresponding results in Walter
[11].

Key Words: Discontinuous Sturm-Liouville problem,
Boundary-value-problem, Resolvent operator

O. S. Muhtarov Gaziosmanpaga Universitesi Fen-Edebiyat
FakiiltesiMatemnatik Boliimi TOKAT, muhtarov@gop.edu.tr

M .Kadakal N. Altinigik Ondokuz Mayis Universitesi, Fen-Edebiyat
Fakiiltesi, Matematik BolimiiSS139 Kurupelit-SAMSUN,
mkadakal@omu.edu.tr

90

I. GIRIS

Bu calismada katsayilar1 sonlu [a,b] araligini
a < ¢ < b ic noktasinda genel olarak siireksiz olan

Tu;=-u"+q(x)u = Au,x €[a,c)u(c,b] (1.1)
diferensiyel denkleminden, u¢ noktalardaki

u(a) =0 (I
~(Byu(b)-B,u’(b)) = A(a,u(b) —ou'(b)) (1.3

sinir sartlarindan ve X = C siireksizlik noktasindak:
y;u(c—0) =08,u(c+0) !

gecis sartlarindan olusan bir simr deger probl
inceleyecegiz. Burada A  kompleks paramet:

a;, B;, ¥, 0; (1=12) reel sayilardir ve B +B;

yf + Sf >0, y% +6% >0 sartlarim saghyorlar; |
la,c) ve (c,b] araliklarimin her birinde siirekli ol

X = C noktasinda sonlu sag ve sol limit degerleri mm
olan reel degerli fonksiyondur. Ayrica,

pr=a Py —ayfy >0
sartinin saglandigimi da kabul edecegiz. Walter':
makalesinde oldugu gibi, eger (I.1)-(1.5) prot
herhangi bir Hilbert uzayinda kendine eslenii
operatdr i¢cin Ozdeger problemine indirgenebilir:
halde bu probleme kendine eslenik problem diye:

(I.1)-(I.5) probleminin bazi1 06zel haller [1].
kaynaklarinda farkli yontemlerle incelenmistir.

Matematik  fizigin bazi1  problemlerinde Z
degiskenine gore kismui tiirev sadece diferes
denklemde degil aym1 zamanda sinir sartlarinda da «
¢ikmaktadir. Boyle problemlere uygun olan sp¢
problemlerde 6zdeger parametresi sadece diferers
denklemde degil sinir sartlarinda da bulunmaktady
[8]). (I1.4)-(1.5) bicimindeki ‘gecis sartlar1’ 1ise |
fiziksel ve mekanik Ozellikler1 bulunan cis
arasindaki 1s1 ve madde iletimi veya baska
stireclerinde ortaya cilamaktadir,([4], [6] ve [10]).
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1. SINIR-DEGER-GECIS PROBLEMININ UYGUN
HILBERT UZ,.AYIN.DAOZ.DECER.PROBLEMI
BICIMINDE IFADESI

Eger
= b)-B,u’(b),
(u)? Byu(b) ~ B, '( ) (IL.1)
(u)h:= au(b) — atpu’(b)
gOsterimlerinden yararlanirsak, kolayca her

u,v eC'[a,b] icin
p{u(b)v'(b) —u'(b)v(b)] = (W), (V) — (u)p(v), (11.2)

oldugunu gosterebiliriz.
Simdi 1ki bilesenli

(Fl (X)
Fr= CF , Fi(x) eL,[a,b] , F, e€(Celemanlarinin
L,[a,b]® € lineer uzayinda i¢ ¢arpimi

b

1 o e—
<F,G>:= J‘me)Gl(x)ngFsz

(I1.3)

formiilii 1le tanimlayalim. O halde

szz(Lz[a,b]QC , <o o >p)

ic ¢carpim uzayinin bir Hilbert uzay1 olacag: agiktir. Bu
uzayda tanim bolgesi

D(A) = {F € Hp| F,,F, fonksiyonlarinin her bin

[a,c) ve (c,b]
sireklidirler; Fj(cto), F/(c£0) sonlu limit degerler

araliklarinin her birinde mutlak

mevcuttur , F (a)=0, v,F(c-0)=06,F(c+0)
v,F/(c-0)=8,F/(c+0); F, =(F))} (11.4)
olan A:H, — H, operatdriini
F TE
A[ 1(’(,)]:( ‘ J (ILS)
(Fi)b —(F)p

esitligi ile tamimlayalim. O halde (I.1)-(1.5) simr-deger-
gecis problemi

i (u(x)) ]
AU = AU| U:= e D(A) (I1.6)

\ ()},

dperatdr-denklem  biciminde yazilabilir. Boylece -(I.l)-
L.5) problemini bir Hilbert uzayinda tanimli olan bir
ineer operator i¢in 6zdeger problemine indirgemis olduk.
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Lemmall.1. Eger y,;y, =0,0, sarti saglaniyorsa A
operatori simetriktir,

Ispat. F,G e D(A) iki tane keyfi eleman olmak iizere

Lagrange formiiliinii (bak 6émegin [5]) uygularsak,
b

< AF, G 5= j(TF,)(x)G | (x)dx+%)—(—(Fl)b)(Gl)'b

a
C b

= I F, (x)(TG J(x)dx + .[ F, (x)(TG, )(x)dx +

a C

+W(F,,G;c-0)-W(F,,G;a)+

+ W(F, ,Gl;b)—W(F,,G1;c+0)—%(F1)b(a)'b

> +

=9< F,G >p “l(gl—)b(l:l) b

; {W(Fl,Gl;c—O)—W(FI,GI;C+O)}—

AR (o) s -(R) (o),

P ,J

i b

j. F, (x)(TG, )(x)dx + J‘Fl (x)(TG, )(x)dx +

; - l . y ]
+4W(F, l;b)—g((ﬂ)b G,) v —(F) b(GI)J& (11.7)
esitligini buluruz; burada W(F,,G,;x) 1ile F;,G,
fonksiyonlarimin Wronskiyeni gosterilmistir.

W(F,,G;x):=F, ()G (x)-F(x)G,(x)  (IL8)
F,(x) ve G,(x) fonksiyonlarn (I.2) smir sartini
sagladiklari i¢in

W(F,,G,;a) =0 (I1.9)

esitligi saglanir. Fl,G_] fonksiyonlarinin (1.4) ve (I.5)

gecls sartlarini sagladigimi ve lemmanin sartini dikkate
alirsak,
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W(Fl ,G_l;c - O) = [Fl(c - O)-G_l-’ (c-0)—-F(c- O)G_l(c ~ Q) |

. h
=4 I:S—]F](C +0) EZ.G_] (c+ 0)}— {S—IF{(C + 0)}{22-5_1 (C+ 0)}
LM Y2 Y1 12 .J

N

= W(F,,Gysc+0) (I1.10)

bulmus oluruz. O halde (I1.9) ve (II.10) esitliklerini (II.7)

de yerine yazarak (II.2) esitligini de dikkate alirsak, talep
olunan

<AF,G>,=<F,AG>, (II.11)

esitliginl, yani A operatoriiniin simetrik oldugunu elde

ederiz.

Sonucll.l. (I.1)-(I.5) probleminin biitiin 6zdegerleri
reeldir.

Not: q(x) reel degerli fonksiyon, (I.2)-(I.5) sartlarinin

katsayilan reel sayilar ve biitlin 6zdegerler reel oldugu
icin (I.1)-(1.5) probleminin biitiin 6zfonksiyonlarini reel
degerli fonksiyonlar olarak kabul edebiliriz.

Sonucll.2. A, ve A, (I.1)-(I.5) probleminin herhang 1ki
farkls

Ozdegeri, u,(x) ve u,(x) 1se uygun
ozfonksiyonlarn ise
b
1 ! 4
J.ul(x)uz (x)r(x)dx:-;)—(ul) b(uz) b (11.12)

d
esitlig1 saglanir.
I
spat. A operatorii simetrik oldugu i¢in, A, ve A, farkh

0zdegerlerine uygun

/ul(?f)J ve U _(Uz(x)]
\(“1) b £ (“2) b

0zelementleri H, uzayinda ortogonal olacak, yam (II.12)

esitligl saglanacak.

III., A OPERATORUNUN REZOLVENTI

Bu kesimde 6zdeger olmayan her A € C sayisinin A

operatoriniin regiiler degeri oldugunu gosterecegiz ve
ayrica,

R(A,A):=(A-AI)"
rezolvent operatoriinii inceleyecegiz.
Keyfi F e H; elemani i¢in

(A-A)U=F (IIL.1)

operator denklemini, onunla esdeger, homojen olmayan
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{~U{+q(x)U; } =AU, = F(x) ,x €[a,c)u(c,b](IIL
U,(@)=0 (II1.3

(ByU;(b) ~ Ba U5 (b)) + A(cty Uy (b) — U (b)) = Fy (TIL.
Y,U;(c=0)=8,U,(c+0) (111.5
Y,Ui(c—=0)=358,U;(c+0) (I11.6

sinir-deger-gecis problemi seklinde yazalim.
I1k 6nce asagidaki onemli lemmay: verelim.

Lemmalll.1. Herhangi [a,,a,] aralignda tanimh

q(’
fonksiyonu bu aralikta siirekli i1se o halde
f(A) ve g(A) tam fonksiyonlar: i¢in

reel degerli q(x) fonksiyonu verilsin. Eger

{—u"+q(x)u}=ku, x €la,,a,] (111.7
diferensiyel denkleminin
u(a;) = f(A) , u'(a;) = g(A) (IIL.¢

(1=1 veya i=2) baslangi¢ sartlarim1 saglayan u(x,.

¢oziimii bulunur ve bu ¢6ziim fonksiyonu |
x €[a;,a,] deger1 1¢in A  defiskenimn
fonksiyonudur.

Bu lemma Titchmarsh’in [9] kitabind:

Teoreml.5’ in 1spatindaki ydontemle tam benzer sekil
ispat edilir.

Simdi bu lemmadan yararlanarak (I
diferensiyel denkleminin 1ki tane &¢(x,A) ve x(x,

¢Oziimlerini [a,c]

tanimlayacagiz. araliginda (I

diferensiyel denkleminin

u(a)=0,u’(a) =1 (II1.9
baslangi¢ sartlarim saglayan ¢Ozimiinii ¢,(x,A)
gosterelim. ¢,(x,A) fonksiyonu tamimlandiktan son
[c,b] araliginda (I.1) diferensiyel denkleminin

u(c) =-§}—¢1(o,x) u'(c) =-g—2-¢;(o,>»)
] 2

baslangi¢ sartlarin1 saglayan ¢oziimiinii tanimlayabilir
Bu ¢oziimii ¢,(x,A) ile gosterelim. Benzer sekil

(II1.1

[c,b] araliginda (I.1) diferensiyel denkleminin

u(b)=a,A+p, ,u'(b)=a,A+p, (Il
baslangic sartlarim1 saglayan c¢oziimiinii y,(x,A)
gostererek, bu ¢Oziimii tanimladiktan sonra [a.
araliginda(I.1) diferensiyel denkleminin
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1) = 215 (00) , w(Q) =225 (0,0) (L12)

Y Y9

baslangic sartlarimi saglayan ¢ozimini y,(x,A) ile

‘bi(x, )\) ’ Xi(x’)")
fonksiyonlann A -nin tam fonksiyonlaridirlar.

opsterelim. Lemmalll.1 geregl
(1=12)
Bu fonksiyonlarin tanimlar geregi

(d,(x,1),x €[a,c)

A=+ ;
¢)(X, ) L¢)2(X>K) » X € :Cyb:

( = .
X,(X,A),x €[a,c]

(111.13)

X(X,A): =+

X2 (X,A),x €[c,b]

esitlikler1 1le tanmimlh ¢ ve ) fonksiyonlan [a,c)w(c,b]
de (I.1) denklemini ve (1.4), (1.5) ge¢is sartlarin
sadlayacaklar. Ayrica ¢(x,A) ¢Oziimii (I1.2) sir sartin,

y(x, L) (I.3)

W, (9,,%:%), x€[a,c) ve W, (d;,%,2:%), x €(c,b]

Wronskiyenler1 x degiskeninden bagimsiz olduklan igin
sadece A degiskeninin tam fonksiyonlaridirlar. Asagida

1S€ smir ~ sartin1 saglayacaktir.

(ni(l)::‘Wl(dJi,xi;x) . 1=12

L.‘ - , o rml(l),xe[a,c)
1: w(x,A): W;_(cb,}(,'x) 10)2(}&) 3wl

gisterimlerinden de yararlanacagz.

(LemmalIl.2. Ozdeger olmayan her
xe[a,c)u(c,b] icin w(x,A) =0 dir.

AeC ve her

Ispat. Once 6zdeger olmayan her A ve her x €[a,c] i¢in
.0(x,A) # 0 oldugunu 1spat edelim.

Aksini kabul edelim. O halde 6zdeger olmayan
;maz br Ay, €€ win w,(A;)=0 olur. O halde

by(x,Aq) ve x,(X,Ay) lineer bagiml olacak, yani

1’ Xi1(X,Aq) =ki0,(X,Ap) , X €]a,c)

lacak sekilde k, # O sayis1 mevcuttur. Buradan

X1(a,h0) =k 9,(a,2) =0

lde edilir. Dolayisiyla
X(a,Ag) =0

lur. Béylece y(x,A,) fonksiyonu (1.2) simir sartim da
\glamis olur. x(x,A,) fonksiyonu A = A, degeri igin

1) denkleminin, (1.3) smur sartim ve (1.4), (I1.5) gecis
itlanm da sagladigindan x(x,A,) fonksiyonu A= 7\.0
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1¢c1n (I.1)-(I.5) probleminin ¢6ziimii olur. Diger taraftan
¥(X,A) fonksiyonunun tanimi geregi

x(b,Ag) =a,yAy +P;
X'(b,Ag) =0 A+

esitlikler: saglanir.
p=0Py —a,py #0

oldugu i¢in sonuncu iki esitlikten y(b,A,) ve x'(b,A,)

sayllarinin en az birinin sifirdan farkli oldugu elde
edilir. Yani  y(x,A,)# 0 dir. O halde x(x,A,)

A=A, 1cin (I.1)-(L5) probleminin
ozfonksiyondur. Bu A=A,

sayisinin Ozdeger olmadigi1 varsayimu ile g¢eliskidir.
Boylece 0zdeger olmayan her A €€ i¢in w,(A)#0

fonksiyonu

¢Ozlimiidiir, yani 1se

oldugu ispat olunur. x € (c,b] durumu igin de 1spat tam
benzer sekilde yapilabilir.

Bu teoremden ve Wronskiyenin 6zelliklerinden
asagidaki sonuc elde edilir.

SonucllIl.1. Ozdeger olmayan her A €C igin ¢,(x,A),
Xl(xs A) [a,c] ¢2(x9)")9

X,(x,A) fonksiyonlan 1se lineer

araliginda,
[c,b]

fonksiyonlar
araliginda

bagimsizdirlar.

SonuglIl.1 geregi 6zdeger olmayan her A €€

icin (I.1) diferensiyel denkleminin genel ¢6ziimiinii

: Cl‘b](xa)") + DIXI(Xa}\)’X E[a,C)

u(x,A) =«
LC2¢)2(X’}") + DZ X2 (X,)\,),X € (Cab]

(I11.14)

bi¢iminde ifade edebiliriz; burada C,, D,, C,, D, keyfi

sabitlerdirler. O halde sabitin degisimi yontemini
uygulamakla (III.2) homojen olmayan denkleminin genel
¢Ozlimini x €[a,c) 1¢in

A
U, (x,A) = xo;()({x))
]

J. 0, (y,A)F (y)dy +

C

X1 (y, M)F (y)dy +

X

+Ci0(x,A) + Dyy,(x, 1)

. 0, (X,A) (111.15)

®(A)

biciminde, x €(c,b] i¢in ise
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X2 (X, l)
0, (M) J‘dﬁz(y, A (y)dy +

U, (x,A) =

(I11.16)

i X2 (y,A)F (y)dy +

+Cob,(%,1) + Dy 5 (X,4)

biciminde ifade edebiliriz. (II1.2) diferensiyel denkleminin
(II.15) ve (II1.16) esitlikler: ilke verilmis genel ¢oziimiini

(II1.3)-(I11.6) sartlarinda yerine yazarak C;, D; sabitlerini

bulabiliriz. (III.15) ifadesini (III.3) sinir sartinda yerine
yazarsak

D] X(a, >\-) — O

esitligini elde ederizz. A  o6zdeger olmadig1 1¢In
x(a,A) # 0 dir. Dolayisiyla D, =0 dir. (III.16) 1fadesini
(II1.4) simir sartinda yerine yazarsak,

F
C?. — -
W5 (A)
esitligini elde ederiz. D, ve C, i¢cin buldugumuz

degerleri de dikkate alarak (III.15) ve (III.16) ifadelerini
(II1.5) ve (II1.6) gecis sartlaninda yazarsak, C; ve D,

degerlerini bulmak i¢in asagidaki lineer denklem sistemini
elde ederiz.

( c

y161(c,A)C; - 812 (¢, \)Dy = — L EA) jcb;(y,x)ﬁ(y)dw
@1(A)
b ' |
B]¢32(C,7\.) F
+ 05 (1) J‘xz(y A)F(y)dy +0; wzmtbz(c,l)

C

y201(c,\)Cy = 8235 (e, A)D, = - L2XI(ER) jm(y,mn(y)dy -
®1(A)
b a
07¢5(c,\)
A)F dy +0
+ o2 () Ixz(y YFi (y)dy +95 2(}k)cpz(w)

C

Bu sistemin determinanti —6,8,m,(A) #0 oldugu icin

bir tek ¢)i(xs )‘-)) Xi(x))")
fonksiyonlarimin tamimlarindan yararlanarak sonuncu
denklem sisteminden

¢cOzimii bulunur.
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_— L V F2
— s sz<y,x>F1<y>d, -
D, = 0)1(y,7\) J“i’l(y,A)F (y)dy

elde edilir. C;, D;

(IT11.15) ve (III.16) ifadelerinde yerine yazarak gerek
diizenlemeler1  yaparsak, (II1.2)-(II1.6) problemu
¢Oziimil i¢in biitiin [a,c) U (c,b] delinmis araliginda

sabitleri icin buldugumuz degerle

a
U, = x(x,1) :;(())I/K)) F,(y)dy +
x(y,A)
A F, (y)d
+ O(x, )j vt 1) (y)dy + szb(x A)

formiiliini elde ederiz.

TeoremIIl.1. Ozdeger olmayan her A €C sayisi (IL
(I1.5) esitlikler1 ile tanimli olan A operatoniniin regiil
degeridir ve ayrica R()\,A):Hp — H, rezolve

operatorii kompakt operatordiir.

ispat.

. }\ }\.

X(x’ )¢(y’ )aSySXSb ,X,y¢C
n(y,A)

G(X,y;A):=-

A A

¢)(X, )X(Y’ )a$xsy$b , XY #FC

- o(y,A)

gosteriminden yararlanarak sonuncu formiili

b

Ul(xs 7L) = IGI (X, Y }")F] (y)dy +

d

* 0\) o(x, A)

biciminde ifade edebiliriz. Buradan R(A,A) rezolve
operatorii 1¢1n

(b ‘w
' d
J.Gl(xay,)‘)Fl(Y) y+ z(l) o(x,A)
R(AAF=|, 2 !
. v F, _ a3Y
ﬁGl( ¥;A) pF(y)dy + 2, () (¢ ,l))b!

\ a
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formild elde edilir.

Simdi B,:L,{a,b]— L,[a,b], By:H, > H,

ve C,:H, - H operatorlerini
b

B.F = IGl(x,y;k)Fl(y)dY

BAFI) b/
s \
sz d(x, 1)
C)LF:: (;2( ) :
2 Y
\ z(l)((b( ) »

esitlikler ile tamimlarsak, R(A,A) rezolvent operatoriinii
R(A,A) =B, +C, biciminde ifade B,
operatdrii L,[a,b] Hilbert uzayinda kompakt oldugu i¢in

edebiliriz.

(bak 6rmegin[2 chapter 10]), §x operatdri H, Hilbert
wzayinda kompaktdir. C, operatoriinim H, Hilbert

uzayinda kompakt oldugu aciktir. Dolayisiyla 6zdeger
olmayan her A e 1i¢cin R(A,A) operatorii de H

uzayinda kompakt olacaktir.

p

IV. OZFONKSIYONLAR SISTEMININ SERISINE
ACILIM

Once asagidaki teoremi ispat edelim.

TeoremIV.1. (11.4) ve (I1.5) esitlikler1 1le tanimhi A
operatérii H , Hilbert uzayinda kendine eslemiktir.

ispat. A operatoriniin (I1.4) esithgl ile verilmis D(A)
amm bolgesinin H, Hilbert uzayinda her yerde yogun

oldugu aciktir. Ayrica, TeoremllIl.1. gereg1 A operatoriin
en az bir regiiler deger1 mevcut oldugu i¢in, kapal
operatordiir. Yine Teoremlll.] geregi ImA #0 olacak

sekilde her AeC sayis1 igcin A—Al ve A + Al
operatorlerinin  her birinin deger bolgeleri biitiin
H Hilbert uzayi ile cakismaktadir, yani

(A-A)D(A)=H, ve (A-AI)D(A)=H, esitlikleri

saplanéir.  Ayrica Lemmall.l geregi A  operatorii
simetriktir. O halde simetrik operatorlerin genislemesi
hakkinda Fonksiyonel Analizden iy: bilinen teorem geregi
(bak, 6rmegin [2, Chapter8, Theorem2.2]) A operatorii
kendine eslenik olacak.
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Sonuc¢ olarak, Teoremlll.l , TeoremIV.l ve Integral
Denklemler teorisinden 1iyi1 bilinen Hilbert-Schmidt
Teoremi (bak ©Omegin[7, Theorem 6.41-A]) geregi
asagidaki teoremi elde ederniz.

TeoremlV.2. H, Hilbert (I1.4), (IL.5)

esitlikleri 1le tamimli A operatoriiniin sayilabilir sayida
reel Ozdegeri mevcuttur, her o6zdegerin cebirsel kati
sonludur, oOzdegerler dizisi alttan smmrlidir ve sonlu
yi1gi1lma noktas:1 yoktur. Her 6zdeger cebirsel kati1 sayida

yazilmak kaydi ile, 6zdegerler dizisini A, <A, <...

uzayinda

biciminde
O0zelementler

siralayarak, uygun  normlandirilmis

@ (X))
\((pn) b/

n -

(ol =1) n=12...

bigiminde gosterilmek lizere, her F e H , elemani i¢in

oD

é Cn¢n y» Cp =< Fa(bn >Hp

n=1

H

Fourier serisi 5

Hilbert uzayinda F elemanina

yakinsak olacaktir;

o @

P E <F,0, >y ¢,-

n=)

(IV.1)

Bu teoremden asagidaki onemli sonuclar elde

edilir.
Sonu¢lV.1. Her f elL,[a,b] fonksiyonu L,[a,b]
Hilbert uzayinda (I.1)-(1.5) simr-deger-  gecis

probleminin {cpn} , n=12,... 6ztonksiyonlar sisteminin

a D A
f(x) = 2 _[ f(y)o, ¥)dy |0, (x)
n=l \ 4 )

serisine agilir.

Ispat. Bu sonucun ispati icin (IV.1) formiilinde F € H p

f(x

. )J almak yeterlidir.

elemanini 6zel olarak F(

Sonu¢lV.2. Her f € L,[a,b] fonksiyonu igin
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.
D (0a)s| =0 (v 2)
D (04) v0a(x)=0 (Iv.3)

esitlikler1 saglanir.

Ispat. (IV.1) formiiliinii

([ @ A
p Z<Fa¢n >Hp'(pn(x)
‘ F‘(X)) | =0 (IV.4)
\ F2 = '
Z<F’¢n >Hp'((<pn) b
\ n=0 /

O“‘

biciminde yazalim. Bu formiilde 6zel olarak F =[1
)

alirsak,

\ n=0 /
esitligl, yam (IV.2) ve (IV.3) esitliklerini elde ederiz.

Sonu¢4.3. Her € L,[a,b] 1¢in

o B \
Z If(y)cpn(y)dy (9n) b =0
n=0 \ 4 /

esithig saglanir.

Ispat. Bu sonucun ispati i¢in (IV.4) formiiliinii

f(x) o .
F = 0 elemani i¢in yazmak yeterlidir.
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