SAU Fen Bilimleri Enstitisi Dergisi
7.Cilt, 1.Sayr (Mart 2003)

Genellestirilmis Dﬁl_'tg_enlf

GENELLESTIRILMIS DORTGENLER

Murat Giizlek, Yilmaz Sarvan, Ibrahim Ozgiir

Ozet - Bu cahsinada Genellestirilmis Dortgenler
hakkinda aksiyomatik bilgilendirmeler yapildiktan
sonra parametreler arasi iliskilerden bahsedildi.
Polar uzaylarin 6zel bir duruinu olan genellestirilmis
dortgenlerin bilinen klasik ornekleri iizerinde
duruldu. Sintem ve duad iizerine yapilan
cahsmalardan bir ka¢i incelenip yorumlandi. Ozel
olarak s ve t parametrelerinin s=3 ve t=3 durumu
irdelenmistir. Genellestirilmis dortgenlerin  baz
kombinatoryel ozellikleri yam sira genellestirilmis
dortgenlerde alt uzaylar hakkinda cesitli yorum ve
incelemeler yapilmistir. Genellestirilmis dirtgenlerde
kolinasyonlar incelenmis olup tarihi hakkinda kisa
bilgiler verilmistir.

Anahtar Kelimeler - Genellestirilmis Dortgen, Polar
zay, Sintem, Duad, Alt Dortgen, Kolinasyon

Abstract- In this paper, we study the generelited
quadrangles and its axiomatic struetures the
examples of generalited guadranles which are special
case IS polar spaccs have been given. Also, we
dedicated the propertics on synthem and duads.
Further we studied the speacial case t=3 and s=3.
Same combinatorial properties of generalited
quadrangles and its subbpaces has been invertigted.
We also study the collinations on generalited
quadrangles and give its brief history.

M. Gﬁzlgk, Kdrfez Anadolu Teknik, Teknik ve Endiistri Meslek Lises:,
Matematik OBretmeni, Kocaeli,

Y. Sarvan, Dogantepe Pansiyonly ilkdgretim Okulu, Matematik
Ogretmeni, Adapazan,

Ibrahim Ozgiir SA.U Fen Edebiyat Fakiiltesi, Matematik R&lImi,
Adapazan.

114

I.GIRIS

Bu calismada M.Lynn Batten’in “Combinatorics
Finite Geometries” kitab1 esas alinmustir. Kullamlz
“nokta” ve ‘“dogru” kavramlan belirli sayilardad:
Verilen tamm ve teoremler parametreler yardarm
aciklannns 6rncklerde parametreler yerine sayilar almnt
giincellestirilmistir.

Noktanin dogru {izerinde olmasi ile dogrunun noktada:
gecmesinin - aym  anlamda kullamyoruz, Nokta
dogrular sonlu sayidadir. Uzay ise verilen aksiyomat!
yapmun ©Ozelliklerini  tasiyacagindan konuya  gore
degistklikler gosterir.

Uzaylar nokta, dogru, diizlem ve birbirine gore
durumlart esas alinarak kurulur, Yaklasik lineer
uzaylarda bazi noktalarin dogrularin {izerinde olmas:
sarti aranmazken 1ki noktadan en gok bir dogru geger
ifadesi de kullamilobmstir. Tek basma bir nokta dogru
belirtmez.Uzaylarda c¢esitli kural koyarak yeni uzaylar
elde edilir. Bu kurallara goére elde edilen wuzaylar
aksiyomlarla tutarlilik géstermelidir.

ILTEMEL KAVRAMLAR

S=(P, L) ikilisine geometrik yap1 denir. P herhang
noktalar ciimlesi, L, P nin herhangi elemanlarndan
olusan alt ciimleler climlesi olarak alimir.

Verilen akstyom sisteminin tiimiinii saglayan bir
geometrik yapt bulunabilirse bu aksiyom sistemine
tutarl: aksi halde tutarsizdir denir.

S=(P, L) uzay: asagidaki iki aksiyomu sagliyorsa uzaya
kismi diizlem veya yaklasik lineer uzay denir.[1]

YL1) Bir dogru iizerinde en az iki nokta vardur.

YL12) Farkli iki noktayr birlestiren en gok bir dogrn
vardir.

Sekil 1.1 p={1. 2, 3, 4, S, 6} noktalar kiimesi ve
L={{1,2,3},12,4},{1,4},{3,4,5}} dogrular kiimesi olan
bir yaklasik lineer uzaydir
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Bir yaklagik lineer uzayin nokta sayis1 v= P ve dogru
sayist b= L seklinde gosterilir.
Sekil 1.1 deki yaklasik lineer uzayda v= 6, b= 4 diir.

Sekil 2.1

Bir S=(P, L) yaklasik lineer uzayin duali R=(P', L") ile
ifade edilen bir uzaydir. Burada

p':L vE L'= {{ pla p?.s"': pm}: piep'a mzz: Pty P25+ Pm S
nin sabit bir noktasinda noktadas dogrular}duir.

Yaklasik lineer uzayda boyut kavramini verebiimek icin
noktalar ciimlesinin ortiisiiniin tammina 1htiyac vardir.
S=(P, L) bir yaklagik lineer uzay, X C P olsun. Noktalar

climlesini kapsayan en kiiciik yaklasik lineer uzaya X in
ortiisii denir. <X>, X in oOrtiisii seklinde gosterilir. X in
Ortiisti; X 1 kapsayan tlim yaklasik lineer uzaylarin
arakesitidir.

S=(P, L) nin bir bazi, ortiisii S olan bagimsiz bir nokta
climlesidir.

En az sayidaki bazinin cleman sayisinin bir eksigine
uzayin boyutu denir.

boyS=min { B :B, Sig¢inbir bazdir.}-1

seklinde 1fade edilir.

S=(P, L) bir yaklagik hineer uzay i¢in, p;eP, /€L p; ¢ {;
olsun (p; noktas1 ¢; dogrusunun ilizerinde olmasin), /;
dogrusundaki p; noktasi ile dogrudas olan noktalarin
sayisina bag sayisi denir. Bag sayisi cj ile gosterilir.
c;<v; dir (v;, ¢; dogrusu lizerindeki toplam nokta sayisi).
Eger p noktasi dogru iizerinde ise bag sayist 1 olarak
ahnr,
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Sekil 2.2

Sekil 1.2 de ki p; noktas: ile ¢; dogrusu arasindaki bag
sayisl ¢ = c(pj, ¢;) = 3 diir.

S=(P, L), S'=(P', L') herhangi iki yaklasik lineer uzay
icin, f: P P've her feL icin {(#)e L' 6zelliginde 1se f ye
S den S' ye lineer fonksiyon denir.

Bu fonksiyon kendi iizerine
kolinasyon denir.

ise otomorfizm veya

Asagidaki aksiyomlar saglaniyorsa S=(P, L) uzayi lineer
uzaydur.

L.1) Bir dogru lizerinde en az iki nokta vardur.

1.2) Farkl 1ki nokta bir tek dogru belirtir.

p noktasinm1t L nin noktalanna birlestiren dogrularin
sayisina bag sayis1 demistik. Lineer uzaylarda bag sayisi
dogru lizerindeki nokta sayisi kadardir. Ve dogrularin
disinda kalan noktalar olmayacaktir (L2 aksiyomuna
gore).

Bir S lineer uzay: i¢in , S nin maximal bir proper ait
uzayina bir Aiperdiiziem denir. V; S ain bir hiper diizlemi
ise V.C S dir ancak V ve S arasinda baska alt uzay yok
ise. Buradan R* de R® hiperdiizlemdir. R’ de R’
hiperdizlemdir. R* de R hiperdiizlemdir. R de her bir
nokta hiperdiizlemdir ve noktada nokta hiperdiizlemdir.

J nin hiperdiizlemi de & dur.

Asagidaki 1ki aksiyomu saglayan lineer uzaya projektif
diizlem denir:

PD1) Farkli iki dogru kesigir.

PD2) Uzayda en az bir dortgen vardir.[1]

Buradan bir projektif diizlemin hiperdiizlemlerinin
kesinlikle dogrular oldugu kolayca goriilmektedir.

S lineer uzayr ve HC S bir alt uzay: igin S nin her
dogrusu H nin en az bir noktasini kapsarsa H, S nin bir
projektif hiperdiizlemidir. Projektif diizlemlerin boyutu 2
dir.[3]
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S=(P, L) bir yaklasik lineer uzay olsun. Eger c(p, £)=1
veya c(p, £)= v(£) 1se S ye bir polar uzay denir (bag

sayis1 1 veya v(£) dogru iizerindeki tam nokta sayisi
kadardir).(Sekil 1.3)

D

@
Sekil 1.3

S polar uzaymm bir noktasi diger tiim noktalara
dogrudas ise uzaya dejenere polar uzay (Sekil 1.4.b)

diger durumda dejenere olmayan polar uzay denir.
(Sekil 1.4.a)

. »

& @

Sekil 1.4.a Sekil 1.4.a

Dolayisiyla lineer uzaylar dejenere polar uzaylardar.

I[11. GENELLESTIRILMIS DORTGENLER

Bu boéliimde genellestirilmis dértgenlerin tanimi ve bazi
parametrik sonuclari verilecektir.

Asagidaki sartlan saglayan S=(P, L) yaklasik lineer
uzaya genellestirilmis dorigen denir.

GD1) her p noktasi ve £ dofrasu i¢in, p&{ ise c(p,f) = 1
dir;

GD?2) dogrudas olmayan noktalar ve noktadas olmayan
dogrular vardir;

GD3) P sonlu bir kiimedir.

Genellestirilmis dortgen bir polar wuzaydir. Polar
uzaylarda bilindigi ilizere S=(P, L) yaklasik lineer
uzayinda V p, ¢ igin c(p,f) = 1 veya c(p,f) = v(¢) dir.
Goriiliiyor ki genellestirilmis dortgenin YV p, ¢ nokta
dogru ¢ifti 1¢in p&? ise c(p,£) = 1 oldugundan ve p€ ¢

icin de c(p,f/)=v(¢¥) olacagindan genellestirilmis
dortgenler polar uzaylardir.
Projektif  uzay  aksiyomlarinda  oldugu  giby,

genellestirilmis dortgen aksiyomlarinda da duallik
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vardir. Yani genellestirilmis dortgenin dual wzay
genellestiriinug dértgendir.

Her noktanin iki dogru iizerinde oldugu genellestinlz
dortgene grid (1zgara) denir.

L

/.
———

Sekil 2.1

Eger her nokta iki dogru iistiindeyse, genellestinin
dortgen Sekil 2.1 deki gibi olup, dogrular L ve L ol
iki kiimeye ayrilnustir. L, deki her dogruda sabit s, save
kadar nokta ve L, dcki her dogruda da sabit sy sava
kadar nokta vardir.

Li={£n.%2,%;5 tve Lo={{2; 1822 .03 1 F24 ,£25 €26 €7 s
L; dogrular1 iizerindecki sayis1 (£~
(=1,2,3) L, dognilan noktalar say:
V<£2j)=829 (.13132938)

noktalar
uzerindeki

P nokta kiimesi P, ve P, kiimelerine boliiniir ve Py in b
elemant P; nin her elemaniyla birlestirilitken P;
hicbir elemani P; ile birlestirilmezse (1=1,2), bu [
genellestirilmis bir dortgendir ve dual grid denir.
(Sekil 2.2)

Sekil 2.2

A={1,2,3,4,5,6} olsun. 1 j i¢in A kiimesinin (1})
elemanh alt kiimelerine duad denir. Birbirinden aynk ¢
duad bir sintem (syntheme) ifade eder. On bes duad
on bes sintem olduguna dikkat edilrmelidir.

A kiimesine ait duadlar;

(1,2) (1,3) (1,4) (1,5 (1,6)
(2,3) (24 (25 (2,6)

(3,4) (3,5 (3,0)

(4,5) (4,6)

(5,0)

dir.
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Verilen kiimenin duad sayisi; 15 tanedir.
Bu kiimeye ait sintemler;
{(1.2), (3,4),(5,6)}
{(1,2), (3,5), (4,6)}
(1,2), (3,6), (4,5))
{(1,3), (2,4), (5,6)}
1,3),(2,5). (4,6)}
1.3), (2,6) , (4,5)]
1.4).(2.3), (3,6)}
1.4),(2,5), (3,0)}
1,4),(2,6),(3,5)}
1,3),(2,3), (4,6)}
1,5),(2,4),(3,6)}
1,5),(2,6),(3,4)}

k6) . (2.3) ,(4,5)}
1,0).(2:4) ., (3,5))
1,6), (2,5), (3,4)]

I.

N

’

[-

TN S S aa S NN SIS N N

ce

Sintem savis1 15 tanedir.

S = (P, L) olsun ve P duadlar kiimesini, L de sintemler
kiimesini 1fade etsin. GD1 ve GD2 nin saglandig:
kolayca goriilebilir. Omegin;

Eger p={1,2} ve 4={{1,3},{2,4},{5,6}} 1se p nin ¢ ile
bulustugu tek sintem {{1,2}, {3,4}, {5.6}} olur.

Duad ve sintem kelimeler: bu geometriyi ilk tanitan kisi
oan Sylvester (1864,1884) tarafindan kullanilmustir.
Yukanidaki Ornegin on bes nokta ve on bes dogru
iizerindcki genellestiriimis dortgene tek 6rnek oldugunu
gosterece@iz. Bir sonraki acgiklamalarin bunu gormede
yarari olacaktir.

1* S = (P,L) genellestirilmis dortgen olsun. O halde
asagidakilerden biri dogru olmalidir:

1) S bir grid olup, (P # ) her nokta iki dogru
iizerimdedir, dogrularin kiimesi L; ve L, olarak iki
kiimeye ayrilnustir ve her dogru diger kiimedeki biitiin
dogrularla kesisirken kendi kiimesindeki hi¢cbir dogru ile
kesismez. Ayrica, L; deki dogrularin nokta sayilari sabit
olup s; dir. (i=1,2)

11) S bir dual griddir.

1) S. s ve t parametrelerine sahip olup, her bir dogru
izerinde (s+1) sayida nokta ve her noktadan (t+1) sayida
dogru gececek sekilde s 2 1 ve t > 1 tam sayilan vardur.
2* p ve g dogrudas olmayan noktalar olsun. O halde hem
p hem de ¢ 1le dogrudas olan t+1 sayida nokta vardir.
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3* s ve t parametreleri olan herhangi bir genellestirilmig
dortgende toplam nokta sayis1 v=(s+1).(st+1) ve toplam
dogru sayis1 b=(t+1).(st+1) dir.

Yukaridaki sonuc¢lardan sagladigimiz bilgilerle artik
sintem-duad 6megindeki genellestirilmis dortgenin essiz
oldugunu kolayca gosterebiliriz.

P={1,2,3,...,15} ve v=b=15 olsun. 3* a gore s>1 ve t>1
dir. Buna goére, S, 1* daki (inn) nolu kategoriye girer.
Aslinda 3* 1 sonuglarina gore s=t=2 dir. 2* dan,
st+1=2+1=3

t+1=2+1=3 diir.

Boylece her dogiuda ii¢ nokta vardir ve her nokta ii¢
dogru iizerindedir. Genelligi kaybetmeden, {1,2,3} iin
bir dogru oldugunu diisiinebiliriz.

Her 1 ve 3 noktas: GD1 ile saglanamayan diger dogrular
lizerinde olmahdir. {3,4,5} ve {1,9,10} bdyle dogrular
olsun.

GD1 e gore, 9 noktas1 {3,4,5} ile karsilasan bir dogru
iizerindedir ama 9 iizerinde simdiye kadar verilen
dogrularin hi¢cbirini saglamayan iliciincii bir dogru vardir.

Bu dogru {7,8,9} olsun.

Simdi 5 noktasi1 bir dogruda {7.8,9} ile karsilasmalidir.
Yine, genelligi kaybetmeden, bu dogrunun {5,6,7)
oldugunu varsayabiliriz.

GD1 nedeniyle {1,6}, {3,8}, {5,18}, {7,2} ve {9,4}
izerinde dogrular olmalidir. GD1 e gore, simdiye kadar
sadece iki dogru iizerinde bulunan 2 noktas1 {4,9} ve
{5,10} izerindeki dogrularla bulusan dogrularin iistiinde
olmalidar.

Sekil 2.3
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7 tam olarak ii¢ dogru tizerinde oldugu igin, 2 tizerindck:
ayni dogru hem {4,9} hem de {5,10} dogrulariyla
kargilagmalidir. Bunun anlami da, GD1 e gore, {4,9} ve
(510} iizerindeki dogrulardakr iigiincii noktalari
buldugumuzdur. Bunlar sirasiyla 11 ve 12 olsun.

Boylece {2,11,12}, {4,9,11} ve {5,10,12} dogrulardir.
{1,6} ve {2,7} ustiindeki dogrular bakimindan 4 nolu
nokta i¢in benzen bir argiiman da bizi {4,13,14}, {1,6,3)
ve {2,7,14} dogrularma gétiiriir.

Aym sekilde 6, 8 ve 10 nolu noktalann degerlendirirsek
{3,8,15} ve {6,11,15} in birer dogru oldugunu goriiniz.
Artik elimizde on bes dogru var ve GDI1, GD2 ve GD3
kamtlandi. (Sekil 2.3)

Bu vyapiy1 genelligimizi kaybetmeden tamamladik,
oyleyse bu v=b=15 olan tek genellestirilmis dortgendir.
Sekil 2.3 ile daha o6nce verilen duadlar ve sintemler
sistemi arasindaki izomorfizmi kolayca bulunabilir.

4* Herhangi bir S gencllestirilmis doértgeninde s ve t
parametreleri ile,
(s+1) s.t(st+1).(t+1)dir.

5* Eger s > 1 ise t < s dir. Dualide egert> 1 ises <t
dir.

Hepsinden ¢ikaracagimiz sonugla, s>1, t>1 parametreleri
1¢in,

t=1 1se t+1=2 olur (her noktadan iki dogru gcger).
Buradan  genellestirilmis dértgenimiz griddir.
Genellestinimis  dortgenin @+ grid  olmasi  halinde
dogrulardaki noktalarin sayis1 farkli olabilir. Dognilar
kimesi L iki kiimeye aynln. L, deki dogrulardaki
noktalarin sayis1 sabit olup s, ile gosterilirken L, deki
dogrularin noktalan sayisi sabit ve s, dir. (sekil 2.1)

s=1 1se s+1=2 olur (her dogru lizerinde iki nokta vardir).
Burada genellestirilmis dortgenimiz  dual griddir.
Noktalardan gecen dogrularin sayist farkhidir. Noktalar
kiimesi P iki kiimeye ayrilir. P, deki noktalardan sabit
sayida dogru pgecer ve t; ile gosterilir. P, deki
noktalardan da sabit sayida nokta gecerken ve t, dir.
(sekil 2.2)

s> ise t < si ve (s+1) s.t.(s+1).(t+1) icin,
§=2 Iset < 32 =4 olur ki t=1, 2 ve 4 degerleri olabilir.
s=31set<s*=9olurkit=1,3, S ve 9 degerleri olabilir.

s=¢u1 ise.t < s’ = 16 olur ki =1,2,4,0,8,11,12 ve 16
degerleri olabilir.. .
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Biz s=2, t=2 durumu 15 noktali 15
genellestiriimig dortgeni sekil 2.3 de vermistik.

dogr

1V. KOMBINATORYELOZELIKLER

S=(P, L) bir genellestirihmis dértgen olsun. p noktasm:
diki (p perp),

pp ={xeP x~p} olarak tamimlanr
dortgenlerde daha stk kullamlz
st(p) dir. (p nin yildizi)

PE?  IgIn
Genellesturilms
gasterme bigimi p

Dogrularda, duallik olma 6zelligini korumak icin, £ ve.
kesisiyorsa  (~k  seklinde tammlanz. Buna
¢ ={keL Kk~ £} biciminde tammlanir.

gor:

Dikkat edilmehdir ki pep ve e/ dir.

Ornegin p noktass sekil 2.3 deki {4} noktas: olsun.
p =13,4,59,11,13,14} diir.

Bir p ve ¢ ayrik nokta ¢iftinin izi (trace),

1Z(p,q)={p.q} ={X€P X~ pve x~q)} olarak tamimlanz
Boylece eger p ~ ¢ ise iz(p,q) pq dogrusundat
noktalarin kiimesidir. Daha genel olarak, P deki (ya ¢
L decki) her X alt kiimesi i¢in,

X ={xeP(yada L) x~abiitiin aeX i¢in} dir. O halde
ve £ nin sadece L nin bir elemani olarak géninmesine
da bir noktalar kiimesi olarak goninmesine gore 1ki ay
anlam kazanir. Bu baglam énceden belirlenme lidir.

p ve ¢ dogrudas olmayan noktalarinmzi yine gekil 2.3 de
9 ve 6 olaruk alalim,

12(9,6)=19.6} ={1,7,11} dur.

Dogrudas 2 ve 3 noktalan igin,

1z(2,3)={2.3} ={1,2.3} diir.

Bu béliimiin sonuglari noktalar i¢in belirtecek ve sc:.
dual olma ©6zelliginden yararlanarak dogrular icr
karsilik gelen sonuglar bildirilecek. Bu nedenle agagidak
tamimlar sadcce noktalar icin veriyoruz ama cauallenc:
varsayilacaktir.

p ve ¢ ayrik noktalar i¢in p ve ¢ nun #retect (span),

sp(p,q) = {{p,g} } = {xeP x ~ybitiny € 1z(pg
seklinde tanimlanmnr.

Kesinlikie p,q esp(p,q) ve eger p~q 1se sp(p,q) = pq dut
p noktast i¢cin 9 ve g noktas: icin 6 y1 sekil 2.3 dx
sccersek, 9 ve 6 noktasinin iireteci;

sp(9.6)=1{2,6,9} noktalaridur.
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Eger S bir genellestirilnug dortgense ve s ve t
parametrelen varsa, her pePi¢in p  =st +s+1 olur.
Eger S bir genellestirilmis dortgense ve s ve t
parametreler1 varsa, P deki her p R q i¢in  12(p,q) =t +1
olurHerp R g igin  sp(p,q) <t+l olur.

Eger sp(p,q) = t+1 1se ayrik noktalar ¢ifti (p,q) diizenli
(reguler) dir.

Elbette cger p ~ g 1sc ve s = tise (p,q) ¢ifti diizenhdir.
Her ¢ # p i¢cin cger (p,g) ¢ifti diizenliyse p noktasi
diizenhdir.

Her xeP\ip,q} ve p X g igin, eger <2ise
(p,9) iftl diizensiz (anti regiiler) dir.

X MZ(p,q)

Her g#p 1¢in,

diizensizdir.

eger (p,q) diizensizse p noktas:

Uzerindeki her dogru diizenliyse p noktasi eydiizenli
(coreguler) dir.

(p.g,r) lgli terimi ¢ adet ¢ifth dogrudas olmayan
noktalart ifade eder. Belli bir iiglii, T=(p,q,r) 1¢in, T nn
merkezi T niin bir noktasidir.

T =01sc T merkezsiz (acentric),

T =11seT es merkezli (unicentric),

T 21ise T merkezi (centric) dir .

Eger S bir genellestirilimig dortgense ve s=t parametreler:
varsa ve efier (p,q) diizenl bir ¢itise, her x,y<iz(p,q) igin
(x,y) diizenl bir cifttir.

S bir genellestiriimis dortgen olsun, s ve t
parametrelerini alalim. Eger p & ¢ ise, (p,q) ¢ifti st — st —
s + t ucliisiine aittir.

Eger S bir genellestinlmis dortgense ve s=t ise, her
diizensiz ¢ift (p,qg) 1cin her (p,q,r) {¢liisiiniin sifir ya da
ikt merkezli oldugunu gostermek miimkiindiir.

Eger S bir gencllestirilmis dortgense ve s=t ise, ve eger S
de bir diizensiz (p,q) cifti varsa her (p,q,7) lgliisiiniin
stfir ya da ikl merkezi vardir.

Eger (p,g,r) bir es merkezli lcli 1se, p,q,7 i¢inden
herhangi ikisi dlizensiz olmayan bir ¢ift olusturur.

Eger S bir genellestirilmis dortgense ve 1 <s <t seklinde
s ve t paramctrelert varsa, higbir (p,q) ¢ifti diizenli
degildir (bu nedenle de higbir nokta diizenli degildir).

S bir genellestirtlmis dorigen olsun ve s ve t
parametreleri olsun. O halde, ancak ve ancak her
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merkezi (p,g,r) lgcliisiiniin tam olarak 1 ya da t+]

merkezi olmas: sartiyla, s=1 ise veya s > t ise, (p,q) ¢ifti
diizenhidir.

V. s=t=3 OLAN GENELLESTIRILMIS
DORTGENLER

Bu boliimde S nin bir genellestirilmis dortgen oldugunu
ve s = t = 3 oldugunu varsayiyoruz. Bu tiir biitiin
dortgenlert noktalar ve dogrular iizerindeki diizenlilik
kosullarina gore simflandiracagiz. Bu boliimdeki biitiin
sonuclar Payne (1975) tarafindan verilmastir.

3* a gore s =t =3 olan her dortgende
v=(s+1).(st+1)=(341).(3.3+1)= 40 nokta ve
b=(t+1).(st+1)=(3+1).(3.3+1)= 40 dogru vardir.
Her nokta (dogru) ¢ifti diizenlidir ya da diizensizdir.

Eger (p,q,r) bir liclii ise,

1) Eger (p,g,r} de bir ya da dért merkez varsa, p,q,r
icinden herhangi ikisi diizenl bir ¢ift olusturur.

1) Eger (p,q,r) de sifir ya da iki merkez varsa, p,q,r
icinden herhangi ikisi diizensiz bir ¢ift olusturur.

111) Hicbir {icliintin tam olarak tli¢ merkezi yoktur.

1v) Ya (p,q,r) min biitiin ¢iftler1 diizenlidir ya da biitiin
ciftler diizensizdir.

Ya biitin nokta ciftler1 diizenlidir ya da dogrudas
olmayan biitliin nokta ciftler1 diizensizdir. Aym: durum
dogrular icin de gecerlidir.

s=t=3 olan biitiin genellestirilmis dortgenlerde dogrudas
olmayan noktalardan olusan biitiin ¢iftler diizensizdir ve
biitiin dogru ¢iftleri diizenlidir, ya da bdyle bir dértgenin
dualidir.

Vi. ALT P@RTGENLER

Eger S', S nin bir kisitlamasi ise ve bir geneilestirilmis
dortgense, yaklasik lineer uzay S'=(P', L") ve S=(P, L)
genellestirilmis dortgenin alt dorigeni (subgquadrangle)
denir. S'#S 1se S' ye 6z alt uzay (proper) denir. Eger S ve
S'i¢cin s, t ve s, t' parametreleni varsa, s =§', L'c L
oldugunu gosterir.

Ornegin S, dogrularinda s; ya da s, sayida nokta olan bir
grid olsun. O halde, t =1 dir ve 1<s'; <s,vel <s', <5,
olmas: sartiyla her s', s, sayrda nokta i¢in S daima,
kendis1 de grid olan bir alt dortgen igerir.Benzer sekilde,
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bir gridin duali olan genellestirilmis bir dortgende her
zaman s =s' = 1vel £ t, <t, 1 <t), <t sartin
saglayan alt dortgenler vardir.

Simdi dortgenlerin alt dortgenlerine ait parametrelerle
ilgili baz1 genel sonuglara geciyoruz. Eger S', S nin bir
0z alt dortgeniyse v' < v ve b' < b oldugunu goéstermek
zor olmaz.

Eger s, t parametreli S=(P',L') genellestirilmis
dortgeni, s ve t parametreli S=(P, L) genellestirilmis
dortgeninin bir alt dortgeniyse, s=s' ya da s = s't' olur ve
benzer sekilde duali t=t' ya da t > s't' olur.

S, S nin bir 6z alt dortgeni olsun ve s, t' ve s, t
parametreleri olsun. O zamant > s dir. Vet=sde, t' =1
oldugunu gosterir.

S, S nin bir 6z alt dortgeni olsun ve s, t' ve s, t

parametreler: olsun. Eger s > t ise t' < s olur ve t' = s
olmasi da t = s* oldugunu gosterir.

S', S nin bir 6z alt dortgeni olsun ve sirasiyla s, t' ve s, t
parametreleri olsun. O halde s > 1 ve t' > 1 durumunda

3 2
s2<t<sves’ <t<s®olur.

S', S nin bir 6z alt dortgeni ve S" de S' niin bir 6z alt
dortgeni olsun S", S' ve S i¢in parametreler sirasiyla s,t",
s,i' ve s,tolsun dyleki; s> 1. O haldet"=1,t'=svet=
s? olur.

Buna gore s > 1 sartim saglayan ve her dogrudaki nokta
sayisi1 sabit olan her 6z alt dortgenler zincirinde S © S' o

S" o ...en ¢ok li¢c eleman vardir. Ancak s = 1 ise bu
dogru degildir.

Siradaki i1fade bize genellestiriimis bir doértgenin alt
kiimesinin ne zaman ayni1 s parametreleri olan bir alt
dortgen oldugunu belirleme yontemini gosteriyor.

S=(P, L) bir genellestirilmis dértgen ve parametreler de
svetolsun. P c PvelL < L 1se S'=(P,6L") olur.
Varsayalim ki;

1) p,geP', p# g ve p,gefeL gosterir ki fe L'

11) her /'eL’ i¢in ', P' de s+1 sayida eleman igerir.

O halde asagidakilerden biri dogrudur.

(a) L' deki biitiin dogrular bir p noktasi iizerindedir 6yle

ki P', P de bulunan ve p ile dogrudas olan noktalarin
kiimesidir.

(b) L' =3 dir.
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(¢) S', S min bir alt dortgenidir ve s ve t' parametreler
vardir.

Eger s = 1 degilse yukaridaki ifade gegerli olmayacaktir
s ve t parametreleri olan bir S genellestirilmis dortgenr
ovaloidini, S ilizerinde olan ve herhangi ikisi dogruda:
olmayan st+1 sayida nokta kiimesi olarak tanimlayalim.

Genellestirilmis dortgende miimkiin olan en biiyiik kiims
bu tiptedir. Genellestirilmis dortgenlerdeki dualli
0zelligi nedemyle, siradaki tanimn da verrmemiz gerekair.

s ve t parametreleri olan S genellestirilmis dortgeninr
spread 1, S lizerinde olan ve herhangi 1kisi es zamanl
olniayan st+1 sayida dogru kiimesidir.

Omegin t = 1 olsun. Buna gore S bir griddir. O halde
st+1=s+1 olur. DBirgok ovaloid oldugu kolayc
goriilebilir.

S = Q(4,k) < P(4,k) olsun. Burada st +1= k%+1. P(3,k),
P(4 k) nin bir hiperdiizlemi olsun ve P(3,k)nS=Q' de
P(3 k) min eliptik kuadrigi olsun. Buradan Q' dogrudas
olmayan ciftli noktalar kiimesidir ve k* +1
mertebesindedir.

k nin ¢ift say1 olmasi halinde Q(4,k) daima yari-duald:
ve sprcadi vardi. Ancak k tek sayi ise higbir spread
olmaz.

Bir genellestirilmis  dortgende  ovaloidlerin m

spreadlerin mi olduguna karar vermek ¢cogu zaman zo
olur. Alt dortgenlerdeki ovaloidler hakkinda bu yonde
genel bir sonu¢ ve bunu asagida sunuyoruz.

s, t parametreleri olan S=(P',L'), s, t t' <
parametreleri olan S=(P, L) genellestirilmis ddértgemn
bir alt dortgeni olsun. O halde S' bir ovaloid icerir.

V1. GENELLESTIRILMIS DORTGENLERDE
KOLINASYONLAR

f. S =(P, L) genellestirilmis dortgeninin bir kolinasyon:
olsun.

P, = {peP f(p)=p} dir

S/={P;, Ls), S nin Pf ye kisitlamasi olsun.

Bu bolimde S mn S, alt yapisinin olasiliklane
arastiracagiz.

f, S =(P, L) genellestirilmis dértgeninin bir kolinasyon
olsun. S, , S nin f da ki sabit noktalara kisitlamasi olsun
O halde asagidakilerden biri dogrudur.

a) Sy bir genellestirilmis doértgendir.
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b) S; herhangi ikis1 dogrudas olmayan noktalar
kiimesidir.

c) S; herhangi ikis1 kesismeyen (noktadas olmayan)
dogrular kiimesidir.

d) Sy ortak bir noktada kesisen dogrular kiimesidir.

f nmin S de p den gegen her dogruyu sabitlemesi sartiyla,
f kolinasyonu S deki p noktasi ¢evresinde sarmal
(whorl) dir.

f, p nmn cevresinde bir sarmal olsun. Eger f birim
fonksiyonsa veva eger biitliin x X p noktalart i¢in f(x) # x
1se, f, p cevresinde bir elasyon (elation) dur. (Burada bu
elasyon tamnu 1le projektif diizlemlerde kullanilan tanim
arasinda biraz benzerlik vardir.)

Ayrica, eger f, p nin biitlin noktalarini sabitleyen bir
kolinasyonsa, f, p ¢evresinde bar simetridir.

Onemli buldugumuz bir sonucu asagida ifade edecegiz.
Bir p noktasi c¢evresindeki simetriler kiimesi bir grup
olusturur. s > 1 igin bir p noktasi ¢evresindeki her simetri
o p noktas: ¢evresinde bir elasyondur.

Projektif  diizlemlerde  kolinasyon  tiirler1  ile
genellestirilmis  dortgenlerdek:  kolinasyon  tiirleri
arasindaki baglantiylr tamamilamak i¢in asagidaki tamimi
yaplyoruz.

f. p noktasinin ¢evresinde bir sarmal olsun ve f(g) = ¢
sartint saglayan bir ¢ X p noktas: olsun. Eger f birim
kolinasyonsa ya da eger g bir tekse (yegane), o zaman f,
p cevresinde bir homolojidir. Bu tanim projektif
diizlemler 1¢in yapilanla karsilastirmada fayda vardur.

VII. GENELLESTIRILMIS D@RTGENLERIN
KISA TARIHI

Genellestirilmis dortgenler iki ayn alanda ve iki farkh
teorimin  6zel durumlarr olarak ortaya c¢ikar. Bunlar
“genellestirilmis n-genler” denen yapilarin 6zel bir hali
olarak Tits tarafindan ortaya atilmustir (1959).
Genellestirilmis n-gen tanminu, pek karmasik olmamakla
beraber 1yt motive edilmesi gerekir. Bu konunun gruplar
tcorisindeki bazi sorunlarla iliskili olarak ortaya ¢iktigin
soylemek yeterl: olur.

Genellestirilmis dortgenler Bose’ un g¢alismasinda yine
ortaya cikmustuir(1963). Bose kismi geometri adini
verdidi sistemlerle 1lgilenmistir. Genel olarak, bunlarin
ortaya ¢iktigi teorinin asil kaynag1 istatistiksel
sorunlardi.
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Bu yapilarla ilgili 6nemli ¢aligmalar son yirmi bes yilda
ve daha ¢ok Thas, Payne wve Tallini tarafindan
yapilmisur. Okuyucu kaynakcadaki makalelere bakabilir.
Belirtildigi gibi, klasik 6rneklerin tiimii Tits’ tendir.
Ahrens ve Szekeres k-1 , k+1 parametreleri olan ve k
nin baslica asal kuvvetler oldugu yeni bir dortgenler
sinifi kesfetmisti (1969). M. Hall (1971) bunu bagimsiz
olarak k 1¢in vernustir. Payne (1972-1974) bunu
genellestirerek daha fazla Omek tiretmistir. En yeni
ormekler ise Kantor’ dan alinmastir (1980). Bu 1979

yilinda kesfedilmigtir ve parametreler de k*, k dir, k=2
(mod 3).

En 6nemli sorunlardan biri bir genellestirilmis dortgenler
siniflandirmas1 yapmaktir. Klasik ©meklerin bilinen
siniflandirmalarini ¢ogu Thas’dan alimmustir (1975,
1977, 1978). Payne genellestirilmis dortgenleri
kolineasyon gruplan ac¢isindan siniflandiran en 6nemili
arastirmacidir. Okuyucu Payne’e bakabilir (1982).
Ancak M. Walker (1977), Thas (1979) ve Tits (1974) de
¢ok sayida ¢alisma yapmstir.

VIIL. SONUC

Bu caligmada yaklasik lineer uzavlarda genellestirilmsg
dortgenler, geometrik yorumlann ve parametrik
aciklamalar1 ile incelenmeye calisildl. Genellestirilmis
dortgenlerin c¢esith kombinatéryel ozellikleri verildi.
Sintem ve duad yapilart  kurulup incelendi.
(Genellestirilmis dortgenlerde kolinasyonlar ifade edildi.
Alt dortgenler hakkinda bilgiler verildi. Genellestirilmis
dortgenler hakkinda belirli kisitlamalarla yeni 6zellikler

elde edilecegi ve varolan kavramlanin etratlica
incelendiginde daha verimli acgiklamalartn ortaya
¢ikabilecegi gozlendi.
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