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YARI DEVİRLİ KODLAR 

Nilgün Külban, İrfan Şiap 

Özet - Lineer kodlar ailesinin içinden olan devirli 
kodlar cebirsel olarak zengin bir yapıya sahip 
olduklarından önem arz ederler. Ancak daha büyük 
uzunluklarda hata düzeltme kabiliyetleri 
zayıtlamaktadır. Bunun aksine, yarı devirli kodlar 
devirli kodların bir doğal genellemesi olmasına 
rağmen büyük uzunluklarda çok iyi bir performans 
sergilemektc ve bir çok yeni kod bu aileden 
keşfedilmektedir. Bu çalışmamızda yarı devirli 
kodların cebirsel yapıları, özellikleri incelenecek ve 
BCH tipinde bir alt sınır veıilecektir. 

Anahtar Kelimeler - lineer kod, devirli kod, yarı 
devirli kod, BCH - sınırı. 

Ahstract- Cyclic codes which are a family of !iııear 
codes have a rich algebraic structure. However, their 
error correction capability for larger lenghts is weak. 
On the contrary, although quasi cyclic codes are a 
natural generalization of cyclic codes in larger 
lengths they perform better than cyclic codes and 
many (record breakiııg) ne'v codes are found froın 
this family. In this survey, we investigate the 
structure, properties of quasi cyclic codes and give a 
BCH-type bound for quasi cyclic codes. 

Keywords - linear code, cyclic code, quasi cycle code, 
BCH- bound. 

• • 
I. GIRIŞ 

Bilgi çağında yaşadığımız bu günlerde bilginin transferi 
(cep telefon lan, internet, bankacılık, vs.) ya da 
depolanması (CD, vs.) aşan1asında meydana gelebilecek 
bilgi zedelenmelerini koruma ve düzeltme amacıyla 
kodlama kullanıln1aktadu. 

N Külhan, Adapazarı Atatürk Lisesi, Adapazan, Sakarya 
İ.Şiap; Gazıantep Üniversitesi, Adıyaman Eğit im Fakültesi ..., ) 
Adıyamar.. e-mail : isiap@gantcp.edu.tr 
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Bu anlamda kullanılan kodlar içinde lineer kodlar önemlı 
bir yer tutn1aktadu. Bu çalışn1ada, 1ineer kodlar ailesinin 

zengin cebirsc l yapısına sahip ve bu ailenin bir alt 
kümesi olan yarı devirli kodlar ailesi incelenecektir 
İkinci ve üçüncü bölümlerde s ırasıyla lineer ve devirli 

kodlar ile ilgili temel tan1m ve teorernler verilecektir 
Üçüncü bölümde ise yan devirli kodlar ailesı 
tanımlanacaktır. Bu kod ailesi ile ilgili öınekler verilip 
teoremler ispatlanacaktır. Bir inci ve ikinci bölümde 
geçen tanım, teorem ile i l gili daha geni ş bi lgi  için [1] 
kitab1ndan faydalanılabilir. 

II. LiNEER KODLAR 

t pozitif bir tanısayı ve p bir asal sayı olsun. Fq, 
karakteristiği p olan q == p1 elemanlı sonlu bir cisinı 
olsun. � c.isnıini lusaca F ile gösterelin1. Fn , F­
vektör uzayının bileşen bileşene toplama ve skaler ile 
çarpma işlemlerine göre herhangi b:,. alt vektör uza yına 

n uzunluğunda bir lineer kod denir. C alt vektör 

uzayının (yani kodun) boyutu k olduğunda C ye kısaca 

bir [n, k] -kod denir. Bu durumda C nin eleman sayısı 

qk olur . F" nin elemantarına söz, C nin elemanlanr:· 

ise kodsöz denir. X, .Y E Fn vektörlerinin karşılıklı 

bileşenlerinin farklı oldukları yerlerinin sayısına x ve ); 

vektör]erinin 1/amnıing uzaklığı denir ve d ( x, y) ile 

gösterilir. 

d: A"x A" �cı 
ve d ( x, y) = {i j xi ;t: Yi, 1 < i S n }1 olmak üzere, 

(A11, d) ikilisi bir metriktir. 

d(C) == n1jn d ( x, y) sayısına 
r, yeC,xt:y 

c kodun 
nıiuilnlun uzttklığı denir. F cisnıi üzerinde tarnn1lı olan 
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n uzunluğunda, k boyutlu, ve ınininıum uzaklığı d olan 

Bır kodsözdeki sıfırdan farklı bilcşcn]erin sayısına ise o 

kodsözün Ha1nming ağırlığı yada kısaca kodsözün 

ağırlığı denir. İki kodsöz arasındaki Hanınıing uzaklığı 

ıse bu kodsözlerin farklarının Haınnıing ağırlığına eşittir. 
C deki kodsözlerin sıfırdan farklı en küçük ağırlığına C 
nin Hamming ağırlığı denir ve kısaca vv( C) ile 
gösterilir. Diğer yandan, C deki sıfırdan farklı en küçük 
Harnıning uzakbğ1na ise C nin tnininıum uzaklrğı denir 
ve d (C) ile gösterilir. Lineer kodlarda 

d (C) = ıv( C) dir. Lineer kodların vektör uzayları 
olnıası dış ında Elamnnng uzaklığı yardımtyla kodun hata 
düzeltrne kabiliyeti hakkında bilgi ediniriz. Hanıming 
mınımum uzaklığı biln1enin faydası aşağıdaki teoreın ile 
Qöıülür: � 

Teorem 11.1: [1] C lineer kodun uzunluğu n ve 
minimun1 uzaklığı d = 2t + 1 veya d = 2t olsun. Bu 
durumlarda C kodu tam t hata düzeltir. 

Tanım II.l. C, [n ,k] bir lıneer kod olsun. Satırları C nin 
bazından oluşan k x n tipindcki matrise C nin üreteç 
tnatrisi denir. 

Eğer bir C kodunun bileşenlerine bir permütasyon 
uygulanarak D kodu elde ediliyorsa C kodu ile D kodu 
birbirine denktir denir. Dikkat edilirse C ile D nin üç 
temel parametreleıi n, k, ve d aynıdır ve kodlama 
anlaınında farklı yapılar değildirler. 

II. DEVİRLİ KODLAR 

(n, q) == 1 olsun. Rn = Fq [ x]/ (x" - 1) bir temel ideal 

halkası dır. 

fJI: V(n,q) � R1� 

lfl ( (Co� Cı ' ... ' Cn-1 )) == Co +Cı X+ . . . + Cn-ıXn-1 .... (JJI.]) 
ıs e lj/ , V (n, q) ile R, arasında bir F'_1-vektör uzayı 

izonıorfizmasıdır. 

Tanım III.l: C lineer bir kod olsun. Eğer herhangi bir 

(c0,cp···,cn-ı) E C için (c11_pc0, • • .  ,c11_2) E C ise 

C c V (n, q) 'ye bir devirli kod denir. Yani, C devirli 
kodun herhangi bir kodsözü devresel olarak 1 bileşen 
sağa doğru ötclendiğinde yine kodun içine düşerse bu 
lineer koda devirli kod denir. C devirli kodu '!' (C) ile 

özdeşlendiğinde Rn ' nin bir ideali olduğu görülür. 
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bir C kodu kısaca [n, k, d]q -kodu olarak gösterilir. 

R11 bir ten1el ideal halkası olduğundan, C devırli 

kodunu üreten bir f (x) polinomu vardır, yani 

C = ( f {X)) , a ynca f ( x) 1 ( x" - 1) [ 1). 

•• 
Onermelll.l: [ 1] 

f(x)==a0+a1x+ ... +arx', a,=l ve f(x) 

fonksiyonu X11 -1 'i tam bölsün. C= (f(x)), Rn' nin 

bir ideali olarak j'(x) 'in ürettiği devir1i lineer kod olan 

C ' nin boyut1ı n- r = k ' dır ve üreteç matrisi, 

o • • •  o 
o • • •  ao G== • • • 

ao • • •  a,. 

şeklindedir. 

ao 
• • • 

o 

• • •  

ar 

• • • 

a, 

o 
• • • 

o kxn 

Yukarıdaki Teorem II.1 de görüldüğü gibi kodun 
ıninin1tım uzaklığını biln1ek çok önemlidir. Devirli 
kodlarda rninin1um uzaklık icin bir alt sınır veıme imkanı � 

varclır. Bu alt sırura BCH sınırı denir. 

Teorem (BCH sınırı) III.2: (1] C=(f(x))cR" 
devirli bir kod ve f(x) 1 (xn -1) olsun. f (X) 
polinonıunwı parçalanış cisnu �s olsun. Fq·' cismını 

üreten ve birimin n . ilkel kökü w olsun. w nin f (X) 
in kökü olan en çok sayıdaki ardışık kuvvetlerinin sayısı 
a olsun. Bu duıumda 

d( C)> a +1 

olur. 

III. YARI DEVİRLİ KODLAR 

n uzunluğundaki bir kod içinde 1 bileşen ötelernesi ile 
invaryant. kalan lineer koda devirli kod denıiştik. Bunun 
doğal bir genellenıesi ise l ( 1 � l � n ) ötelernesi altında 
invaryant kalan (değişmeyen) kodlardır. 

Tanım IV .1: l ( 1 :::; l :::; n) devirsel ötelen1esi altında 
invaryant kalan koda / -yarı devirli ( l-Quasi-cyclic) ya 



U IUl Ot 111\Jtn l:.n tu 1 rgi 1 

7 �·1 n 3) 

·ı ·od denir. n ilc 1 aralannda asal 

J ·1 nnda 1-Q kodu devirli bir kod olur. Bu dunını 

1 •u oh dığın n n = nı/ alınır. Ayrıca bu bölünıün 

lll ilc q B)'llarının aralarında asal oldukları 

Y n . 'irJi .. odlaı üzerinde yapılan çalışnıalar son 

z n ni ıd . yoğun la nuştıı. Bunun baş b ca sebeplerinden 

· azli n unlnrdır: 
1. \' n devirli kodlar devirli kodların doğal bir 

n lle tuiln ·si oldu�undan cebirscl yapılan zengindir 

[2),[ ),( ],[5],[9]vc[J3]. 
2. A i totık (çok bü}'Ük uzunluklarda) olarak 
iyidirler [ 1 ], 

. Bazı n n:ıli kodların yapılan yarı devirli kodlar gibi 
} d bunla , denktir [1] ve [ 13], 

n z.arnanlarda yapılan araştını1alarda en i yi 
p mı 1 n leı ahip lineer kodJar yan devirli kodlar 
il in �n elde edihniştir [6], [7], [lO), [1 1], ve (12]. 

Yuk nd S3)1dığnnJz scb pler bu kod '' ilesini yeterince 
ilgin kılnıaktadır. 

Co Cı • • • �lll 

cm Co 1 .2�: • 
· · · cm-ı 

·tipindeki 
• • 

••• 
rnntrislc dc,'rc 1 (ciıculant) nıatd denir. 
Y n · virJj (Q } kod ailesinin üreteç matıislcrinin 

ynpı ı [5] makale inde şu aşağıdaki önernJi tcorem ile • 'elimıştır: 

'ooren1 l\'.1 :: [5] C. n uzunluğunda bir 1-QC 
· u olsun. 

� i} j,• g gv ij O 1 • •• gm-ı 
- gu_. gg . .. g!-ı ı G- : , 5i5k,lsJ<l 

o 
ı (j g2li g ii g. ... 

. o 
nı 111 tipınde devre el alt nıatrislt'r olınak üzere C du, trctcç ınatrisi 

••• 

• • • ....... (IV.l) 

••• G ki mb:n 

�·�· in e olan bir koda denktir. 

.._"'1
.· ...... • ... 1 ·i Tcorem }'ardımıyla 1-QC kodlarının üreteç en (f '.l) ekhnde olduğunu kabul edebiliriz. 
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DeYirli kodlaı-a �enzer şekilde (lVJ) maui 1 ....... a.' satıra (111.1) dckj �� dönüşünlü yardnnıyl 
gıbi bi�. 

poiinon� vcktörü karşıh � - ( lj lj / 1 ) gii = g(' 'gı ' ... , g,� - ı ., olmak üzere 1 S i -s: .. 
<P 

[ g,p · . . , gıl] �( w(g ı), .. , IJI(;if,,)) 
şeklinde bir <D dönüşünıü tanın1lansın. 

Teorem JV.2: ct> (C) kümesi ( � t( · _ 

nıodülünün bir Fq -alt ınodülüdür. <l> dön 
C kodundan <1> (C') n1odülüne birebir ve ört n o� 

� -modül homon1orfizınasıdır. 

İsp a  t: <l> (C) kümv;ı ( Fq 1 (X nı - 1) )' nıadliJn� 
Fq -alt modülü olduğu ayıktır. 

ep( (g,p ... ,gil) + ( g}i' ... ,gjl)) 
= <f>( gil + g,P . . . , gil + gj/) 

= (If ( g,ı + gjı) , ... , ı;.r ( g;, +Ri,)) 
ve fj/ toplamsal olduğundau Cl> toplanlSaldu. 

Diğer yandan, ;ı E F olsun . q ' 

Cl>( A. ( g,p · .. . g,,)) = (j) ( ll.,ft;ı: . . .  , Agil) 
= ( tf/ ( Ag,.1), • • • ,V' ( Agu )) 
= (}V VI ( g,., ) ' ... ' )� V-1 ( g i. ) ) 
= ;, ( If/ ( g;ı ) , .. , If ( g a ) ) = }. (D ( g;ı .. · · ğlJ) 
bulunur. Çek ( <P) = { (()�O . ... . . 0)} oldu un_. .. 

birebirdir. Örten olduğu ise tanın1dan görGıme,.ıo.�ıı.;._ı 

Dolayısıyla, ct> öncn Ye birebir olan bir F - 'tıtm!It....J 
bon1omorfızn1ası dır. 

Yukandaki önern1e ) ardıınıyla /-QC 
( � 1 ( x" - 1 ) )' modülünün birer alt ınodul 

düşünebiliriz Bu yaklaş: ın yardınuylaJ ) n 
kodların yapıları hakkında daha çok biJgi lru . .-ı� 

( Fq 1 ( x"' -1 ) )' nin s t:uıe elcınaııı ıarafındau 

bir C koduna s üreteç/i bir 1 -QC kod denır. B � ... �· "*' 

C kodunun boyutuna eşit oln1ayabilir. 
verilecek olan tcorenuer Gröbner bazlan yatd n .. 

ve [ 4] tarafından ı spallannuştır. 1\ncak, (' ] de ���:.ı-......... � 

gibi daha temel bir yaklaşın1la tcoreın]e 

verilmiştir. .Ayrıca� Teoreın IV.4 lin IL ve II · �·�=­
yazarlar tarafından vcrilnıiş ye ispatlanmışnr. 
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liıl·ı·llı. s iırctt\ lı n= nı/ 
ll ı) ..1. == 11f�X { dcg ( h, ( x) )} olmak üzere 

{G(x) xG( ,) , ... ,xA-ıc(-,)} h ır 1 "H h o d \C 
( \ ) . -� .�

·

, ( � )) nluu. Bu ldrafından üıetiJcn C" kodun F • • 1 deki boyutu A, ve durumda, ı <. 1 . ! \ (' 1 ...... i .. ·' 

ı \c 

( l ,, J ) 
ispat: C kodunını ılk 111 hlukıınd.tıı (dk ııı J ( JJdanut 
kısıtlanışı) elde l·dılcıı '�:1 lt n fl·r 111 u/unhığunda hiı deviılİ kOcJUTll'fL•tJlalllattdıı. rJJ hnhtllldCJ1, htı <f "\'lfJı kt <f 
�(t)!(x"'-1) ın lıı :<k.ı'ı oi,Jııııııııdaıı g1(r) 

ıarafmdanürerıJu Ben/ll �·kıldl· ıhıncı 111 ,l. 1 . n 1 b 1 o k 1 a n h ı ı c ı ( : l' , ı ı lı ı.. , h 1 ı ıı l' ı ı 1 

ırnsıyJu 

ıstencn sonuç elde eel Ir ıı' , ılı ı ı 
D ola yı sı y la, 

• 
Teorcm JV.4: i_ I, 2 . . , 1 11111 g, ( 1 ) 1 ( r"' 

X111- ı\ f (x), 
. ( 

_

) 
) ! ( l"ııı1 (·kodu 

g, .\ 

(!ı (x) g, ( .\ ) , l ( ı ) g , ( ı ) . . . , .J; (.' ) g 1 ( � ) ) 

1) ve 

elemanı t r ı ara IJH :ın ıut·tılcn tek üretc�·lı 11- nı/ uzunluğunda bir 1 Q( · J·od ulsıın. Bu du ı unıda , !) hoy(C)=m-dcg( chnh(g1 (.1 ) , ... ,g, (x))) 1 Birimin rn ilk ·ı ı •. ı ) . .. .. 
· t "01\'' \1' nlıııak Oi'tll' lt' nın g, (x ın koku olan en r· k .. ı ı .,o s.ıyı( :ı to. ı aıdı�1k kuvvcılerıııiıı nyısı • 

. x"' J 
a,. h1 (.l.) == __ _ 

g 1 ( .\ ) 
ve C (X) == ( J, ( r) l! ı ( 1 ) • · · · , .1; ( X) g 1 ( x) ) o lsun. 

ı ,, 
l) P = n,ıi/ı·l dcg( lı, ( \ 1 )} 
/G(x),xG(x) . . . . ,x'· '<;(x)} 

olrııak tit.cre 

tarafından üretilen 
nıinimuın uzakl ığ ı 

1 

( ·' kodun l dek ı �oyu tu )i ve 

d (C') � I ( a, J 1 ) 
l ı 

eşıtsizliğini sağlar. 
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ını ı ıı nıtu11 uzak lı ğı 
( ll) 1 d , C � n;�i1n fa; -ı- ı} 

eşıt ızliği ıı 1 sağlar. 

isp;ıt:1) l( [x] 'te f/ • 

ı�J OK (lı, (x),!ıı (x) , . .. ,lı, (x))== H(x) 
ol un. ller i= 1, 2, . . . ,1 ıs· in ( x111 -1) 1 H ( x) g; ( x) 
o 1 m . D i ğer ya nda ıı ise herhangi bir p ( x) ve 

dcg ( p ( x)) < deg ( 11 ( r)) ıçin 

( x"' - 1 ) / p ( x) g; ( r) . Yani, 

j) (X) ( f, (X ) g1 (X) , ... , ft (X) g1 (X)) =!; 0 . 
Dolayısıyla 

l oJ' (c�)= deg ( 11 ( x)) = 

=nı- dcg ( ebob (g, ( x ),g1 (x ) , ... ,g1 (x ))) 
l 1) ' kodunu ilk ın k oordinatı 1n uzunluğımda 
devirli bir kod olduğunu biliyoruz. Bu devirli kodun 
rnininıuın ağırlığı Tcorcn1 III.2 ye göre en az a1 + 1 dir. 

13cnzt:r şekilde 2. nı; 3.nı, ... . , 1. m bloklarından elde 
edi le n devi rli kodJan n nıiniınuın uzaJCıklar en az sırasıyla 

a2 ·f· 1, .. . , a1 + 1 dir. C' kodu C nin bir alt kodu ve m 

hloklnrıııdan en az bin dain1a sıfırdan farldı olacağından 
istenen sonuç elde edilir. 

JJT) C" kodu yine C nin bir alt kodu ve sıfırdan 
fark h herhangi bir eleına nın her bir n1. bloku sıfırdan 
la ı k lı olacağından Teorcın 1ll.2 e göre m. blokların her 

birinin l Janırning ağırlığı en az a,. +I olacaktır. 

J)olayısıyJa, sıfırdan farklı olan bir kodsözün ağırlığı 
blokların ağırlıkJannın top1an11arından fazladır. 
Dikkat edildiğiııdc yukarıdaki teorem ile herhangi bir yan 
devirli C kod için çok iyi bir alt sımr elde etme imkaru 

yoktur. Ancak, yarı devırli kodlar arasında özel bir aile 
için dunın1 daha farklıdır: 

Sonuç IV.l: i=1,2, . .  ,l için g(x)l(xnı-ı) ve 

,., ı r -
(; { x), .. = 1 olsun. C kodu 
� ı g(x) 

(!, (x)g ( x ),.f, (x )g ( x ), ... ,;; ( x )g(x)) 
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elemanı tarafından üretilen tek üreteçli n = ml 
uzunluğunda bir l-QC kod olsun. Bu durun1da, 

I) boy(C)==m-deg(g(x)) ve 
II) birimin nı . ilkel kökü w olnıak üzere w nin 

g ( x) in kökü olan en çok sayıdaki ardışık kuvvetlerinin 
sayısı a ıse 

d (C) > l ( a + 1) . 

ispat: 1) Yukarıdaki teoren1de l = 1 alınırsa sonuca 
ulaşılır. 

II) İlk nı. blok ve diğer nı. blokların hepsi g (X) 
tarafından üretHen devirli kodlardır. C deki herhangi bir 
kodsözün sıfır olması için gerek ve yeter koşul her bir m. 
koordinatın sıfu olmasıdır. Dolayısıyla, sıfırdan farklı bir 
kodsözün her bir n1. koordinatı sıfıra eşit değildir ve BCH 
alt sınırdan her bir nı. blokun ağırlığı en az a + 1 dir. 

Toplam l blok olduğundan C de sıfırdan farklı herhangi 

bir elemanın ağırlığı en az l ( a + 1) dir. 

Yukarıdaki Sonuç IV . 1  i bir örnek üzerine uygulanışı 
göreliın: 

Örnek: m= 28 ve 1==2 olsun. n= 56 uzunluğunda ve 

k = 1 5 boyutunda F3 c ismi üzerinde bir QC kod 

oluşturalım. g ( x) 1 x28- 1, deg(g( x)) = 13 olacak 

şekilde bir C= ( ( g( x ),.t; { x )g(x))) QC kodu 

bulahm. 3 ün modülo 2 8  e göre çarpımsal mertebesj 6 

olduğundan x28 - 1 polinonıun K parçalaııış cisminin 

F; üzerindeki boyutu 6 dır. x6 + x + 2 polinomu F; 
üzerinde ilkel olduğundan, K parçalanış cisnunı 

K== Jt;[x]!( x6 + x + 2) olarak alabiliriz. cl, ( a ) 
ile a nin devresel ( cyclotomic) kalan sınıfını gösterelin1: 

c/(1) = {1,3,9,19,25,27}, 
c/(2)= {2,6,10,18,22}, 
cl( 4) = {4,8,12,16,20,24}, 
c/(5) = {5,1 1,13,15,1 7,23} ,cl(7) = {7,21} ve 

c/(14) = {14} bulunur. 

X28 -1 polinarnunu bölen ve derecesi 13 e eşit olan 

cl(I),cl(2),cl(4) ve c/(5) içinden herhangi ikisi 

ile birlikte cl ( 14) ten meydana gelen bir g ( x) 
polinomu oluşturalım. Bunun için tam 6 seçenek vardır. 
Bunların arasından bırimin 28. ılkel kökü w nun 
kuvvetleri olan devresel kalan sınıflardan en yüksek 
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ardışıldığı T == cl ( 4) U cl ( 5) U cl ( 1 4) seçiminden 

elde edilir. Dolayısıyla, 

= x13 + x1 1 + 2x10 + x8 + x5 + 2x3 + x2 + 1 
polinomu seçildiğinde, g ( .x) in kökleri arasında wi, 
1 ı <i < 17 da vardır. Yani, g (X) in ardışık 7 tane 

kökü vardır. 

f ( ) 5 7 ') 8 2 10 12 13 2 X = X + X + -X + X + X + X 

olarak aldığınuzda 
28 1 X -

/2(x), g(x) =1 olur ve 

( g, f2g) tarafından üretilen kodun minimum uzaklığı 

Sonuç IV.l den dolayı en az 16 ohu·. Gerçekte, [7] de 
gösterildiği gibi bu kodun esas minimum uzaklığı 23 tür 
ve bu parametrelerc bağlı bilinen en iyi lineer kodtur. 

Sonuç olarak yarı devirli kodların ce birsel y apılan çok 

zengin ve bilinmeyen yönleri çoktur. s == 1 ıçın 

çalışmalar [2J de yapılnuştır. s> ı için ise [3] ve [4] 
Gröbner baz yaklaşınu ile yarı devirli kodların yapıları 
anlaşılınaya çalışılnuştır. Ancak, s> 1 üreteçli yarı 
devirli kodların yapıları halekında olgunlaşmış bir teori 
yoknır. Son zamanlarda [13] de yarı devirli kodların 
cebirsel yapıları incelcıuniş ve bu kod ailesinin duaileri 
hakkında bilgi verilmiştir. 
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