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YARI DEVIRLI KODLAR

Nilgiin Kiilhan, Irfan Siap

Ozet - Lineer kodlar ailesinin icinden olan devirli
kodlar cebirsel olarak zengin bir yapiya sahip
olduklarindan énem arz ederler. Ancak daha biuyiik
uzunluklarda hata dizeltme kabiliyetleri
zayiflamaktadir. Bunun aksine, yar1 devirli kodlar
devirli kodlarin bir dogal genellemesi olmasina
ragmen biiyiik uzunluklarda cok iyi bir performans
sergilemekte ve bir c¢ok yeni kod bu aileden
kesfedilmektedir. Bu calismamizda yar devirli
kodlarin cebirsel yapilari, ozellikleri incelenecek ve
BCH tipinde bir alt sinir verilecektir.

Anahtar Kelimeler - lineer kod, devirli kod, yari
devirli kod, BCH - sinir.

Abstract- Cyclic codes which are a family of linear
codes have a rich algebraic structure. However, their
error correction capability for larger lenghts is weak.
On the contrary, although quasi cyclic codes are a
natural generalization of cyclic codes in larger
lengths they perform better than cyclic codes and
many (record breaking) new codes are found fromn
this family. In this survey, we investigate the
structure, properties of quasi cyclic codes and give a
BCH-type bound for quasi cvclic codes.

Keywords - linear code, cyclic code, quasi cyclc code,
BCH - bound.

1. GIRIS

Bilgi ¢aginda yasadiginmz bu giinlerde bilginin transferi
(cep telefonlar, iInternet, bankacilik, vs.) ya da
depolanmas: (CD, vs.) asamasinda meydana gelebilecek
bilgi zedelenmelerini koruma ve diizeltme amaciyla
kodlama kullanilmaktadir.
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Bu anlamda kullanilan kodlar i¢inde lineer kodlar éneml
bir yer tutmaktadir. Bu calismada, lineer kodlar ailesinin
zengin cebirsel yapisina sahip ve bu ailemin  bir alt
kiimesi olan yar1 devirli kodlar ailesi incelenecektir
Ikinci ve iciincii béliimlerde swasiyla lineer ve devirli
kodlar ile ilgili temel tamm ve teoremler verilecektir
Uclincii  béliimde ise yar devirli kodlar ailes
tanimlanacaktir. Bu kod ailesi ile ilgili 6imekler verilip
teoremler ispatlanacaktir. Birinci ve ikinci bdéliimde
gecen tamim, teorem ile ilgili daha genis bilgi i¢in [1]
kitabindan faydalanilabilir.

II. LINEER KODLAR

! pozitif bir tamsayr ve p bir asal say1 olsun. f,

karakteristigi p olan ¢ = p' elemanh sonlu bir cisim
olsun. £ cismini kisaca F ile gosterelim. F", F -

vektOor uzaymun bilesen bilesene toplama ve skaler ile
carpma islemlerine gore herhangi bir alt vektér uzaymna
i uzunlugunda bir lineer kod denir. C alt vektor
uzaymin (yani kodun) boyutu k& oldugunda C ye kisaca

bir [#, k] -kod denir. Bu durumda C nin eleman sayis!
k no_. % -
# olur. /" nin elemanlarma séz, C nin elemanlarir

isc kodsoz denir. X,y € F" vektorlerinin  karsilikli
bilesenlerinm farkl: olduklam yerlerinin sayisina x ve y
vektorlerinin Hamming uzakhg: denir ve d ( X, y) 1le
gosterilir.

d:A'x A" — ]

ve d(x,y)= l{l | x. 2y, 1LiL n}l olmak iizere,

(A", d) ikilisi
d(C)=

metriktir.

kodun

bir

mm d(x, y) sayisina
t,ye(C,x#y

€

minimum uzakh@ denir. ' cismi iizerinde tamimli olan
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n wzunlugunda, & boyutlu, ve minimum uzakhgi d olan

Bir kodsozdeki sifirdan farkli bilesenlerin sayisina ise o

kodséziin Hamming agirhigr yada kisaca kodsOzin
agirligr denir, Iki kodsoz arasindaki Hamming uzakhg)

ise bu kodsozlerin farklarinin Hamming agirligina esittir.
C deki kodsozlerin sifirdan farkli en kiigiik agirligina C

nin Hamming agrhgs denir ve kisaca w((C)ile

gosterilir. Diger yandan, C deki sifirdan farkli en kiiciik
Hamming uzakligina 1se C nin minimum wzakligr denir

ve d(C) ile Lineer  kodlarda

d(C)=w(C)dir. Lineer kodlarmm vektdér uzaylan
olmas: diginda Hamming uzaklig1 yardimiyla kodun hata

gosterilir.
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bir C' kodu kisaca [7,k,d ], - kodu olarak gdsterilir.
R bir temel ideal halkasi oldugundan, C devirli

kodunu ireten bir [ (r) polinomu vardir, yani

L= <f(x)> cayrica  f (x) | (x" =1) [1].

OnermellIl.1:[1]
Jx)=ay+ax+..+ax", a =1 ve f(x)

fonksiyonu x" —1°i tam bélsin. C = <f(,1)>, R_’ nin

bir ideali olarak f (x) ’in irettigi devirli lineer kod olan

diizeltme kabiliyeti hakkinda bilgt ediniriz. Hamming

- L . } | . C’nin boyutu # —# = k * dir ve liretec matrisi
minimum uzaklig1 bilmenin faydasi asagidaki teorem ile Y & ’

eOritlir: . ~
p = (@ e @

Teorem IL.1: [1] C lineer kodun uzunlugu »n ve G = 0 (y a, 0
minimum uzaklhigs d =2¢t+1 veya d =2t olsun. Bu
durumlarda C kodu tam ¢ hata diizeltir.

@ 0 . O g
Tamum ILI.1. C, [n,k] bir lineer kod olsun. Satirlar1 C nin . .

seklindedir,

bazindan olusan Kk X#a tipindecki matrise C nin iirete¢

matrisi denir.
Yukaridaki Teorem II.1 de gorildigi gib1 kodun
minimum uzakhgim bilmek c¢ok O©Onemlidir. Devirli

kedlarda minimum uzaklik icin bir alt sinir verme 1mkani
vardir. Bu alt sinira BCH sinir1 denir.

Eger bir C kodunun bilesenlerine bir permiitasyon
uygulanarak D kodu elde ediliyorsa C kodu ile D kodu
birbirine denktir denir. Dikkat edilirse C ile D nin iig
teme! parametreler1 n, k&, ve d aymdir ve kodlama

anlaminda farklt yapilar degildirler. )
Teorem (BCH simin) TI1.2: [1] Cz(f(x)>c R

devirli bir kod ve f(x)|(x"—=1) olsun f(x)

olsun. F, cismini
g

I1. DEVIRLI KODLAR
polinomunun parcalanmg cismi F
(n,q)=1 olsun. R =F [x]/(.r" — 1> bir temel ideal i

halkasidir. treten ve birimin 7 . 1lkel kokii w olsun. W nin f(x)

in kok olan en cok sayidaki ardisik kuvvetlerinin sayisi
a olsun. Bu durumda

d(C)Za+]

v: V(nqg) — R,

W ((Co-Crsis €y ) =Co + G x+... 4 x" L (IIL1)

se 7, V(n,g) ile R, arasinda bir £, -vektor uzayr ~ olur.

tzomorfizmasidir.

I11. YARI DEVIRLI KODLAR

Tamm II1.1: C lineer bir kod olsun. Eger herhangi bir
(€y,C5--2€,1)€C igin (¢, ,Cp5-.-,C, ,) €EC ise
C < V(n,q)’ye bir devirli kod denir. Yani, C devirli

kodun herhangi bir kodsé6zii devresel olarak 1 bilesen
saga dogru otclendiginde yine kodun i¢ine diiserse bu
lineer koda devirli kod denir. C devirli kodu v (C) ile

H uzunlugundaki bir kod icinde 1 bilesen Gtelemes: ile
mvaryant kalan lineer koda devirli kod deniistik. Bunun

dogal bir genellemesi ise / (1 </ < n) 6telemesi altinda
invaryant kalan (degismeyen) kodlardir.

Tamm IV.1: [ (1 </ <n) devirsel 6telemesi altinda

ezdeslendiginde R ' nin bir ideali oldugu goriiliir.
invaryant kalan koda /-yan devirli (/-Quasi-cyclic) ya
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da kisaca /-QC kod demir. n ilc [ aralarinda asal
olduklarinda /-QC kodu devirli bir kod olur. Bu durum

ging olmadifindan n = ml alimr. Ayrica bu boliimiin
wmaminda m ile g sayilanmn aralarinda asal olduklari

kabul edilecekur.
Yan devirli kodlar iizerinde yapilan g¢ahigmalar son

zamanlarda yogunlagnugtir. Bunun bashca sebeplerinden

bazilan sunlardir:
.  Yan devirh kodlar devirli kodlarin dogal bir

genellestirilmesi oldugundan cebirsel yapilan zengindir
(2),(3114),[5).09) ve [13).

2. Asimptotik (¢ok biiyiik
wyidirler [14],

3. Bazi nemh kodlarin yapilan yarn devirhi kodlar gibi
ya da bunlara denktir [1] ve [13],

4 Son zamanlarda yapilan aragtirmalarda en 1yi

parametrelere sahip lineer kodlar yan devirli kodlar
ailesinden elde edilnusur (6], (7], [10], [11], ve [12]).

Yukanda saydifimiz scbepler bu kod ailesini yeterince
dging kilnwaktadir.

uzunluklarda) olarak

€, ¢ C,,
c. C.

Tamm 1V.2: S " ipindeki
e & c, J

matnslere devresel (circulant) matris denir.

Yan devirh (QC) kod ailesinin iiretec matrislerinin
yapist [5] makalesinde su asagidaki Snemli teorem ile
vermistir:

Teorem 1V.1: [S] C., n uzunlugunda bir /-QC

kodu A ) olsun.
& 8 -
[} ] y
Ew- = |
G, = :' 5o S J<i<k 1< <!
L & gt & |

Mmxim upinde devresel alt matrisler olmak iizere
C kodu, firctec matrisi

Gll Gu G”
. G G

G20 o (IV.1)
Gll Gn GU j

sexlinde olan bir koda denktir.

:’:k";d'kl Teorem yardimiyla /-QC kodlarinin iiretec
mamsien (IV.1) seklinde oldugunu kabul edebiliriz.
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Devirli kodlara benzer sekilde (1V.1) ‘matrisindeki hee

satira (I111.1) deki ¥ doniisimy yardnmiyla mtsm

gibi  bir  polinom  vekiori kg rstlik e

g = (80,8 +s&ny) olmak iizere |Si<k wxe
@

[gmmsgu]_)(‘/’(gl ). - w(g,))

seklinde bir @ doniisiimi tanimlansm,
Teorem 1V.2: (D((.') Kiimes (F;I(x'—lj_‘.
modiiliinin bir £ -alt modulidir. O déngghms s

C kodundan @ ( C) modiliine birebir ve drien olan =

Fq -modiil homomorfizmasidir.

Ispat: (D(C) kiimesi (fq /(.1:"' —1))l madiilinéin b

F_ -alt modiilii oldugu agikur.

(I)((gil,...,g.-,)+(§,1*""§/’))
=D(g,+ 8B+ 8,

=(¢,/(§I., +Z )W (B, +g—if))

vety toplamsal oldugundan @ toplamsaldir.

Diger yandan, A € F_ olsun,
O(A(8,,-8)) = D(AG,,.... AZ)
=(V’(’1§f1)*-""/’(’1§r1))

(Av (&), 2w (2,))
A(W(8)s o (E,)) = AD(Z, 0 8u)

bulunur. Cek((l))-—-{((),()......())} oldujundean @

birebirdir. Orten oldugu ise tammdan gOriume kted
Dolayisiyla, (D 6rten ve birebir olan bir F;- mod

homomorfizmasidir.
Yukaridaki  Onerme | -QC
W,

(Ff} /(xm "1)) modiiliiniin birer alt modith! olaras

diisiinebiliiz. Bu vaklagim yardimiyla, yan di\“‘
kodlarn yapilari hakkinda daha ok bilgl edimicois

!
(Fq /(xm “1)) nin S tane eleram tarafindan Sreties

bir C koduna S iirete¢li bir | -QC kod dcmr Burada.
C kodunun boyutuna esit olmayabilil Asabd

- da I3
verilecek olan teoremler Grobner bazlan Y‘;‘;‘m}" e
ve [4] tarafindan ispatlannustir. Ancak, [8] de agaipdse

gibi daha temel bir yaklagimla lCOW"I‘:;““ ‘5;_*“
verilmistir. Ayrica, Teorem 1V.4 un 11 ve lII. fosam
yazarlar tarafindan verilmis ve ispatlanmusti.

yardimiyla kod &r
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()]

Teorem IV.3: ( kodu :* ( \ ),tg;_ ( \ )

' 8
kimesi tarafindan wrenlen s urcetevlr n =/
uzunlugunda all [ Q4 hod ve
g(l):(gl( \)'E: ( \ ) “.u'(( \ )) olsun. 131
durumda, <1 8! ve | < =5 cIn

. )

ful®)e (). g (V) (v

([ ] |
x =1

L‘ﬁf(x)’g{(_r) ‘
i) gi(x) e £, (1) ()

Ispat: C kodunun ik 2 Blokandan Glk m koordinata
kisttlamgt)  elde cdilen vektorler uzunlugunda bir

§ : (")

| ve

. l

y
arafindan lretihr Benvse schalde tkimer o ve sirastyla

[ m bloklars i Ges
Stenen sonug elde ed iy ol

hod et Dolayisiyla,

A 1y 10 .(,’,(\) (\‘m l) ve

Teorem IV.4: | — | >

L alsun C kad

L
A& (x). /(e () r () (1))

elemam tek
(!

Ru durnmda,

i boy((.ﬁ)z m dt‘g( L'h”h(.L’: ( V)

lam!'m(l;m nietlen N = ml

wzinlupunda hir / QOC kod olsun.

wretech

I

n kokit olan en ¢
€N ok sayidaki trdiyik kuvvetlernimn sayist

(1‘ | ht- ( ¥ ) - G ]

A
2,(x)
« Gy

(/l( “)L’n‘ \ )/,(\)Q, (\)) olsun,

n

H=min! .
] | ldLg(/’, ( \ ))} olmak uecere

'[G . '

6(2),xG(x),. o Gl
tarafindan uretiley G
mimum Uzaklp,

(I(C')E i(u‘ #1)

[

—
L]

)

------

kodun /- dekt bovutu A V€

Stsizligini sagy

Yari Devir Kodlar
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n

A= n}gx {dcg(lz,. (x))} olmak {izere
{(i(,r),x(j(.r),...,.r’l"(?(x)}

tarafindan iretilen C" kodun
munimum uzakhg
!

d ( C") > ”?j,“ {a,. +- 1}

111)

I deki boyum A ve

cyisizhgini saglar,

Ispat:]) Folx] e
EKOK (4 (x). 4 (x),... 1 (x))

-——
e

(x)

olsun. Her 1=1,2,.../ icin (x"’-])lH(x)g.(x)

herhangi bir  p(x) v
deg(p(x)) < deg (H (x)) cin
(,r’”-—1)[/)(1}5’,-(1()‘ Yani,

POV ()8, (5o (x) g, (1)) 0.

NDolayisiyla,
boy(C) =deg(H (x))

= -~dcg(ebob(¢gfl (x),g, (x),...,g,(x»)

i) (" kodunu ilk m koordinati M uzunlugunda
devirli bir kod oldugunu biliyoruz. Bu devirli kodun

minimum agirhgi Teorem II1.2 ye gére enaz a, +1 dir.
Benzer sckilde 2. m, 3.m, ..., I. m bloklarindan elde
cdilen devirli kodlarin muinimum uzak'klar en az sirasiyla
d, -+ l,...,a, +1 dir. C" kodu C nin bir alt kodu ve m
bloklarindan en az biri daima sifirdan farkli olacagindan

istcnen sonug elde edilir.
117) C" kodu yine C nin bir alt kodu ve sifirdan

tarkh herhangi bir elemanin her bir m. bloku sifirdan
farkli olacagimdan Teorem Il1.2 e gére m. bloklarin her

birinin Hamming agirhigienaz g, +1 olacakur.

Dolayisiyla, sifirdan farkl: olan bir kods6ziin agirlig:

bloklarin agirhklarinin toplamlarindan fazladir.
Dikkat edildiginde vukaridaki teorem ile herhangi bir yan

devirli C kod igin ¢ok iyi bir alt simr elde etme imkan
yoktur. Ancak, yan devirli kodlar arasinda 6zel bir aile

icin durum daha farkhdir:
Sonu¢ IV.l: i=12,.,/] icin g(x) | (x"’ ——1) ve

olur.  Diger yandan ise €

o
—

= ] olsun. C kodu
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elemam  tarafindan iiretilen tek iiretecli » = ml

uzunhigunda bir /-QC kod olsun. Bu durumda,
1) boy(C)=m~—deg(g(x)) ve

IT) ilkel kokii w olmak lizere W nin

g (x) in kokii olan en ¢ok sayidak: ardisik kuvvetlerinin

birimin M .

sayist d 1se

d(C)=1(a+1).
Ispat: 1) Yukandaki teoremde /=1 alinirsa sonuca
ulasilir.
I) ilk m. blok ve diger m. bloklarm hepsi g(x)

tarafindan iiretilen devirli kodlardir. C deki herhangi bir

kodsoziin sifir olmass icin gerek ve yeter kosul her bir m.
koordinatin sifir olmasidir. Dolayisiyla, sifirdan farkli bir
kodso6ziin her bir m.. koordinati sifira esit degildir ve BCH

alt sinirdan  her bir m. blokun agirhg en az @ +1 dir.
Toplam / blok oldugundan C de sifirdan farkli herhangi

bir elemanin agirh:ig1 en az l(a + 1) dir.

Yiukaridaki Sonug I'V.1 1 bir 6rnek ilizerine uygulanist
gorelum:

Ornek: m =28 ve I=2 olsun. # =56 uzunlugunda ve
k =15 boyutunda [, cismi iizerinde bir QC kod

olusturalim. g( )|x -1, deg(g( ))—-~12 olacak
C ((g(x),fz(x)g(x)» QC kodu

bulahm. 3 iin modiilo 28 e gére ¢arpimsal mertebesi 6

sekilde bir

oldugundan x* -1 polinomun K parcalams cisminin

F; tzerindeki boyutu 6 dir. x° + x+2 polinomu F;

tzerinde 1lkel
K = F[x)/(x®*+x+2) olarak alabiliriz

cismini

cl (a ( )

ile @ nin devresel (cyclotomic) kalan sinifim gésterelim:

cl(1)=1{1,3,9,19,25,27},
cl(2)={2,6,10,18,22},
(4)={4,8,12,16,20,24},
(

(

oldugundan, K parcalanis

) =1
cl(4)={
cl(5)=1{511,13,15,17,23} ,cl(7) ={7,21} ve
cl 14) {14} bulunur.

] polinomunu bélen ve derecesi 13 e esit olan

Cl(l),Cl(Z),cl(4) ve CZ(S) icinden herhangi ikisi
ile birlikte 61(14) ten meydana gelen bir g(x)

polinomu olusturalim. Bunun i¢in tam 6 secenek vardur.
Bunlarin arasindan  birnmin 28. ilkel kokii w nun
kuvvetleri olan devresel kalan siniflardan en yiiksek
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ardisikhgn 1 = ¢l (4) U 01(5) U Cl(l 4) seciminden
elde edilir. Dolayisiyla,

[1(x-)

el

g(x)

= " 2 e 2 %+

polinomu se¢gildiginde, g ()C) in kokleri arasinda W',

11<i<17 davardir. Yani, g(x) in ardisik 7 tane

koka vardir.

[ 2 (\) =X +x +2x 4+ 2x° + X+ X"

—_—
CE—

olur

\{®

3 _1 A
olarak aldigimizda | f, (x) ! - =1

8(x))

( g, fzg) tarafindan iiretilen kodun minimum uzaklifi

Sonug¢ IV.] den dolay: en az 16 olur. Gergekte, [7] de

gosterildigi gibi bu kodun esas minimum uzaklig: 23 tiir

ve bu parametrelerc bagli bilinen en iy1 lineer kodtur.
Sonu¢ olarak yari devirli kodlarin cebirsel yapilan ¢ok

zengin  ve goktur. s=1 igin
caligmalar [2| de yapilnustir. § 21 igin ise [3] ve [4]
Grébner baz yaklasimi ile yari devirli kodlarin yapilan
anlasilmaya cahsilnustir. Ancak, §>1 iiretecli yan
devirlt kodlarin yapilan hakkinda olgunlasmis bir teori
yoktur. Son zamanlarda [13] de yar1 devirli kodlarin

cebirsel yapilan incelenmis ve bu kod ailesinin dualleri
hakkinda bilgi verilmistir.
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