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Özet: Bu çalışmada reel kuaternionların genel tanımı yapıldıktan sonra reel kuaternionlarla Serret-Frenet formülleri arasındaki 
bağıntılar incelenmiştir. Reel kuaternionların dört baz elemanı ile temsil edilebilmesine karşın, kompleks nitelikte olan üç baz 
elemanı kullanılarak da vektörler  kolaylıkla ifade edilebilmektedir. Diğer yandan, kuaternion çarpımının çok iyi bilinen vektör 
çarpımlarından farklı olması Serret-Frenet formüllerinin reel kuaternionlarla elde edilmesi için  bir engel değildir. Bu çalışmada 
Serret-Frenet formüllerinin temsili için alternatif bir yöntem geliştirilmiştir. 
 
Anahtar Kelimeler: Reel kuaternion, Koordinat sistemi, Serret-Frenet formülleri. 

 

Serret-Frenet Formulas By Real Quaternions 
 
 
Abstract: In this paper; after general definition of quaternions, relations between real quaternions and Serret-Frenet formulas have 
been investigated. Although real quaternions are represented by four basis elements, vectors can also be expressed by using their 
three basis elements that have complex nature. On the other hand, the difference of quaternion product than well-known the vector 
product is not an obstacle to obtain Serret-Frenet formulas by real quaternions. In this study, an alternative formulation has been 
developed for the representation of Serret-Frenet formulas. 
 
Keywords: Real quaternion, Coordinate system, Serret-Frenet formulas. 
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 Giriş 
Kuaternionlar, 1843 yılında İrlandalı matematikçi 
William Rowan Hamilton’un kompleks sayıları 3-boyutlu 
uzaya genelleştirmek amacıyla yaptığı çalışmalar 
sırasında  bulunmuştur [1]. Klasik Newton mekaniğinden 
kuantum fiziğine, robotik uygulamalardan astrofiziğe 
kadar kendisine uygulama alanı bulan kuaternionlar, 
zaman içerisinde hem tanımları hem de cebirsel 
özellikleri bakımından geliştirilmiştir. Bugün reel, 
kompleks ve dual kuaternion olmak üzere üç farklı tipte 
kuaternion tanımı mevcuttur.  

Reel kuaternionlar yapı bakımından en basittir ve diğer 
kuaternion türlerinin tanımlanmasında temel rol oynarlar. 
Bu tür kuaternionlar, iki kompleks sayının bir çeşit 
genelleştirilmiş biçimi olduklarından  4-boyuta kadar 
fiziksel nicelikleri başarı ile ifade edebilecek 
özelliktedirler. Reel kuaternionlar, bir skalar ile imajiner 
baz elemanlarına sahip bir vektörden oluşan özgün bir 
yapı olarak düşünülebilir. Bu nedenle skalar ve vektörlere 
ilişkin özelliklerinin nerede ise tamamı kuaternionlar 
tarafından sağlanır. Kuaternionlar vektörlerin kullanıldığı 
fiziksel niceliklerin temsilinde önemli derede rol 
oynamaktadırlar. Ayrıca, özgün yapıları ve işlevsellikleri 
nedeniyle dönme ve öteleme hareketinin temsilinde de 
oldukça kullanışlıdırlar. Özellikle dönme hareketi ile 
ilişkili olan açısal yerdeğiştirme, açısal hız, açısal ivme ve 
momentum niceliklerinin türetilmesi konususunda Chou 

tarafından yapılan çalışma oldukça dikkat çekicidir [2]. 
Öte yandan Euler parametrelerinin birim kuaternion 
olarak ele alınması durumunda bir koordinat sisteminin 
yönelimini belirlemede doğrultman kosinüsleri gibi klasik 
yöntemlere göre önemli derecede avantajlara sahip olduğu 
Chou ve Wehage tarafından yapılan çalışmalarda da 
belirtilmektedir [2-3]. Bu nedenle kuaternionlarla dönme 
hareketinin temsili bir çok araştırmacı tarafından 
incelenmiştir [4-8]. 

Diğer kuaternion tipleri ise iki reel kuaternionun çeşitli 
kombinasyonları ile tanımlanırlar. Adından anlaşılacağı 
üzere iki reel kuaternionun kompleks bir kombinasyonu 
olan kompleks kuaternionlardan fizik yasalarının daha 
kısa ve öz biçimde ifade edilmesinde yararlanılmaktadır 
[9]. Lorentz dönüşümleri, rölativistik mekanik ve 
elektromanyetizma bu tür kuaternionlar yardımıyla daha 
kolay bir şekilde incelenebilmektedir [10-12]. Ayrıca 
sekiz bileşene sahip olmaları nedeniyle 
elektromanyetizma için temel yapı taşı olan Maxwell 
denklemlerinin tek  bir eşitlik ile temsil edilebilmesine 
olanak da sağlamaktırlar [13]. 

Diğer bir kuaternion türü olan dual kuaternionlar, dönme 
ve öteleme hareketinin yer aldığı tüm sistemlerde başarı 
ile kullanılmaktadır.  Reel kuaternionlar uzaydaki bir 
noktanın konumunu üç baz elemanı ile belirleyebilirken, 
bir dual kuaternion altı bileşeni yardımıyla bir doğruyu 
tanımlayabilir. Öte yandan dönme hareketinin 
geometrisinin dual kuaternionlar kullanılarak kolaylıkla 

* Email:sudemir@anadolu.edu.tr 1



S.DEMİR, K.ÖZDAŞ 

ifade edilebilmesi nedeniyle bu kuaternion tipi robotik 
uygulamalarda kullanılan kinematik ve dinamik ifadelerin 
elde edilmesinde yaygın olarak kullanılmaktadır [14-20]. 
Ayrıca dual kuaternionlar kullanılarak elektromanyetik 
teorinin de incelenmesi mümkündür [21]. 
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Bu çalışmanın amacı; klasik mekanik açısından çok iyi 
bilinen Serret-Frenet formüllerinin reel kuaternionlarla da 
çok kolay bir biçimde ifade edilebileceğini göstermektir. 
Bilimsel literatürde kuaternionlarla Serret-Frenet 
formülleri ilk olarak Bharathi  ve Nagaraj tarafından 
incelenmiştir [22]. Bununla birlikte daha sonra bu 
formüllerin  Güneş ve Sivridağ tarafından dual 
kuaternionlar kullanılarak elde edildiği görülmektedir 
[23]. Tuna ve Çöken tarafından da 

 metrikli   yarı-Öklid 
uzayındaki kuaternionik eğriler için Serret-Frenet 
formülleri elde edilmiştir [24]. Bu çalışmada ise reel 
kuaternionlar kullanılarak alternatif bir temsil yöntemi 
geliştirilmiştir. Kuaternionların ileri cebirsel yapıları, 
basitlikleri ve en önemlisi matrislerle izomorflukları 
nedeniyle bu temsillerin matematiksel açıdan oldukça 
faydalı olacağı düşünülmektedir. 

22222 dwdzdydxds ++−−= 4
2E

Pauli spin matrisi kullanılarak 4-Boyutlu uzayda 
kuaternionların taban elemanlarına karşılık gelen 
matrisler, 
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 Reel Kuaternionlar 
qqqq 3210 ,,,  reel sayılar ve  ve  imajiner 

taban elemanları olmak üzere q  reel kuaternionu; 
10 =e 321 ,, eee
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şeklinde tanımlanır.  ve imajiner baz elemanları 
 aşağıdaki çarpım kurallarına uyarlar: 

0e

321 ,, eee
biçiminde tanımlanır.  reel kuaternionu ise q 44×  matris 
formunda, 
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q  reel kuaternionuna taban elemanları 210  ve 3  
olan 4-boyutlu uzaydaki bir vektör gözüyle bakılabilir. 

 ve  reel sayılarına  kuaternionunun 
bileşenleri denir. 321  imajiner taban elemanları, 3-
boyutlu kartezyen koordinat sisteminin baz vektörleri 
olarak da alınabilir. Böylece q  reel kuaternionu; 0  
skaları ile vektörel kısmı temsil eden 

’ün lineer bir kombinasyonu olarak, 

,, eee e
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şeklinde temsil edilir.  matrisleri, 
kuaternion baz elemanları için tanımlanan (2.2)-(2.4) 
eşitliklerine benzer çarpım bağıntılarını sağlarlar [13]: 
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 .,, 231123312 ΩΩΩΩΩΩΩΩΩ −=−=−=  (2.15)  

Öte yandan q  kuaternionunu, 
biçiminde de ifade edilebilir. q  kuaternionu; skalar 
kısmın yokluğu halinde vektör kuaternion ( ), 
vektörel kısmının olmaması durumunda da skalar 
kuaternion olarak isimlendirilir. 
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Reel kuaternionları matris şeklinde ifade etmek 
mümkündür. Bu amaçla 
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biçimindeki 14×  matris ile de temsil etmek mümkündür. 

Bir  kuaternionunun eşleniği, imajiner kısmının diğer 
bir deyişle vektörel kısmının işaretinin değiştirilmesi ile 
elde edilir ve ile gösterilir. Eşlenik, 

p

birim matrisi ile *p
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 . (2.17) 3322110000
* eeeepe ppppp −−−=−=p şeklinde tanımlanan antisimetrik matrislerdir.Kuaternion 

çarpımı değişme özelliğine sahip değildir. Fakat (2.20) ve 
(2.21) eşitlikleri için şeklinde tanımlanır. Bu işlem,  kuaternionunu temsil 

eden matrisin transpozesi alınarak,  
p
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matrisleri tanımlandığı taktirde bu ifadeleri, 

 QPPQ
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=  (2.26) biçiminde de gerçekleştirilebilir. 
ve Kuaternion çarpımı vektörlerin çarpımından daha 

farklıdır. Alışılagelen vektör çarpımından daha fazla 
nicelik içerirler. p ve q kuaternionlarının çarpımı; 
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qppq şeklindeki kompakt formda yeniden yazmak mümkün 
olacaktır. Böylece değişme özelliği matrisler yardımıyla 
kolaylıkla elde edilebilir [2]: 

 PQQP
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= . (2.28) şeklinde tanımlanır. Görüldüğü gibi kuaternion çarpımı 
iki skaların çarpımı, skaların vektörle çarpımı, skalar ve 
vektörel çarpım gibi vektör cebrinin tüm çarpımlarını 
içerir. Burada “ .  ” ve “ ” üç boyutlu vektör uzayında 
skalar ve vektörel çarpımları göstermektedir. Kuaternion 
çarpımını matris ifadeleri ile de elde etmek mümkündür. 
Bu çarpım, 

×
Öte yandan fiziksel uygulamalarda kullanılmak üzere 
kuaternion çarpımı skalar ve vektörel çarpımla 
ilişkilendirilebilir. p ve q kuaternionları  ve p=p q=q  
ile verilen vektör kuaternionlar olarak tanımlansın. Bu 
takdirde pq ve qp çarpımları; 

 qpqp ×+−= .pq  (2.29) 

  (2.20) 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
−−−

=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

−
=

q
q
q
q

pppp
pppp
pppp
pppp

q
p

p

3

2

1

0

0123

1032

2301

3210

0

30
T
0

 

~ qpp
p

I
PQ

 pqpq ×+−= .qp  (2.30) 

olacaktır. pqqp .=.  ve pqqp ×−=×  olduğundan; 

 qppq ×−−= .qp  (2.31) 

şeklinde yazılabilir. Bu iki eşitlikten yararlanarak pq  ile 
’nin toplamı için, qpveya 
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yazılabilir. Elde edilen nicelik skalar kuaterniondur. Daha 
açık bir ifade ile skalar çarpım-kuaternion çarpımı ilişkisi, 
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2
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şeklinde olmalıdır. pq  ile qp ’nin farkı ise; 
şeklinde tanımlanır. Yukarıdaki ifadelerde , 3I 33×  
birim matris olup p~  ve q~  matrisleri ise 

 qp×=− 2qppq  (2.34) 

ile verilen vektör kuaterniondur. Benzer şekilde vektörel 
çarpım-kuaternion çarpımı ilişkisi için de; 
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eşitliği yazılabilir [26]. 
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Doğal Koordinat Sisteminin (Serret-Frenet 
Üçyüzlüsü) Reel Kuaternionlarla Temsili 

şeklinde tanımlanır. Normu bir olan kuaterniona ise birim 
kuaternion denir. Matrislerle ifade edildiğinde  
kuaternionun normunu, 

q

  (2.37) 0
** ΩqQQQQ )(N==

Şekil 3.1’de görüldüğü gibi sürekli bir (c) eğrisi üzerinde 
hareket eden bir parçacık ele alınsın.  
 

biçiminde veya “Tr ” matrisin izini göstermek üzere  

 )(
4
1)( *QQq TrN =  (2.38) 

şeklinde de elde etmek mümkündür. Norm tanımı 
kuaternionları alternatif biçimde ifade etme olanağı da 
sunar. Her kuaternionu polar formda yazmak mümkündür. 

 birim kuaternion olmak üzere q  reel kuaternionu, u
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Şekil 3.1 Eğri üzerinde hareket 

Parçacığın rr  konum vektörü zamanın fonksiyonu olarak 
kuaternion formunda, 
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şeklinde gösterilir ve (2.12) tanımı gereğince, 

olmak üzere, aralığında 
değişirler ve  koşulunu sağlarlar.  
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matrisi ile temsil edilir.  kuaternionu eğri üzerinde 
alınan bir başlangıçtan itibaren ölçülen (s) yay 
uzunluğunun fonksiyonu olarak yazılıp zamana göre 
türevi alınabilir. Bu durumda  
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ile verilir. 

3-Boyutlu uzayın vektörleri üzerine bölme işlemi tanımlı 
değildir. Diğer bir deyişle iki vektörün bölümünden 
bahsedilemez. Vektörlerin tersine, kuaternionlar bölüm 
cebiri oluşturdukları için bir kuaternionun tersi tanımlıdır. 

 sıfır kuaternion olmamak şartıyla; q

  (2.44) 111 == −− qqqq

vektör kuaternionu elde edilir.  imajiner baz 
elemanlarının zamana göre türevleri sıfır olduğuna göre 
artık bunları kartezyen koordinat sisteminin baz vektörleri  

 ile eşleştirmek mümkündür. Öte yandan 
yukarıdaki ifade tekrar düzenlenirse, 
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bağıntısı yazılabilir. Bundan dolayı ile q kuaternionunun 
tersi; 
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biçimini alacaktır. (3.3) eşitliği aslında iki kuaternionun 

çarpımından oluşmaktadır. 0e
dt
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ds

sdy
ds

sdx
++  vektör kuaternionlarının 

çarpımı ile v  kuaternionu elde edilmektedir. Burada; 
olmalıdır. 
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332211

321

=

)()()(=

eee

eeet

ttt
ds

sdz
ds

sdy
ds

sdx

++

++
 (3.5)  tetea ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
0

2

02

2

=
ds
d

dt
ds

dt
sd  (3.11) 

elde edilir. Öte yandan t  birim vektör kuaternionunun 
normunun  yay uzunluğuna göre türevi için; *ttt =)(Ntanımı yapılsın ve t  kuaternionu (2.12) ifadesinden 

yararlanılarak, 

⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ −−−+

⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ ++

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

32

2

22

2

12

2

32

2

22

2

12

2

000

)()()(

)()()(=0

=)(

eeet

teee

tetttete

*

**

ds
szd

ds
syd

ds
sxd

ds
szd

ds
syd

ds
sxd

ds
d

ds
dN

ds
d

 
  (3.6) 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−

−−
=++=

0
0

0
0

123

132

231

321

321

ttt
ttt
ttt
ttt

ttt 321 ΩΩΩT

matrisi ile temsil edilsin. Bu taktirde (3.4) eşitliğini, 

 tev ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

0=
dt
ds  (3.7) bağıntısı elde edilir. Yukarıdaki ifadede; 

 nneee
ρ
1)()()(

32

2

22

2

12

2

==⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ ++ k
ds

szd
ds

syd
ds

sxd  (3.12) şeklinde yazmak mümkün olacaktır. t  vektör 
kuaternionunun normu; 

 

1=

)()()(

)().(=(
222

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

−×+−−==

ds
sdz

ds
sdy

ds
sdx

tttt)N
rrrr

t** tttt

 (3.8) 

vektör kuaternionu tanımı yapılırsa bu eşitlik, 

  (3.13) *nn kk tt* +=0

şeklindeki kısa forma indirgenir.  olduğundan 
kuaternion çarpımlarını içeren bu ifade daha açık formda 
tekrar yazılırsa, 

t−=*t

olduğuna göre t  kuaternionu birim kuaterniondur. 

 
tnk

nktnkttnktnk
rr

rrrrrrrr

.
..

2=
)(-)(--)(-)(--=0 ×+×+

 (3.14) v  reel vektör kuaternionunun normu; 

 
2

0 )(===)( ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

dt
dsN

dt
dsNN tev vvvv **  (3.9) 

ise (3.4) ifadesi, 

 tvv )(= N  (3.10) 

bağıntısı elde edilir. Skalar çarpımın özellikleri dikkate 
alınarak (3.14) eşitliği ile elde edilen sonuç,  
kuaternionu ile temsil edilen n  vektörü ile 

n
r t  kuaternionu 

ile temsil edilen t
r

 vektörünün arasındaki açının , 
diğer bir ifade ile bu iki vektörün birbirlerine dik 
olduğunu göstermektedir: 

090

şeklinde yeniden yazılabilir.  kuaternionu parçacığın 
hızına karşı gelen vektörü temsil ederken, 

v
t  birim 

kuaternionu da yörüngeye teğet birim vektöre karşılık 
gelir. 

 tn
rr

⊥ . (3.15) 

P noktasında t  kuaternionuna karşı gelen vektöre dik 
birim vektör n  birim kuaternionu ile temsil edilirse (3.11) 
ile verilen ivme ifadesi; Parçacığın P noktasındaki ivmesi ise v kuaternionuna 

türev operatörünün uygulanması ile elde edilir. Buna göre 
, parçacığın ivme vektörüne karşı gelen kuaternion 

olmak üzere; 
a

 ntea k
dt
ds

dt
sd

2

02

2

= ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡  (3.16) 

 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡+

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

32100

32102

2

00t

)()()(

)()()(=
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eeeee
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teevda

ds
sdz

ds
sdy

ds
sdx

dt
d

dt
ds

ds
sdz

ds
sdy

ds
sdx

dt
sd

dt
ds

dt
d

 

şeklini alır. k’ ya (c) eğrisinin P noktasındaki eğriliği 
denir [27]. 

t  vektör kuaternionu ile  vektör kuaternionunun 
çarpımı yine bir vektör kuaternion olacağına göre, bu 
işlem sonucunda elde edilecek reel kuaternion  ile 
gösterilsin. Bu çarpım açıkça yazılırsa, 

n

b

 ntnt-
rrrr

×+= .ntb =  (3.17) 
ve 

ifadesine ulaşılır. Bu bağıntı (2.20) ve (2.21) tanımları 
gereğince, 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ ++⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡+

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡

032

2

22

2

12

2

0

32102

2

)()()(

)()()(=

eeeee

eeeea

dt
ds

ds
szd

ds
syd

ds
sxd

dt
ds

ds
sdz

ds
sdy

ds
sdx

dt
sd

 

  (3.18) 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

==

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

tnn
n

ntt
t

0
~

0~

0
~

0~=

T

T

TN

NTB

ile verilmelidir. Yukarıdaki eşitlik yeniden düzenlenirse; 
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skalar çarpım bağıntısı yazılabilir. Bu takdirde (3.21) 
eşitliğindeki ilk terim sıfırdır. Aynı eşitlikteki ikinci terim 
daha önce elde edilen (3.19) ifadesi gereği sıfır 
olacağından, 

matris eşitliği ile de kolayca temsil edilebilir. (3.17) 
ifadesinde t  ve  reel kuaternionlarının temsil ettiği 
vektörlerin hem skalar çarpımı hem de vektörel çarpımı 
olduğu görülmektedir. Öte yandan (3.15) ifadesi ile 
vurgulandığı üzere 

n

t  ve  reel kuaternionlarının temsil 
ettikleri vektörler birbirlerine diktir. Bu nedenle (3.17) 
eşitliğindeki skalar çarpım sıfırdır. Dolayısı ile bu eşitlik, 

n
 0=nb

rr
.  (3.27) 

 nt
rr

×== ntb  (3.19) 

ifadesi yazılabilir. Diğer bir gösterimle, 

0BNNB ==
((

 (3.28)  

olmalıdır. Aynı yol b
r

 ve t
r

 vektörleri için de izlenirse, 
şeklinde ifade edilmelidir. Bu gösterimden anlaşılacağı 
üzere  reel kuaternionunun temsil ettiği vektör hem 

’ye hem de 
b

t
r

n
r ’ye diktir.  vektör kuaternionu, b

 tneb 0 ρττ
11= +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

ds
d  (3.20) 

 [ ] ttt
ds
ndtb

rrr
r

rr
..

ρττ
11

2
1

+=+= bttb.  (3.29) 

elde edilir. Yine kuaternionik matrisler kullanılarak, 

 BTTBBTTB
0

((((
rr

==+=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
][

2
1tb .  (3.30) 

şeklinde tanımlansın. τ ’ya burulma ve ρ ’ya ise burulma 
yarıçapı denir [27]. 

b  ile t  arasındaki ilişki (3.19) denklemi ile belirlenmişti. 
Benzer şekilde , b t  ve  kuaternionları arasındaki 
diklik bağıntıları (2.33) eşitliğinden yararlanarak elde 
edilebilir. 

n

b
r

 ve n
r  vektörleri arasındaki skalar çarpım 

bağıntısı kuaternion formunda, 

bağıntısına ulaşılır. Öte yandan (2.33) ve (3.14) 
eşitliklerinden yararlanarak, 

 [ ] ntn
ds
ndnb

rrr
r

rr
..

ρττ
11

2
1

+=+= bnnb.  (3.21) 

 
[ ]

ρ
10

2
1

0

+=

+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

t
ds

nd
ds

tdnt
ds

nd
ds
d

r
r

r
rr

r

.

..nttne
 (3.31) 

ve 
ile verilir. (2.26) ve (2.27) eşitlikleri gereğince bu ifadeyi 
matris formunda, 

 ][
2
1 BNNB

0

((rr

+=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ nb .  (3.22) 

 
ρ
1

−=t
ds

nd r
r

.  (3.32) 

ifadesine ulaşılır. Bu takdirde (3.29) ifadesi, 

 [ ] 011
2
1

=+−=+=
ρτρτ

bttbtb
rr

.  (3.33) şeklinde temsil etmek mümkündür. Bununla birlikte 
(2.28) tanımı kullanılarak, 

 BNNB
((

=  (3.23) 
olur. Diğer bir gösterimle, 

 0BTTB ==
((

 (3.34) 
ifadesi yazılabilir. Böylece (3.22) eşitliği, 

  (3.24) BNNB
0

((rr

==
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ nb .
matris eşitliği yazılabilir. nt ,  ve  birim kuaternionları 
doğal olarak  

b

 tbtbtb-
rrrrrr

××+ === .tbn  (3.35) 
ile verilen basit bir ifadeye dönüşür. Öte yandan  
kuaternionunun normu, 

n ve 

 bnbnbn-
rrrrrr

××+ === .bnt  (3.36) 
  (3.25) 1=( == n** nnnn)N

bağıntıları ile 
olduğuna göre, 

  (3.37) 
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⎦
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⎣
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0
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0

0
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0

T
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n
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d
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d
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d

ds
dN

ds
d

r
r

r
r

r
rr

r
r

r

.20

)(=

=)( 000

=

×−+×−=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎤
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⎛
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⎤
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 (3.26) 
  (3.38) 

⎥
⎦

⎤
⎢
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⎡
⎥
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⎤
⎢
⎣

⎡
−
−
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⎥
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⎡
⎥
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⎤
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b

bnn
n

0
~
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T

T
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(

(

matris ifadelerini sağlarlar. (3.20) eşitliği ile tanımlanan  
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