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Ozet: Sirekli-Ortam Hasar Mekanigi; Mikro-gatlak olusumunun veya mikro-bosluklarin biiyiimesinin bir sonucu olarak, yapisal
zayiflamaya ugrayan elastik veya inelastik malzemelerle ilgilenir. Bu ¢aligmada, Siirekli-Ortam Hasar Mekanigi gercevesinde,
mekanik yiiklemeye maruz, mikro-bosluklu, elastik bir ortam i¢in matematiksel bir model gelistirilmistir. Boyle bir ortamda olusan
gerilme dagiliminin ve hasar derecesine bagl olarak degisen gerinme-enerjisi-yogunlugunun degisim hizinin biinye denklemleri elde
edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Sirekli-Ortam, Hasar, Helmholtz serbest enerjisi, Gerilme, Gerinme-enerjisi-yogunlugu degisim hizi, Biinye
denklemleri.

Constitutive Equations for Damaged Elastic Media

Abstract: Continuum Damage Mechanics (CDM) deals with elastic or inelastic materials which undergo structural weakening as a
result of micro-crack formation or void growth. In this study, in the frame of Continuum Damage Mechanics, a mathematical model
is developed. This mathematical model represents an elastic media which has micro-voids and subjected to a mechanical loading.

This investigation presents constitutive equations of stress and strain-energy density release rate for the media under consideration.

Keywords: Continuous media, Damage, Helmholtz free energy, Stress, Strain-energy density release rate, Constitutive equations.

Giris

Surekli-Ortamlar Hasar Mekanigi; mekanigin bir¢ok
dallarini, mithendislik matematigini ve malzeme bilimini
bir arada kullanmay1 gerekli kilan bir arastirma alanidir.
Hasar mekanigi, degisik yiiklerin etkisi altinda kalan
malzemelerde genel manada “hasar” kapsami igine giren
bozulma, gerileme ve ise yaramama gibi durumlar1 igeren
mekanizmalar1 mekanik degiskenlere bagli olarak inceler.
Literatiirde, Strekli-Ortamlar Hasar Mekanigi konusunda
ve Ozellikle de siirlinme ve yorulma hasart ile ilgili ilk
teorilerin  1958’de Kachanov, 1969’da da Rabotnov
tarafindan ileri siirtildiigii ifade edilmektedir (1,2).

Kachanov, daha sonra yaymlanan, Siirekli-Ortam Hasar
Mekanigine giris adli eserinde hasar ¢esitleri, hasar
degiskenleri, izotropik hasar, hasarin kinetik denklemi,
hasarli elastik cisimler, tek ecksenli gerilme altinda
sirinme ve catlak, cok ecksenli gerilmeler altinda
stirinme ve catlak, ¢atlak biiylimesi ve yorulma hasari
konularmi incelemistir (3). Klasik Catlak Mekanigi ile
Sirekli-Ortamlar Hasar Mekanigi arasindaki sinirlari ve
iligkileri agik¢a ifade eden Lemaitre (1996), 0 zamana
kadar yapilan c¢aligmalarda tanimlanan farkli hasar
degiskenlerini ve bu degiskenlere gore elde edilen biinye
denklemlerini 6zet olarak vermistir (4). Sirekli-Ortamlar
Hasar Mekanigi ile ilgili temel kavramlar ve tanimlar,
hasar parametresinin  secimi, gevrek ve silinek
deformasyon prosesleri, ve hasarli malzemelerin biinye

denklemleri gibi konular Krajcinovic tarafindan da
incelenmistir (5-9). Hasar mekanigini; istatistiksel
modeller, mikromekanik modeller ve sirekli ortam
modelleri seklinde sistematik tarzda alt bolimlere

ayirarak inceleyen Krajcinovic (2003), bu eserinde
konuyla ilgili olan yaklastk 900 civarinda kaynagi
referans vermektedir (10). Bilindigi gibi, mikro 6l¢ek goz
Online alindiginda, atomlar arast mesafe kritik bir
degerde iken, atomlar arasi enerji maksimum degerine
ulasir. Dis yiiklemeler neticesinde atomlar arasindaki bu
mesafenin degismesi sonucunda atomlar arasi etkilesim
enerjisinde de bir degisim s6z konusudur. Bunun bir
sonucu olarak da atomik baglar zayiflamaya ve kohezyon
kuvvetleri de azalmaya baglar. Bu durum malzeme
icerisinde mikro-bosluk ve siireksizlik yuzeyleri meydana
getirir. BoOylece, malzeme icerisinde mikro diizeyde
hasarin bagladig1 s6ylenebilir (11).

Hasar mekaniginde hasar; mikro, mezo ve makro olgek
olmak tizere ii¢ farkl seviyede ele alinmaktadir. Mikro-
Olgekte hasar, kusurlarin veya ara yiizeylerin yakin
civarinda dislokasyonlarin ve mikro gerilmelerin
birikmesi ve baglarin kopmasidir. Orta-0lgekli seviyede
(mezo olgek) ise; temsili bir hacim elemani igerisinde
mikro-catlaklarin veya mikro-bosluklarin birlikte hareket
etmesi ve blylmesi ile beraber bir catlak baglangici
olugsur. Makro olgekli seviyede ise c¢atlaklarin ve
bosluklarin biiyiimesi s6z konusudur. Ilk iki &lgek
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Surekli-Ortamlar ~ Mekaniginin ~ hasar  degiskenleri
vasitasiyla incelenebilir. Makro 0Olgek ise kirllma
mekaniginin bir konusudur (4,10). Surekli ortamlar
mekaniginin temel ilkelerine ve efektif gerilme kavramina
dayal1 olarak hasar modellerini sonlu elemanlar yontemi
ile inceleyen sistematik bir ¢alisma Kattan ve Voyiadjis
tarafindan gergeklestirilmistir  (12). Izotropik elastik
hasarli malzemelerin biinye denklemlerine ait genel
ifadelerin tersinmez ortamlar termodinamiginin temel
yasasindan tiiretildigi bir ¢aligmada, hasarli bir malzeme
icin Helmholtz serbest enerjisi binye fonksiyoneli olarak
secilmis ve bu enerjinin analitik olmasi varsayimina
dayanarak iki durum degiskenine goére Taylor serisine
acilmistir. Gerinme esdegerligi ilkesine bagli olarak
gelistirilen klasik hasar biinye denkleminin bu ¢alismada
verilen genel ifadenin basitlestirilmis bir formu oldugu
ifade edilmektedir (13). Ferroelektrik malzemelerde
hasarin elektro-mekanik davranigini inceleyen Bassiouny,
termodinamik ilkelerden yola ¢ikarak fenomenolojik bir
model gelistirmistir. Effektif biiylikliikleri g6z oniine
alarak farkli tipteki elektro-mekanik kapling etkileri
incelemigtir (14).

Bu calismada, Siirekli Ortamlar Hasar Mekanigi
kapsaminda temsili bir hacim eleman1 goz oniine alinarak,
hasarin mekanik temsili, ikinci dereceden simetrik tansor
karakteri gosteren iki adet i¢ durum degiskeni ile ifade

F=0 F=c8
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edilmistir. Sitirekli Ortamlar Mekanigi ¢ercevesinde,
balans denklemleri 6zetlenmis ve fazla detaya girmeden,
enerji denklemi ile entropi esitsizliginin birlestirilmis
formu verilmistir. Gerekli biinye aksiyomlar1 dikkate
almarak gerilme potansiyelinin hangi argiimanlara bagh
oldugu belirlendikten sonra biinye teorisi formiilasyonuna
gecilmis ve hasarhi-elastik izotrop ortam igin bir binye
modeli olusturulmustur. Maddesel koordinat sisteminin
ful-ortogonal transformasyonlari dikkate alinarak, gerilme
potansiyelinin  bagli  oldugu ortak invariyantlar
belirlendikten sonra “gerilme” ve “gerinme-enerjisi-
yogunlugu degisim hiz1” na ait biinye denklemleri elde
edilmistir.

Hasarin Mekanik Temsili

Bunye denklemlerini elde etmek ve bu sayede de mekanik
davranig1 belirlemek i¢in hasar degiskenlerinin 6ncelikle
tespit edilmesi, serbest enerjinin hasar degiskeninin bir
fonksiyonu olarak ele alinmasi ve invaryant 6l¢llerinin
belirlenmesi gerekir. Bu amagla, hasar degiskenlerinin
yapist belirlenmek durumundadir. Baslangigta lineer,
homojen ve izotrop olarak kabul edilen malzeme, hasar
nedeniyle anizotrop bir hale gelmektedir. Ornegin tek
eksenli gerilme halinde D ile gosterilen hasar parametresi
asagidaki sekilde tanimlanabilir (sekil 1):

F=c8

N—
O

\
1
LNy

s'=(1-D)s

I/
|

)

©)

Sekil 1. Tek eksenli ¢ekme altindaki bir qubukta hasar parametresinin tanimi (4)

Malzemede hasart temsil eden dagili mikroskobik
catlaklar ve bosluklarin varligindan dolayi, yiik tasiyan
efektif alan baglangigtaki S, alanindan daha kiiciiktiir. Bu
durumda, mikro-bosluklar ¢ikarildiktan sonra geriye kalan
efektif alan1 temsil eden S” asagidaki gibi verilir. Burada
DS, hasar nedeniyle bosluga doniisen alanin degerini
temsil etmekte olup DS<S dir. O halde, D <1 igin

*

S

S =S-DS = D=1—? [1]

yazabiliriz. Burada S° hasarsiz kesit alanim temsil
etmektedir. Yukarida verilen tanimi gbz Oniine alarak
asagidaki siirlamalar yazilir.
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0<D<1
D = 0 (Baslangi¢ hasarsiz durum) [2]
D =1 (Son kopmus, kirtlmis durum) [3]

Yik tastyan toplam alandaki azalma, dis kuvvet F ile
olusturulan o gerilmesinin dagilimmni belirler. Tanim
[1]’e dayanarak efektif gerilme & igin asagidaki esitligi
yazariz.

F F c

625_*25(1—0)2(1—0) e

Bazi aragtirmacilar aynen efektif gerilme ilkesine benzer
sekilde efektif gerinme icin de uygun bir tanimlama
yapmugtir (4,15). Izotropik hasar durumu igin esdeger
gerinmeyi asagidaki gibi ifade edebiliriz:

e=(1-D)e

Efektif gerilme prensibini kullanarak hasarli bir malzeme
ile hasarsiz bir malzeme arasindaki iliskiyi de;

o c G =
gzgzmzﬁzEzEa—D) (5]
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seklinde ifade edebiliriz. Burada, DE hasar nedeniyle

elastisite modilinde meydana gelen azalmayi, E ise
hasarli malzemenin elastisite modiiliinii goéstermektedir.

Simdi, hayali hasarsiz durumu tanimlamak igin gergek

hasarli duruma mekanik olarak esdeger, S kesit alanli ve
uygulanan F yikinin etkisinde hayali bir eleman
diisiinebilir ve bu durumu hasarsiz durum olarak
adlandirabiliriz (Sekil 1c). Eger mekanik olarak esdeger

olan iki durumdaki S ve S alanlar arasindaki iliski bir
sekilde belirlenebilir ise hasar degiskeni D, [1] denklemi
yardimiyla tayin edilebilir (2,4).

Bazi arastirmalarda, hasar degiskenlerini belirleyebilmek
icin K sayida mikro catlak iceren bir temsili hacim
elemanm (THE) g6z oniine alimmustir. Herhangi bir k-mec1
mikro catlagin agik veya aktif kismi A® ile, bu mikro
catlagm kapali veya pasif yiizeyini de A'® ile
gostermistir (sekil 2 a,b). Bir catlaga ait aktif veya pasif
ylizeyler gerilme, sicaklik ve nem oranma gore kendi
aralarinda yer degistirebilir. Buna ragmen Weitsman bu
acitk ve kapali ylizeylerin belli bir zaman araliinda
malzemenin durumunu karakterize eden bagimsiz
degiskenler olarak secilebilecegini ifade etmektedir
(16,17).

b)

Sekil 2. a) K sayida mikro ¢atlak iceren temsili hacim elemanimin diizlemsel goriintiisii (17), b) Bir mikro ¢atlagin agik
ve kapali yiizeyleri

Makro seviyede gerilmeler ve gerinmeler THE nin hacmi
iizerinde  ortalama  biiyiikliiklerdir.  Infinitesimal
deformasyonlari da bu makro biiytlikliikler arasinda
sayabiliriz. THE’nin davranigin1 tam anlamryla dikkate
almak icin A®Y ve A"® (k=1,...,K) yiizeylerini temsil
eden 2K sayida catlak parametresini dikkate almak
gerekir. Bu ylizeylerin gergek sekli meso olgekte tam
olarak bilinmediginden, Weitsman bunlart esdeger

Kk ve

diizlemsel yiizeyler olarak diigiinerek Ak Z Al

A = AW ) Gektsrleri ile temsil etmistir (k = 1,

..,K). Burada n(k), bir mikro catlak diizlemine ait birim
normal vektorl gostermektedir (17). Malzeme igerisinde
bir maddesel nokta civarinda konveksiteleri farkli olan iki
mikro g¢atlak gdz Oniine alalim. Malzeme iizerine gelen
yiikleme durumuna gore, farkli konveksitelere sahip
catlak ylizeylerinden dolay1 farkli davraniglar gosterebilir.
Egrilik yarigaplar1 ¢ok bilyiik olan farkli infinitesimal
catlak yuzeyleri mekanik agidan esdeger kabul edilebilir.
Bu durumda catlak yiizeyinin topolojik temsili catlak
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yiizeyinin yoniinden bagimsiz olarak ifade edilebilir.
Matematiksel olarak bu temsili, iki vektoriin diyadik
carpimt ile olusturulan bir simetrik tansér kullanarak
gosterebiliriz. Bu durumda, her bir mikro ¢atlag:
asagidaki gibi simetrik diyadlarla tanimlayabiliriz.

H®O ZA® @A® ye B0 — A0 @A)

[6]
k k k

A¥ ve A"® yiizeylerinin Slgiisii ve yeri hakkinda detayli
bilgiler ancak istatistiksel olarak mikro 6lcekte mevcut
oldugundan, Surekli-Ortamlar Mekaniginin kullanildig1
mezo Olcekte [6] ifadesi ile verilen tansorel ifadelerin
birlesik etkilerini asagidaki diyadik ¢arpimlarin toplamlari
ile gosterebiliriz. Bu igslem, mikro 6lgekten mezo olgege
gecerken yapilan homojenlestirme anlamina gelmektedir.

K K
H=Y AW@AW ve H" =Y A" @ A™® [7]
k=1 k=1

boylece hasarin etkisi mezo Ol¢ekte iki adet i¢c durum
degiskeni ile ifade edilebilmektedir. Bu iki durum
degiskeni de tanimlar1 geregince ikinci dereceden simetrik
tansorel karakter tasir. Infinitesimal deformasyonlarin goz
Oniline alinmasi, hasar1 temsil eden tansorlerin de ayri
infinitesimal karakterde olmasi anlamina gelmez (17).
Dolayisiyla bir kuvvet serisi temsili gerinmeler igin
kullanilirken, hasar tansorleri i¢in uygun olmayabilir. Biz
bu ¢alismada biinye degiskeni olarak, sadece agik mikro
yuzeylerin etkisini dikkate alan bir tek hasar tansoérind
g0z Oniine alacagiz.

Formulasyon-Balans Denklemleri

Bu boliimde; ¢aligmamizin hacmini biiyiiltmemek igin,
Surekli-Ortamlar  Mekaniginin  denge denklemlerini
asagidaki gibi yerel formda 6zet olarak veriyoruz. Bu
konuda detayli bilgiler Siirekli-Ortamlar mekanigi ile
ilgili temel kaynaklarda bulunabilir (18-20).

p+pV-v=0 (Kitlenin korunumu) [8]
V-t+p(f-a)=0 (Lineer momentumun balans)  [9]
t=t"veya tj =t;; (Agisal momentum balansi) [10]
pé—t:d+V-q—ph=0 (Enerjinin korunumu) [11]
pn—p %+V(%) >0 (Entropi esitsizligi) [12]

Burada; p,v,t,f,a,d,q,h,n ve 0 sirasiyla

birim hacim i¢in kiitle yogunlugu, hiz vektorii, gerilme
tansorii, birim hacim basina govdesel kuvvet yogunlugu,
ivme  vektorli, sekil degistirme hizi  tansori

(dkl = % (Vk,l + Vl’k)j’ 1s1 akist vektordi, birim kiitle

basina 1s1 kaynagi, entropi yogunlugu ve mutlak sicakligi
ifade etmektedir. Sembollerin Uzerindeki noktalar ilgili
blylikligiin hareketi takiben tiirevini gostermektedir
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(6rnegin, p= % + Vv-Vp). Yukarida verilen [11] ve
[12] ifadelerini uygun sekilde birlestirdigimiz zaman

p /. . 1. 1
-——(e-0n)+=t:d-——q-V620 13

o (E-00)+ < 57 ¢ [13]
esitsizligini elde ederiz. Entropi yogunlugunun maddesel
tirevi  termodinamik  bir proses icinde kontrol
edilemeyeceginden, bu tiirevi [13] esitsizliginde ortadan
kaldirmak i¢in,
y=e—-0n [14]
seklinde bir Legendre transformasyonu tanimlanir.
Burada, ¥ Helmholtz serbest enerjisi adimi alir ve
Termodinamik bakimdan enerjinin kullanilabilir kismini
temsil eder. Yukarida verilen tanimdan [14], &’u g¢ekip
maddesel tiirevini alarak [13] esitsizliginde kullanirsak,
entropi esitsizligi kontrol edilebilir bagimsiz degiskenler
cinsinden,

. ) 1
_p (‘P+T‘|9)+tk|v(|’k) —que‘k ZO [15]
seklinde yazilir. Burada,

1 .
Vi) = di =5 Cri Xk Xt
16]

C ¢ DCx,. 0Cx_ [

=X X , =— -—

KL kK Xk, L KL Dt ot

olup, Ci,

deformasyon hizlart tansorii olarak bilinmektedir,
semboller iizerindeki noktalar, ilgili biiyiikliigiin hareketi
takiben tlrevini gostermektedir. Kitlenin korunumunun
maddesel koordinatlardaki ifadesi olan

Green deformasyon tansorl, d,, ise

p=po i+ (Kitlenin korunumu),
[17]
j=det [XK,K]=det£

denklemi yardimiyla [15] ve [16] ifadelerini kullanarak;

—Po(‘i’+ﬂé)+jtk| dlk—éQk 020 (18]

yazilabilir. Burada p, cismin baslangi¢ durumundaki

kiitle yogunlugunu gostermektedir.
Gerilme potansiyelini

seklinde tanimlayarak agagida verilen ifadeye ulasiriz.
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—(2+Po n é)+j Lkl dlk“éqk 020 [20]

¥ 'nin [20] ile verilen ifadesindeki argiimanlarin timii
uzaysal koordinatlara bagimli oldugundan, Objektivite
aksiyomu geregince [20] ifadesindeki diger terimleri de
objektif olacak tarzda ifade edelim. Bunun i¢in asagidaki
tanimlari,

Tk =1 Xk Xeg tis

. [21]
ti =07 Xk XL Tee
Qk =1 Xk k Uk, 2]
0k =" Xk Qi
Z=po Y=po (8_9‘1) [23]
ve
1.
5 CuL =di Xk XL [24]
0k =0k Xk
bayukluklerini  [20] denklemi ile verilen entropi

esitsizliginde yerine yazdigimiz zaman vektorel ve
tansorel  biyukluklerin - maddesel  koordinatlardaki
bilesenleri cinsinden entropi esitsizligi,

. 1 . 1
—(2+Poﬂ 9)+§TKLCKL—6QK9,KZO [25]

seklinde yazilir (21). Bu asamadan sonra, gerekli biinye
aksiyomlarmi kullanarak gerilme potansiyelinin hangi
arglimanlara bagl oldugunu acikca ifade etmek gerekir.
Gelecek boliimde bu islemler yapilacaktir.

Gerilme Potansiyelinin Tanim

Kozalite ve Determinizm aksiyomlarima goére [18, 19]
Y, (X maddesel noktasmmmn t anindaki gerilme
potansiyeli) cismi meydana getiren tim maddesel
noktalarin hareket ve sicaklik tarihine baglidir. Buna gore;
(X, t)=2[x(X,t'),6 (X',t'),X], X'eB , —co<t'<t [26]
Burada t simdiki veya sonraki herhangi bir zaman, t' de
geemisteki bir zamandir. Burada ele aldigimiz durum

uyarinca malzemenin hafizasinin olmadigimni diistiniirsek
bu ifade;

(X, t)=2[x(X',t), 0 (X',t),X] [27]
sekline doniisiir. Diger taraftan objektivite
aksiyomu X ’nin; X' maddesel noktalarinin bireysel

hareketlerine degil, fakat X' ve X in hareketlerinin farkina
bagli oldugunu belirler. Yakin civarsallik aksiyomu ise,

Y’nin argiimanlarma olan bagmmhiliginin X' ve X
arasindaki mesafe arttikca hizla séniimlenecegini ifade
eder. Bu aksiyomlarin saglanmasi i¢in gerilme potansiyeli
asagidaki gibi yazilmalidir.

5(X, t)=2[Crr (X, 1), 0(X, 1), X, L] [28]

Burada L, “Maddesel tasvir vektorii” adini alir ve

ortamin  anizotropisini  belirlemeye yarar. Ayrica,
incelenen ortamdaki Termodinamik proseslerin izotermal
sartlarda (O’K = O) gerceklestigi kabul edilmistir.

Yukarida verilen [28] no’lu ifade, nonlineer ortamlarin
diger fiziksel etkilesimlerini dikkate alabilme agisindan da
bir prototip olusturmaktadir (21). Bu ¢alismada,
malzemenin mikro-bosluklarin varligi nedeniyle yonlii bir
ortam Ozelligi kazanmis oldugu, yani hasardan dolay1
anizotropik bir yapmin olustugu diisiiniilmektedir.
Baglangi¢ durumunda malzemenin izotrop oldugunu ve
anizotropinin  sadece mikro-bosluklarin  dagilimindan
kaynaklandigin1 farz ediyoruz. Bodyle bir ortam igin
maddesel tasvir vektorlerinin roliinii, agik mikro c¢atlak
yiizeylerinin temsili hacim eleman igerisindeki ortalama
degerlerini temsil eden A (X,t) vektorii ile bu vektorin

A(X,t)  vektori

Ustlenecektir. Bu vektorleri, temsili hacim elemanina ait
herhangi bir karakteristik ylizeyin alanina bdlerek
boyutsuz hale getirdigimizi distiniiyoruz. O halde
mekanik bir yiiklemeye maruz, bosluklu ve bu bosluklarin

zamanla sekillerinin degistigi diisiiniilen elastik bir
ortamin gerilme potansiyelindeki argiimanlari,

zamanla  degisimini  goOsteren

(X, 1) =2[Cp (X, 1), 00X, ) AKX, D), AX 1) X]  [29]
seklinde ifade edebiliriz. Diger taraftan, malzeme mikro-
bosluk yiizeylerinin pozitif ve negatif taraflarmi fark
edemeyecegi igin A (X,t) ve A (X,t) vektériine olan
bagimliligi,
H=A®A : H=A®A + A®A [30]
seklinde tansorel ¢arpimlariyla ifade edebilecegimizi daha
oncede belirtmistik. Bunu indeks formunda ise asagidaki
sekilde yazabiliriz.

Heo =Ak AL, He =AC AL +A AL [31]
Bu durumda gerilme potansiyeli;

2(X,t)=2(Cy. , Hyp » Hyo ,0) [32]
olup malzemenin homojen oldugu kabul edilerek

(izotropik hasar) X’e olan dogrudan bagimlilik ortadan
kaldirilmigtir. Bu noktada, inceledigimiz mikro-bogluklu
ortam icin, gerilme potansiyelinin hangi argiimanlara
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bagli oldugu ortaya ¢ikmustir. Ancak bu argiimanlara nasil

bagli oldugunu daha sonraki islemler vasitasiyla
belirleyecegiz (22).
Blnye Teorisi Formilasyonu
¥ ’nin maddesel tiirevini [32] denkleminden
. 0x ox
E=——Cy  +——Hxo
0Ck. OHyk .
[33]
0x 0% .
OHkL 00

seklinde yazabiliriz. Bu ifadeyi entropi esitsizliginde,
[29], yerine yazip diizenledigimiz takdirde,

1 o . oxr
_TKL T A~ CKL _—HKL
2 OCr.L oH .

[34]
19) 102}, 1
———H, - +——10-=Q06, >0
oH KL po[n ou 69} eQK K
ifadesini  elde ederiz. Yukarida verilen [34]
esitsizligindeki arglimanlari sagdan baslayarak

CAY! 6 ve 0« seklinde, H 'nin tiirevini H seklinde ve

H y1 H seklinde keyfi olarak degistirebilecegimizden,
[34] ifadesinin her termodinamik proseste gecerli
olabilmesi icin, 6 nin, 6 « nmn, Hy, ninve Cy . nin

katsayilar1 sifir olacaktir. H ., nin katsayis1 sifir olamaz,
cunku HKL , 2 ’nin argiimanlarinda mevcut oldugu icin

Hye, keyfi olarak degistirilemez. O halde H,,_ nin

katsayisina, gerinme-enerjisi-yogunlugunun degisim hizi
olarak adlandirilan Y, seklinde bir atama yapilirsa,

Yy asagidaki gibi tanimlanabilir (23,24).

= 0x
YkL =- [35]
OHy .
Ayrica, pozitif bir Dbilyiliklikle ugrasmak igin;
Yxi =-YkL tanimlamasi kullanilarak, gerinme-
enerjisi-yogunlugunun  degisim hizi asagidaki gibi
yeniden yazilabilir.
0
YkL = [36]
OHk L

[34] esitsizligindeki Cy,, Hy,, 6 ve 0, nm

katsayilari sifira esitlenerek asagidaki ifadeler elde edilir.

M. R. USAL, E. KORKMAZ, M. USAL

z z
0Cx  OHgL
1 0%
= — , :0
n 0. 20 Qx [37]

Yukarida verilen [37] ifadelerinde, baslangigta kabul
etti§imiz sekilde ortamda 1s1 iletiminin olmadigt ve
serbest enerji yogunlugunun da hasarin maddesel degisim
hizina bagl olmadig:1 goriilmektedir. Buna gore serbest
enerji yogunlugunun bagli oldugu argiimanlar ve i¢ enerji
asagidaki gibi yazilabilir.

1
e=—(Z+py01) [39]

Po
[37], ifadesini, [21], ifadesine goturiirsek, Cauchy
gerilme tansordi icin,

p O0ZX

e =— X 40
oy ax K [40]

ifadesi elde edilir. Ortam sikismaz oldugu taktirde,
j?=det C=1 veya Ill=1 sarti saglanmahdir (18,19).

Buna gore [40] denkleminde X yerine kendisine esdeger
olan ve fakat sozii edilen kisitlamay1 iceren asagidaki
fonksiyon almabilir.

s—p (x,t) (j-1) [41]

[41] ifadesindeki p, bir Lagrange ¢arpanidir. Bu ifadedeki
fonksiyonun x,  ya gére tiirevi almip [40] denkleminde

yerine yazilirsa,

ox

t,,=—p O +2 X Xj| —— 42
Kl P ok kK XI,L 0Ce, [42]
denklemi elde edilir. Bu ifadenin  maddesel
koordinatlardaki formu,
ox
Tl =—P ClL +2 43
KL P Lk Yo [43]

KL

seklinde elde edilir (25). Burada, Cp\ = Xy x X, i

Piola sekil degistirme tansoérii olarak bilinir. Gerinme-
enerjisi-yogunlugu degisim hizi, bilindigi gibi daha 6nce

Yk = ai'—z seklinde tanimlanmisti. Bu ifadede X 'nin

KL
deformasyon gradyanina gore tiirevi yer almadigi igin
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Lagrange carpani sifir olur. Bu durumda elde etmemiz
gereken biinye denklemleri, yapilan kabule bagl olarak
Tkl Ve Yy, dir ve bunlarin serbest enerji fonksiyonu

¥ ’ya baglt oldugu [36] ve [43] denklemlerinden agikca
goriilmektedir. O halde yapilacak ilk is X ’nin agik
formunu ortaya koymak olacaktir.

Hasarhi-Elastik-Izotrop Ortam I¢in Biinye
Modelinin Olusturulmasi

Bu c¢alismada, mekanik yiiklemeye maruz mikro-bosluklu
elastik ortamin izotrop oldugu kabul edilmistir. Bu
durumda X ’nin argiimanlarinin somut olarak tayini igin,
invaryantlar teorisine ait bulgular kullanilmigtir. Ortamin
anizotropisi  sadece  mikro-catlaklar  veya  mikro-
bosluklardan kaynaklanmaktadir. Buna gore ¥ gerilme
potansiyelinin formu maddesel koordinat sisteminin ful-
ortogonal transformasyon grubu altinda invaryant
kalmalidir (26). Bunu matematiksel olarak ifade edersek
¥ ’nin asagidaki kisitlamay1 saglamasi gerekir.
2 (C,H,0)==(MCMT ,MHMT ,0) [44]
Burada M, maddesel koordinat sistemlerinin ful-
ortogonal transformasyonlarini gosterdiginden ortogonal

bir matris olup, M™?=MT sartim saglamaktadir.
Invaryantlar teorisinden biliyoruz ki, bu argiimanlarin
skaler bir fonksiyonu olan X ’'min, bu argiimanlara
miisterek invaryantlar1 vasitast ile bagli olmasi gerekir.
Buna gore, C, H simetrik matrislerinin birbirinden

bagimsiz 8 adet miisterek invaryantlarinin oldugunu
gosterebiliriz.

l,=trC, I, =trC?, I,=trC%, 1, =trH,
Is=trH? Ig=trH® I, =trCH,
lg=trC*H, Iy =trC H?, 1,y = trC* H?

[45]

H hasar tansoriinii, A vektorinin Kkendisi ile tansor
carpimi  olacak  sekilde  sectigimizden [30]4,
invaryantlarini, buna dayanarak invaryantlar listesinden
cikarabiliriz. Invaryantlarin  kendisini  teskil eden
birimlerin simetrik bir fonksiyonu olmasi geregine
dayanarak, yukarida hasar tansoérii i¢in yaptigimiz bu
kabul genellige halel getirmez. Bu durumda serbest enerji
fonksiyonumuz yukarida tanimlanan argiimanlarin
fonksiyonu olarak asagidaki sekilde yazilabilir.
=3 (1,0, 05,04, 05,16,17,15) [46]
Ikinci dereceden bir tansér olan Green deformasyon
tansoriiniin asal invaryantlariimn

1

=1, ||:E(|12 —|2), |||:%(|f—3|1|2 +2|3) [47]

seklinde oldugu dikkate alinarak [45] ifadesindeki (I4, I,
I3) invaryantlar1 yerine, [47] denkleminde verilen asal
invaryantlar  kullanilabilir. Ortam sikismaz kabul
edildiginden III=1 olur. Bu durumda X 'nin baglh oldugu
invaryantlar, [45] ve [47] ifadeleri yardimiyla asagidaki
gibi verilebilir,

=3 (1,010,015, 0g,15,15) [48]

Ortam sikismaz oldugundan gerilmenin ve gerinme-
enerjisi-yogunlugu degisim hizinin  biinye denklemi
asagidaki gibi ortaya konulmustur.

- 0
PQ
0
Ypo = 50
03 [50]

[49] ve [50] ifadelerindeki kismi tiirevler [48] ifadesinden
asagidaki gibi yazilabilir.

0x _oxr ol ox ol
0Cpg 01 8Cpq 01l 8Cpq -
o ol, 0% olg
+ +
d1; 0Cpq 0l 0Cpq
0L _ 0% al, 9% dl
0Hpg 01, 0Hpg 0lg 0Hpg
L0% Al ox ol [52]
dlg dHpq 017 dHpg
0% dlg
+_
d1g 9Hpq

[45] ve [47] ifadeleriyle verilen invaryantlarin Cpq Ya
gore sifir olmayan tiirevleri [51] denkleminde yerine
yazildiktan sonra [49] denklemine tasinirsa, bu
invaryantlarin Hpg ya gore sifir olmayan tiirevleri de [52]
denkleminde yerine yazildiktan sonra [50] denklemine
taginirsa; mekanik bir yuklemeye maruz, mikro-bosluklu
ve sikigmaz olarak kabul edilen, elastik bir ortamda
gerilme biinye denklemi ve gerinme-enerjisi-yogunlugu
degisim  hizinin biinye denklemi, maddesel
koordinatlardaki bilesenleri cinsinden asagidaki gibi elde
edilir.

_ o0x o0
TPQ :_pCPlQ +2|:HSPQ +m(6pQ CRR _CPQ)
[53]
o0x 0X
+EHPQ +E(CPR Hro +Hpr CRQ)
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o0x o0x oX
YPQ_8_|6PQ+28_|HPQ 3 HPM HMQ
842 525 6 [54]
+ Cpo + CpL C
a|7 PQ 8|8 PL LQ

[53] ve [54] ifadelerinin matris formdaki ifadeleri de
asagidaki gibi yazilabilir.

T=-pCt+2 a—EI+a—2(trCI—C)
ol oll
[55]

+a—ZH+a—2(CH+HC)

ol Olg
Y:aa—lznzs—leJrss—lez

52 6; 6 [56]

+—— C+—2C?

ol,  dlg
[55] denkleminde go6zilken Lagrange c¢arpani p,

hidrostatik basing olarak bilinir ve alan denklemleri ve
sinir sartlar1 ile belirlenebilir. [55] ve [56] denklemlerinin
daha somut seklini elde etmek i¢in bu denklemlerdeki
¥ ’nin invaryantlarina gore tiirevlerinin degerlendirilmesi
gerekir.

[53] ve [54] denklemindeki X ’nin bagli oldugu
invaryantlar daha once [48] ifadesi ile verilmisti. Ancak
bu invaryantlara nasil bagli oldugunu heniiz
belirlememistik. X, bu invaryantlarin analitik bir
fonksiyonu ise bir kuvvet serisi ile temsil edilebilir.
Ancak kuvvet serisinin kaginci mertebeden olacagi ve kag
teriminin dikkate alinacagi, bagka bir ifadeyle X ’nin
kagmer mertebeden bir polinomla temsil edilecegi;
deformasyon invaryantinin  bilyiikliigiine, olaydaki
etkilesim paylarina kisacasi nonlineerlik mertebelerine
baghidir.

Diger taraftan i¢ enerjisi pozitif-tanimli oldugundan bu
polinomun  pozitif-tanimli  olmast  gerekir. Ayrica
invaryantlarin ¢arpim sirasinin X ’y1 etkilememesi igin bu
polinomun simetrik katsayili olmasi, yani kuadratik bir
form seklinde olmasi gerekir. Buna gore bir polinom

yaklagiminin ~ secgilmesi  durumunda, serbest enerji

fonksiyonu X icin mevcut invaryantlar cinsinden

asagidaki ifade yazilabilir.

=Ya;lil; (,j=12,4,56,7,8)a; =a [57]
ihj

Bu ifadedeki a;; katsayilarmin hepsi, X par¢acigina ve
ortamin 0 sicakligina baghdir. [55] ve [56] ifadelerindeki
Y ’nin invaryantlara gore tirevleri [57] polinom
acilimindan faydalanilarak bulunabilir. [57] ifadesinin
ihtiva ettigi invaryantlara gére X ’nin kismi tiirevleri
alinarak [55] denkleminde yerine yazildiktan sonra,
deformasyon tansorii C ve hasar tansori H’in ikinci
dereceye kadar terimleri dikkate alinirsa,

M. R. USAL, E. KORKMAZ, M. USAL

Tpg = —pCE%g +2{2a;,Cx k 3pq

+a1, C CL L 8pg —212Ck L CLk Opg

+2ay4 Hk 8pg +2a35 Hi . Hik Spg

+22857 C Hik Opg +2215Cx C  HukSpg
+22815,Cxk 0pg Crr —2 815 Cxk Cpg
+28y4 Hek 0pg Crr—2854 Hek Cpg
+2a,5 Hyg Hik 6pg Crr —2855 Hi Hik Cpg
+228,57 Cy Hik 0pg Crr —2857 Cy Hik Cpg [58]
+2817Cx Hpg +a57 Ckk G Heg

—a57 CxL Ck Hpg +2a47 Hek Hpg

+2a77 Cx Hik Hpg

+2a75Cy Cpy Huk Hpg +2815Ckk CprHro
+22;53Cy i Hpr Cro +2a45 He Cpr Hro

+2a,8Hy Hpr Cro +2275 Cyp Hik Cpr Hro

+2a75 C| Hi g Hpr Crol}t

denklemi elde edilir. [58] denklemindeki katsayilar,
¥ (i :1,2,3,...,13) gibi katsayilarla yeniden
tanimlanacak olursa asagidaki ifadeler yazilabilir.

oy=4ay, , 0,=28, , a3=4a,,
og=4a;5 ,05=4a;; , 0g =423,
o;=4a,, ,0g=4a,5, g =24,7, [59]
Qg =48y7 , 0gp =487,

oy =4azg , a3 =42,

Bu katsayilar kullanilarak gerilmenin biinye denklemi
yeniden asagidaki gibi yazilabilir.

Teq =—pC;E +03 Crk Opg 0y Crk Cpi dpq
=0y Gy Crk Opg + 03 Hkk Opq

+oy Hi Hik 8pg + a5 Cx Hik Opg

+ag Cx Cum Huk 8pg +2 0, Crik 8pg Crr
—20, Cxk Cpotay Hek 8pg Crr

—ay Heg CPQ+a8 HkL Hik 8PQ Crr

—ag Hep Hik CPQ+2a9 CkL Hik 6PQ Crr [60]
-2 a9 Cx Hik Cpg +as Cxk Hpg

+ag Cxk CpLi Hpg —ayg Ckr Cik Heo

+ogoHek Hpg +4; C L Hik Hpg

+03 Cx C m Hmk Hpg 06 Ckk Cpr Hro
+06Cxk Hpr Crg + 043 Hk k Cpr Hro

+ayzHy k Hpr Cro + 1 C . Hik Cpr Hro

+a3, Cx H k Hpr Cro
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[57] ifadesinin ihtiva ettigi invaryantlara gdre X 'nin
kismi tlrevleri alinarak [56] denkleminde yerine
yazdiktan sonra deformasyon tansorii C ve hasar tansorii
H’in ikinci dereceye kadar terimlerini dikkate alacak
olursak asagidaki ifadeye ulasiriz.

Ypq =2 a1 Cyk dpq +a24 Cik CrLL Bpq
—ay4 Cxr Crk Opg +2a44 Hyk dpq
+2a,5He Hik 8pg +2847 Cx  Hik 8pg
+2843Cx CLm Hmk Opg +4a15 Ckk Hpg
+28,5 Ckk CLL Hpg —2a5 Ck . Crk Hpg
+4 a5 Hek Hpg +4 857 Cx Hik Hpg
+4as5 Cx Com Huk Heg [61]
+6 a6 Ckk Hpm Hwmo

+32,6 Ckk CL Hem Huo

=328, CxL CLk Hpm Hmo 2217 Cxk Cpg

+2a,7 Hek Cpg +2a57 H L Hik Cpg

+2a77Cx H ik Cpg+2a43Hkk CpL Cg

+2as3 Hun Huk Cp CLo

[61] denklemindeki katsayilan PB; (i=1,2,3,..,14)

gibi katsayilarla yeniden tanimlayacak olursak asagidaki
ifadeleri yazilabiliriz.

Bi=2a, Br=ay, ,Bz3=20ay,,Bs=22y5,
Bs=2ay; , Pg=2a45 ,B7 =425,
Pg =2 255 ,Bg =2 857 ,Pyo =285,
P11 =6a16.P12 =386 Pz =287 ,P14 =287

[62]

Bu katsayilart kullanarak gerinme-enerjisi-yogunlugu
degisim  hizinin  biinye  denklemini, = maddesel
koordinatlardaki bilesenleri cinsinden yeniden asagidaki
gibi yazabiliriz.

Ypq =B1Cxk 8pqg +PB2 Ckk CLL 8pq
—B2CxL CLk 8pg +B3 Hkk dpo

+Bs Hk Hik 8pg +Bs CxL Hik Opg

+PBs Ck CLm Hmk 8poB7 Ckk Heg

+PBg Ck CLL Hpg —Ps Ck CLk Hpg

+2 B4 Hek Hpg+2Bg Cx Hik Hpg
+2B19 Cx . Cum Hmk Heg

+B11 Ckk Hem Humo

+B12 Ckk CLL Hem HMQ

—B12 Ck CLk Hpm Humg

+B13 Ckk Cpo +Bs Hkk Cpg

+Bg Hi Hik Cpg+Pua Ck Hik Cegq
+Bs Hkk CpL Crg +B1o Hin Hnk CpL CLg

[63]

[63] denklemi, bu ¢alismada ortaya koymaya ¢alistigimiz
gerinme-enerjisi-yogunlugu degisim hiz1 igin s6z konusu
kabuller altinda elde edilen bir biinye denklemidir ve
Ypo Hpg 20 sekilde

kisitlanmalidir.

esitsizligini saglayacak

Sonuglar

Mekanik yiiklemeye maruz, mikro-bosluklu elastik bir
ortamin nonlineer davranisint modellemeye imkan
olusturacagi beklentisine dayanarak modern Siirekli-
Ortamlar Mekanigi kapsaminda bir yol izlenmistir. Bu
modellemeyi gerceklestirirken, Termodinamigin birinci
kanunu ve ikinci kanunu (Clausius-Duhem esitsizligi),
biinye teorisi aksiyomlarindan o&zellikle objektivite ve
maddesel simetri aksiyomlar1 ile malzemenin simetri
grubuna iligkin kavramlar, biinye fonksiyonelinin
bulunmasi ve argiimanlarinin somut olarak tayini igin
invaryantlar teorisine ait bulgular, ele alinan malzemenin
nonlineer davraniginin modellenmesinin teorik temellerini
olusturmusgtur.

Ele almman malzemenin biinye denklemi; argiimanlar
Green deformasyon tansorii ve hasar tansorii olarak ortaya
cikan gerilme potansiyeli olarak belirlenmistir. Bu biinye
fonksiyoneli vasitasiyla malzemede mekanik yiikleme ile
olusan gerilme ve  gerinme-enerjisi-yogunlugunun
degisim hizina ait biinye denklemleri maddesel
koordinatlardaki bilesenleri cinsinden elde edilmistir.
Incelenen malzeme esas yapisi itibari ile izotrop olup,
mikro-bosluklarin varligi nedeniyle yani hasardan dolay1
malzemenin  anizotrop  bir  Ozellik  kazandigi
diigiiniilmiistir. Bu nedenle matris malzeme izotrop
alinarak, gerilmenin ve gerinme-enerjisi-yogunlugu
degisim hizinin biinye denklemleri, invaryantlar teorisine
ait bulgular kullanilarak [53] ve [54] denklemleriyle
nonlineer bir formda ortaya konulmustur. Bu biinye
denklemlerinin daha somut bir sekilde elde edilmesi igin,
¥’nin bagl oldugu invaryantlarina gore tiirevlerinin
bilinmesi gerektiginden gerilme potansiyeli X, ikinci
dereceden bir polinomla temsil edilerek invaryantlarma
gore turevleri hesaplanmistir. Bu iglemler yapilirken
nonlineer davranisin derecesini tespit etmek acgisindan,
deformasyon tansérii C ve hasar tansoéri H’in ikKinci
dereceye kadar olan etkileri ile dikkate alinmistir. Bu
durumda gerilmenin ve gerinme-enerjisi-yogunlugu
degisim  hizinin  biinye  denklemleri, maddesel
koordinatlardaki bilesenleri cinsinden [60] ve [63]
ifadeleriyle verilmistir. Bu denklemlerden gerilme biinye
denklemini veren [60] ifadesi, deformasyon tansorinin
etkisinin lineer olan katkilarmin ve hasar tansérunin
lineer yada ikinci mertebeye kadar olan terimlerinin
dikkate alinmasi durumunda daha basit formlara
indirgenebilir.

[60] denklemi mekanik bir yiiklemeye maruz, sikismaz ve
mikro-bosluklu  elastik  bir  ortamda,  mekanik
etkilesimlerin nonlineer kabul edildigi durumda gerilme
icin bunye denklemini veren ifadedir. Bu ifadede ilk terim
sikigmazlhik kabuliinden kaynaklanmaktadir. ikinci terim
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deformasyon tansoriiniin lineer etkisinden, 5. terim hasar
tanséruniin lineer etkisinden, 3, 4, 9 ve 10. terimler
deformasyon tansériniin nonlineer etkisinden, 6 ve 20.
terimler hasar tansoriiniin nonlineer etkisinden, 7, 11, 12
ve 17. terimler deformasyon tanséri ile hasar tansoériinin
lineer etkilesimlerinden, 8, 15, 16, 18, 19, 23 ve 24.
terimler deformasyon tansorunin nonlineer ve hasar
tansoOriiniin lineer etkilesimlerinden, 13, 14, 21, 25 ve 26.
terimler deformasyon tansoriiniin lineer hasar tansoriinin
nonlineer etkilesiminden, 22, 27 ve 28. terimler de
deformasyon tansorl ile hasar tansoriiniin nonlineer
etkilesimlerinden kaynaklanmaktadir.

[63] denklemi mekanik bir yiiklemeye maruz, sikismaz ve

mikro-bosluklu  elastik  bir  ortamda,  mekanik
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Simgeler
A

C,Cx
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: Yizey alan vektori
: Green deformasyon tansorii ve bilesenleri
: Tkinci dereceden anizotropik hasar tansori

ve bilesenleri

: Maddesel tasvir vektorleri
: Deformasyon gradyani matrisi
: Deformasyon jakobiyeni (Deformasyon

gradyani matrisinin determinanti)

: Hidrostatik basing

: Maddesel koordinat sisteminde 1s1 vektorii
: Cauchy gerilme tansorii

: Maddesel koordinatlarda gerilme tansorii

: Maddesel ve uzaysal koordinatlar

: Gerinme-enerjisi-yogunlugu degisim hizi

: Birim kiitle bagina i¢ enerji

: Birim kiitle bagina entropi tiretimi

: Birim kiitle bagina entropi yogunlugu

: t aninda X maddesel noktasinin mutlak

sicakligt

: Deformasyondan dnceki ve sonraki kiitle

yogunlugu

: Gerilme potansiyeli
: Birim kiitle basina serbest enerji

Gerilme potansiyeli

: Birim kiitle bagina serbest enerji
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