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Ozet: Bu galismada klasik Pareto dagilimmin sekil parametresi igin shrinkage tahmin yontemi ile en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi ve
sapmasiz tahmin edici kullanilarak, bu tahmin edicilere gore daha kiigiik hata kareler ortalamasina sahip sapmali tahmin ediciler
Onerilmigtir. Daha sonra, Pareto dagiliminin sekil parametresinin sapmasiz tahmin edicisi, en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi ve elde
edilen sapmali tahmin ediciler simiilasyon ¢alismasi yardimiyla karsilastirilmis ve sonuglar yorumlanmugtir.

Anahtar Kelimeler: Hata Kareler Ortalamasi, Sapma, Pareto Dagilimi, Sekil Parametresi, Shrinkage Tahmin

Shrinkage Estimators for the Shape Parameter of Classical Pareto Distribution

Abstract: In this study, the biased estimators for the shape parameter of classical Pareto distribution by using the maximum
likelihood estimator and the unbiased estimator are proposed. Mean square errors of these biased estimators are smaller than mean
square errors of maximum likelihood estimator and the unbiased estimator. Then the unbiased estimator and the maximum likelihood
estimator are compared with obtained biased estimators by means of simulation study and conclusions are interpreted.
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Giris

Yigma iliskin bir ¢ikarim yapabilmek i¢in dncelikle bu
yigininin tanimlayici parametreleri belirlenmeye caligilir.
Bu amag dogrultusunda sapmasiz tahmin ediciler yaygin
olarak kullanilir. Beklenen degeri y1gin parametresine esit
olan sapmasiz tahmin edicilerin biiyiikk varyansa sahip
olmalar1 durumunda daha kiiglik hata kareler ortalamasi
(HKO)’na sahip olan sapmali tahmin edicilerin
kullanilmast s6z konusu olabilir. Buradan hareketle
bilinmeyen yigin parametrelerinin sapmali ama daha
kiicik HKO’ll tahminiyle ilgili ¢esitli ¢alismalar
yapilmistir.

James R. Thompson (1968, a) yi1gin ortalamasimin en iyi
dogrusal sapmasiz tahmin edici (ENDOST)’sinin HKO
degerini daraltma faktérii adi verilen bir ¢arpan
yardimiyla kiigiilterek daha iyi bir tahmin ediciye
ulagsmaya caligmistir. Bu konu ile ilgili diger 6nemli
calismalar J.S. Metha ve R.Srinivasan (1971),
Govindarajulu ve Sahai (1972), Das (1975), Rao ve
Singh(1982), Singh ve Katyar (1988), Srivastava vd.
(1980), Bhatnagar (1986) ve Singh(1990), Jani (1991),
Kourouklis (1994)),Singh, Singh (1997), Singh ve
Singh(1997), Singh ve Shukla (2003), Singh ve Saxena
(2003) tarafindan yapilmastir.

Pareto dagilimi ilk olarak Pareto V. (1897) tarafindan
gelir dagilimi {izerine yapilan caligmada kullanilmistir.
Rytgaard (1990) c¢alismasinda Pareto dagiliminin sekil
parametresinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi (maximum
likelihood estimator: ECOB) ve Moment Tahmin edicileri
iizerinde c¢aligmigtir. Elde ettigi ECOB tahmin edicisini
kullanarak sekil parametresi i¢in en kiigiikk varyansh
sapmasiz bir tahmin edici Onermistir. Singh vd. (1996)
yaptiklar1  ¢alisgmada  Pareto  dagiliminin  dagilis
parametresinin ECOB ve sapmasiz tahmin edicileri igin
shrinkage tahmin yontemini kullanarak yeni bir tahmin
edici ailesi 6nermis ve Onerilen bu tahmin edici ailesinin
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bazi durumlarda diger tahmin edicilerden istiin oldugunu
HKO degerlerini karsilagtirarak gostermistir. Prakash vd.
(2006) yaptiklar1 calismada Pareto dagiliminin sekil
parametresinin ~ 6nsel  bilgisi  mevcutken  dagilis
parametresi i¢in bazi test tahmin edicileri dnermis ve
onerilen tahmin ediciler ile sapmasiz tahmin edicilerin
karsilagtirllmasinda  hata kare kayip fonksiyonunu
kullanmistir.  Prakash (2009) c¢aligmasinda Pareto
dagilimmin sekil parametresi i¢in bazi daraltict test
tahmin edicileri ile Bayes tahmin edicileri ve 6zellikleri
iizerinde ¢alismig ve bu tahmin edicileri goreli etkinlikleri
yardimiyla karsilastirmigtir.

Bu ¢alismada, tanitilan tahmin edici yardimiyla Pareto
dagilimmnin sekil parametresi icin sapmali iki farkl
tahmin edici elde edilmistir. Elde edilen bu tahmin
ediciler hem sapmasiz tahmin edicinin varyansindan hem
de ECOB tahmin edicisinin HKO degerinden daha kiigiik
HKO degerine sahip tahmin edicilerdir.

Shrinkage Tahmin Edicisi

Thompson (1968, a) tarafindan, ¢, 0 < ¢ < 1 araliginda
bir sabit, 8 degeri, 6 parametresinin tahmin edicisi ve 6,
degeri, 8 parametresinin Onsel degeri olmak iizere 6
parametresi igin,

0 =c(8) + (1 —c)b, €))

seklinde bir tahmin edici Onerilmistir . Esitlik (1)’de
verilen bu tahmin edicide c sabiti daraltma faktorii olarak
isimlendirilir. Bu faktér bir oOnsel bilgi varliginda
ENDOST ile ¢arpilarak Esitlik (1)’deki sapmali tahmin
edicinin HKO’ n1 minimum yapacak sekilde elde edilir.
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Pareto Dagiliminin Sekil Parametresi I¢in Onerilen
Tahmin Ediciler ve Ozellikleri

Bu boliimde Pareto dagiliminin sekil parametresi icin
Rytgaard (1990) tarafindan 6nerilen en kiigiik varyansli
sapmasiz tahmin edici ve g¢esitli daraltma faktorleri
kullanilarak sapmasiz tahmin ediciye gore daha kiigiik
HKO’na sahip sapmali tahmin ediciler elde edilmistir.
Sonra bu tahmin edicilere ait HKO degerleri hesaplanmig
ve teorik olarak kargilastirilmistir.

X, klasik Pareto dagilimina sahip rassal bir degisken
olsun. ¢, dagilis parametresi ve S, sekil parametresi
olmak tizere X rassal degiskenine ait olasilik yogunluk
fonksiyonu,

Bab
x(ﬁ"’l)
0 ;x<«a

;X >a (2)

fx(x) =

seklinde tanimlanur.

X rassal degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonu Esitlik
(2)’de wverildigi gibi tanimlanmak {izere, Pareto
dagiliminin sekil parametresi 8’nin ECOB tahmin edicisi,

n

p= (3)

x.
?:11"51
seklindedir.
Rytgaard (1990) calismasinda, Esitlik (3)’ de verilen
tahmin ediciyi kullanarak, Pareto dagilimmin sekil
parametresi f ic¢in asagida verilen sapmasiz tahmin

ediciyi elde etmistir:

n—1,

f= “4)

n

Esitlik (4)’de verilen tahmin ediciye iliskin beklenen
deger,

E(B) =B (5)

dir. Varyans ise

E(F) = G ©

olmak iizere

Var(B) = - " 7)
(n—-2)

seklinde elde edilir. Burada 8 sapmasiz bir tahmin edici
oldugu i¢in HKO() = Var(f) oldugu bilinmektedir.

Esitlik (3)’de verilen tahmin ediciye iliskin HKO degeri,

HKO(ﬁ)z( (n+2) g2

n—1n-2)
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olarak elde edilir. Boylece Esitlik (3) ve Esitlik (4)’te
verilen  tahmin  edicilere ait HKO  degerleri
karsilastirildiginda,

HKO(B) (n+2)
Var(f) (-1

ifadesinden, n > 1 oldugu siirece Var(f) < HKO( p)
olacag1 sonucuna ulasilir.

Onerme 1: Pareto dagiliminin sekil parametresi f igin,
sapmasiz tahmin edici kullanilarak, Esitlik(1)’de verilen
tahmin edici yardimiyla olusturulan shrinkage tahmin
edicisi,

B — (ﬁ - ﬁO)2
® Var(B) + (B — Bo)?

(B = Bo) + Bo (8)

olarak elde edilir. Bu tahmin ediciye ait HKO,

B*(B = Bo)?
(n —=2)(B = Bo)? + B?

seklinde elde edilir.

HKO( fss) = 9

Kanut 1: 8 parametresi i¢in Esitlik (1)’de verilen tahmin
edici yardimiyla elde edilen Sy =cf+ (1—c)f,
formundaki tahmin edici, §; f parametresi i¢in sapmasiz
bir tahmin edici, f,; B parametresi i¢in Onsel tahmin
degeri ve ¢; HKO( fss) degerini minimum yapacak bir
sabit olmak tizere,

Bss = C(E - ﬁo) + Bo (10)
olarak yazilabilir. Dolayisiyla HK 0( ,[?SS) degeri,

A ~ 2
HKO( fss) = E[c(B — Bo) + Bo — B] (11D
seklindedir.  Esitlik (11)’de gerekli diizenlemeler
yapildiginda,

. CZ,BZ
HKO( .Bss) = + (C - 1)2(:8 - ﬁo)z (12)

n—2

elde edilir. Esitlik (11)’deki ifadenin ¢’ ye gore tlirevi
alinip sifira esitlenerek HKO degerini minimum yapacak
daraltma faktorii c,

B — By)?
B - By

n—2

ifadesi elde edilir. Buradan,

_ (B —Bo)?
Cc = =
Var(B) + (B — o)

(13)

olarak elde edilir.
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Sonug olarak, Pareto dagiliminin sekil parametresi f i¢in
Esitlik(1)’de verilen tahmin edici yardimiyla elde edilen
shrinkage tahmin edicisi,

(B = Bo)*
Var(B) + (B = Bo)?

ﬁss = (.g - .30) + BO (14)

dir. Boylece bu tahmin ediciye ait Esitlik (12)’ de verilen
HKO ifadesinde Esitlik (13)’ deki ¢ daraltma faktori
yerine yazilarak gerekli diizenlemeler yapildiginda,

B*(B = Bo)?
(n=2)(B = Bo)? + p?

HKO( Bss) = (15)

seklinde elde edilir. O

[ parametresinin sapmasiz tahmin edicisi S’e iliskin

varyans ve f, tahmin edicisine iliskin HKO
karsilagtirildiginda
N BB — Bo)?
HKO( Bss) _ (n—2)(B—Po)* + B
Var(B) B
n—2
_ RY
(n —2)(B = Bo) (16)

T —2)(B - Bo)? +

ifadesine ulasilir. Esitlik (16)’da verilen ifade n > 2
oldugu siirece 1> den kiigiik olacagindan HKO( fs;) <
Var (ﬁ ) sonucuna ulagilir.

Daraltma faktérii olan c¢ sabiti [ parametresinin bir
fonksiyonu olarak elde edilmigtir. Ancak uygulamada S
parametresine ulasmak miimkiin olamayacagi igin [
parametresi  yerine sapmasiz tahmin edicisi
kullanilabilir. Bu durumda daraltma faktorii ¢ i¢in bir
tahmin edici,

(B-50)’
T oy
n—at (B =)

¢ =

a7

olarak elde edilir. Esitlik (17)’de verilen daraltma faktori
kullanilarak elde edilen tahmin edici

B\ss= = (E_BO)Z

L (B-p)

(B —Bo) + Bo (18)

seklini alir. Esitlik (18)’ de verilen sapmali tahmin edici
ile sapmasiz tahmin edicinin etkinlikleri simiilasyon
¢aligmas1 boliimiinde 100000 denemelik Monte Carlo
caligmasi yardimiyla karsilagtirtlmistir.

Onerme 2: Pareto dagiliminin sekil parametresi § igin,
ECOB tahmin edicisi kullanilarak, Esitlik (1)’de verilen

tahmin edici yardimiyla olusturulan shrinkage tahmin
edicisi,
i B = Bo) [ =18 — o) i
ﬁse = 2 2 (ﬁ - [)70)
I __pry (L B -8 )
(n—1)2(n-2) n—1 0

+Bo

(19)

olarak elde edilir. Bu tahmin ediciye ait HKO;
HKO( fse)
n2
I ol (e )
T/ on 2 n? 5 (20)
(EgB—5) + CE VL

bigiminde olusturulur.

Kanit 2: 8 parametresi igin Esitlik (1)’de verilen tahmin
edici yardimiyla elde edilen B, =cf+ (1—c)f,
formundaki tahmin edici, 8, B parametresi icin ECOB
tahmin edicisi, B,, 8 parametresi i¢in 6nsel tahmin degeri
ve ¢, OHK( fs.) degerini minimum yapacak bir sabit
olmak tlizere,

ﬁse = C(B - ,80) + .BO (21)
olarak yazilabilir. Dolayistyla HK 0( Be) degeri
HKO( Be) = E[c(B = Bo) + Bo — B]' (22)
dir. Esitlik (22)’de gerekli diizenlemeler yapildiginda,
. - n?
HKO( fsc) = c*B m-D'm-2)
2
He(E5p-m)-G-52 @3

elde edilir. Bu ifadenin ¢’ ye gore tirevi alinip sifira
esitlendiginde HKO degerini minimum yapacak daraltma
faktorii c,

B = Bo) [ 218 - o
CER e L s V)

seklinde elde edilir.

Sonug olarak, Pareto dagilimimnin sekil parametresi § i¢in
Esitlik (1)’de verilen tahmin edici yardimiyla elde edilen
shrinkage tahmin edicisi,

c= (24)

. B-Bo) |===8-5 )
Bse = n2 ° [TL 1 0] 2 (ﬂ _ﬂO)

2 n
S ECE L (=18 - 50)
+p

(25)

olarak elde edilir. Bdylece bu tahmin ediciye ait Esitlik
(23)’ de verilen HKO ifadesinde Esitlik (24)’ deki ¢
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daraltma faktorii yerine yazilarak gerekli diizenlemeler
yapildiginda;

HKO( Bse)
2 2 n?
e (o)
T/ on 2 n2 5 (26)
v HCES e

seklinde elde edilir. O
[ parametresinin sapmasiz tahmin edicisi E ’e iligkin
varyans ve Bse tahmin edicisine iliskin HKO
karsilagtirildiginda
HKO( B — By)?

(Bse) _ (B = Bo) 2

var(B)  ,_ o [ﬁz H(p-no 1ﬁ0)2]

ifadesine ulasilir. § ve [, ifadeleri 2’den biiyiik reel
degerler alabilecegi icin n > 2 oldugu siirece Esitlik
(27)’deki etkinlik degerinin 1° den kiigiik olacagi
goriilmektedir.

Yine, daraltma faktorii olan ¢ sabiti § parametresinin bir
fonksiyonu olarak elde edildigi i¢in S parametresi yerine
ECOB tahmin edicisi 8 kullanilabilir. Bu durumda
daraltma faktorii i¢in bir tahmin;

n

(B = Bo) [=5 8 — Bo]

5;17576;:7332+(ﬁ%?fﬁ-&02

olarak elde edilir. Esitlik (28)’ de verilen daraltma faktorii
kullanilarak elde edilen sapmali tahmin edici ile sapmasiz

o>
Il

(28)
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boliimiinde 100000 denemelik Monte Carlo ¢alismasi
yardimiyla karsilastirilmistir.

Bununla birlikte, tahmin edicilerin karsilastirilmasinda
HKO kriterinin yani sira kii¢iik sapmada 6nemli bir role
sahiptir. Esitlik (8) ve Esitlik (19)’da verilen S Ve B,
tahmin edicilerine iliskin sapma degerleri sirasiyla,

5y _ B*(B = Bo)?
SapmaBss) = g n—2)(8 - fo)?
ve
202 _ 2
Sapma(f.,) = n“B*(B — Bo) . i
n2B2 + (n— D(n — 2) (=56 — fo)
seklindedir. Buradan Sapma(Bss)/Sapma(f.) < 1

oldugu goriilmektedir. B, tahmin edicisine iliskin
sapmanin f,, tahmin edicilerine iliskin sapmadan daha
kiiciik oldugu sonucuna ulagilir.

Simiilasyon Calismast

Simiilasyon ¢aligmasinda, « = 1,1.5, 2, ... degerleri igin
yapilan denemelerde aymi degerler elde edilmistir. Bu
yiizden basit Pareto dagiliminda da oldugu gibi dagilis
parametresi @ = 1 olarak alimmugtir. Pareto dagilimina
sahip bir veri setinin varyansinin hesaplanabilmesi i¢in
sekil parametresinin 2’den biiyiilk olmasi gerekmektedir.
Ayrica Thompson (1968,a) ¢aligmasinda, dnerdigi tahmin
edicinin istiinliiglinii kanitlamak i¢in yaptig1 uygulamada
normal dagilima sahip bir yigmin tanimlayict iki
parametresi arasindaki orani 1/5 olarak almistir. Buradan
hareketle, bu simiilasyon g¢alismasinda ¢ =1 ve =5
parametrelerine sahip Pareto dagilimindan gelen veri

tahmin edicinin  etkinlikleri simiilasyon ¢alismasi  setlerinden yararlanilmistir.
2
18- |
16 |
14 |
2t e :
z 01 =
5 =
8 08 i e |
06 (1) HKO( B)/var(F) |
1 — (2) HEO( f)/Var(f) |
- g; (3) HEO( £.,)/Var(E)
e ) (4) HKO( ﬁ?ss)/var(g) n
a ! g | | ' : ‘ ‘ ‘
0 1 2 3 4 5 6 ! s ’ °
Bo/B

Sekil 1: ECOB ve onerilen sapmali tahmin edicilerin sapmasiz tahmin ediciye gore géoreli etkinlikleri
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Sekil 1’de n=10 durumunda degisik B,/ degerleri igin
yukarida sozlii gecen dort tahmin edicinin sapmasiz
tahmin ediciye gore goreli etkinlikleri yer almaktadir.
Sekil 1’e bakildiginda sapmasiz tahmin edicinin ECOB
tahmin edicisinden daha kiiciik HKO degerlerine sahip
oldugu goriilmektedir. Ayrica sapmasiz tahmin edici ve
ECOB tahmin edicisi kullanilarak elde edilen her iki
sapmal1 tahmin edicinin de belli bir S,/ degerine kadar
sapmasiz  tahmin ediciden daha {stin  oldugu
goriilmektedir. Bununla birlikte kii¢iik S,/ degerleri i¢in
ECOB tahmin edicisi kullanilarak elde edilen sapmali
tahmin edicinin, sapmasiz tahmin edici kullanilarak elde

edilen sapmali tahmin ediciden daha kiigik HKO
degerlerine sahiptir. Ancak f,/f degeri biiyiidiikce
sapmasiz tahmin edici kullanilarak elde edilen tahmin
edicinin HKO degerindeki artis hizinin, ECOB tahmin
edicisi kullanilarak elde edilen sapmali tahmin edicinin
HKO degerindeki artiy hizina goére daha az oldugu
gozlenmektedir. Sekil 1°de sabit bir n degerine karsilik
degisen f,/f degerleri ele alinmustir. Sabit bir B,/
degeri ele alindiginda degisen n degerleri icin etkinlik
degerlerinin nasil etkilendigini gézlemlemek igin yapilan
simiilasyon ~ ¢alismast  sonuglar1  Cizelge 1’de
Ozetlenmistir.

Cizelge 1: [,/ = 2.5 durumunda farkli n degerleri icin ECOB ve énerilen sapmali tahmin edicilerin sapmasiz tahmin
ediciye gore goreli etkinlik degerleri

Tahmin n

Ediciler 5 10 15 25 50
F; 1 1 1 1 1
3 1.6477 12710 1.1707 1.0982 1.0475
B 0.4687 0.6959 0.7887 0.8686 0.9328
B.. 0.1283 0.0767 0.0660 0.0600 0.0557

Cizelge 1’¢ bakildiginda, n artarken S ve £ tahmin
edicilerinin HKO degerlerinin 8 tahmin edicisinin HKO
degerine yakmsadigi goriilmektedir. Bununla birlikte S,
tahmin edicisine ait goreli etkinlik degerlerine
bakildiginda n artarken, bu tahmin edicinin § sapmasiz

tahmin edicisine gore {stiinliginin de arttig
goriilmektedir. Cizelge 1’de wverilen goreli etkinlik
degerlerine  bakildiginda Onerilen sapmali  tahmin

edicilerin ECOB ve sapmasiz tahmin edicilere gore daha
kiiciitk HKO’na sahip oldugu gozlemlenmistir.

Sonuc¢

Bazi durumlarda sapmali tahmin ediciler sapmasiz tahmin
edicilere gore daha kiigiik HKO degerlerine sahiptirler.
Bu durumda sapmali tahmin ediciler sapmasiz tahmin
edicilere tercih edilebilirler. Thompson (1968,a) yapmis
oldugu ¢aligmada parametre tahmini igin onerdigi tahmin
edicinin sapmasiz tahmin ediciye gére daha kiigiik HKO
degerine sahip oldugunu gostermigtir.  Jani (1991)
caligmasinda tistel dagilimin dagilis parametresi igin
sapmal1 bir tahmin edici sinifi 6nermis ve bu tahmin edici
smifinin sapmasiz tahmin ediciden daha istiin olugu
durumlar1 gostermistir. Singh ve Singh (1997) ile Singh
ve Saxena (2003) yaptiklar1 ¢aligmalarda normal dagilima
sahip bir yiginin varyansi igin tahmin edici aileleri
onermis ve diger tahmin edicilerden daha kiigik HKO
degerine sahip oldugu durumlari belirtmislerdir. Prakash
(2006, 2009) ise Pareto dagiliminin dagilis parametresi
icin ¢esitli sapmali tahmin ediciler 6nermis ve bu tahmin
edicilerin diger tahmin edicilerden f{istiin oldugu
durumlart  incelemistir. Bu ¢alismada, Thompson
(1968,2)’nin  O6nermis oldugu tahmin ediciden yola
cikilarak Pareto dagilimmin sekil parametresine iligkin iki

tane sapmali tahmin edici 6nerilmistir. Bu tahmin ediciler
HKO’n1 minimum yapacak sekilde olusturulmustur.

Sekil 1 ve Cizelge 1°de verilen goreli etkinlik degerlerine
bakildiginda 6nerilen sapmali tahmin edicilerin ECOB ve
sapmasiz tahmin edicilere gore daha kiigiik HKO’ye sahip
oldugu gozlemlenmistir. Bununla birlikte, kii¢iikk B,/
degerleri i¢in ECOB tahmin edicisi kullanilarak elde
edilen sapmali tahmin ediciye ait HKO degerleri,
sapmasiz tahmin edici kullanilarak elde edilen sapmali
tahmin edicinin HKO degerlerinden daha kiigiiktiir.
Ancak tahmin edicilerin tanitildigi boliimde Sapma(Bys)
degerinin  Sapma(fBs,) degerinden kiiciik oldugu
belirtilmigti. Eger arasgtirmaci, sapmasiz tahmin ediciye
gore daha kiiciik HKO degeri ile birlikte parametreden
sapma degerinin de kiigiik olmasini istiyorsa bu durumda
Bss tahmin edicisini kullanmas1 daha uygun olacaktr.
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