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Her Es-sonlu Genislemesinde Zayif Rad-tiimleyene Sahip
Modiiller

Modules Having a Weak Rad-Supplement in Every Cofinite
Extension

Onemli noktalar (Highlights)

7

% Injektif modiiller ve es-sonlu injektif modiillerin timleyenler anlaminda genellestirilerek yeni modiiller
tamimlanmasi. / Defining new modules by generalizing injective modules and cofinitely injective modules
in the meaning of supplements.

7

¢ Her eg-sonlu genislemesinde zayif tiimleyene sahip modiiller ile her eg-atom genislemesinde zayif
tiimleyene sahip modiillerin genellestirilmesi. / Generalizing the modules that have a weak supplement in
every cofinite extension and the modules that have a weak supplement in every coatomic extension.

Grafik Ozet (Graphical Abstract)

Bir R halkasimin yariyerel olmasi icin gerek ve yeter sartin her sol R-modiiliin (CWRE) ozelligine sahip olmasi
oldugu ispatlanmigtir. Ayrica bir modiiliin (WREE™®) ozelligine sahip olmasi igin gerek ve yeter sartin her alt
modiiliiniin (WRE?*) ézelligine sahip olmast oldugu gosterilmigtir. | 1t is proven that a ring R is semilocal if and
only if every left R-module has the property (CWRE). Moreover, it is showed that a module has the property
(WREE¥*) if and only if every submodule of it has the property (WRE*).

Amag (Aim)

Her eg-sonlu genislemesinde ve her es-atom genislemesinde zayif Rad-tiimleyene sahip modiil yapist modiil teoride
heniiz bir agik problemdir. Bu modiillere sirasiyla (CWRE) ve (WRE¥*) ozelligine sahip modiiller denilerek temel
ozellikleri ortaya konmak istenmistir. / The module structure with weak Rad-supplement in every cofinite extension
and in every coatomic extension is still an open problem in module theory. These modules are called modules
with the properties (CWRE) and (WRE*) , respectively, to reveal their basic features.

Tasarum ve Yontem (Design & Methodology)

Her zayif tiimleyen bir zayif Rad-tiimleyendir. Bu gergekten yola ¢ikarak her es-sonlu genislemesinde ve her es-
atom genislemesinde zayif Rad-tiimleyene sahip modiiller tamimlanmuis ve ozellikleri incelenmistir. | Every weak
supplement is a weak Rad-supplement. From this fact, it is defined that the modules that have a weak Rad-
supplement in every cofinite extension and the modules that have a weak Rad-supplement in every coatomic
extension and their properties are examined.

Ozgiinliik (Originality)

Bu ¢alismada (CWE) ézelligine sahip modiiller ve (WE*) ozelligine sahip modiiller genellestirildi. / It has been
generalized the modules with the properties (CWE) and (WE™*).

Bulgular (Findings)

(WRE?*) ozelligine sahip modiiller (CWRE) ozelligine sahiptir. (WREE*) ozelligine sahip modiiller (CWREE)
ozelligine sahiptir. / The modules with the property (WRE*) have the property (CWRE). The modules with the
property (WREE*) have the property (CWREE).

Sonug (Conclusion)

Yarerel halkalar i¢cin (CWRE) ve (CWREE) ozelligine sahip modiiller yardimiyla yeni bir karakterizasyon
verilmistir. Sol V-halkalar iizerinde (WRE*) ézelligine sahip modiillerin (WRE) ozelligine sahip modiiller ve
injektif modiiller ile ¢akistigi gozlenmistir. / It is given a new characterization for semilocal rings by aid of the
modules with the properties (CWRE) and (CWREE). It is observed that over left V-rings, the modules with the
property (WRE*) coincide with the modules that have the property (WRE) and injective modules.
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Bu calismada, (CWE) ve (CWEE) &zelligine sahip modiillerin bir genellestirilisi olarak (CWRE) ve (CWREE) 6zelligine sahip
modiilleri tanimliyoruz. R bir halka ve M sol R-modiil olsun. Eger M (CWRE) 6zelligine sahip ise, M modiiliiniin her direkt toplam
terimi (CWRE) 6zelligine sahiptir. Bir R halkasinin yariyerel olmasi igin gerek ve yeter sart her sol R-modiiliin (CWRE) 6zelligine

sahip olmasidir. Ayrica (WRE*) ve (WREE*) 6zelligine sahip modiilleri ¢alisiyoruz. Bir modiiliin (WREE?*) 6zelligine sahip olmasi
i¢in gerek ve yeter sart onun her alt modiiliiniin (WRE*) 6zelligine sahip olmasidir.

Anahtar kelimeler: Zayif Rad-tiimleyen, yariyerel halka, es-sonlu genisleme.

Modules Having a Weak Rad-Supplement in Every
Cofinite Extension

ABSTRACT

In this study, we introduce the modules with the properties (CWRE) and (CWREE) as a generalization of the modules with the
properties (CWE) and (CWEE). Let R be a ring and M be a left R-module. If M has the property (CWRE), then every direct
summand of M has the property (CWRE). A ring R is semilocal if and only if every left R-module has the property (CWRE). We
also study the modules that have the properties (WRE*) and (WREE*). A module has the property (WREE*) if and only if every

submodule of it has the property (WRE*).

Keywords: Weak Rad-supplement, semilocal ring, cofinite extension.

1. GIRiS INTRODUCTION)

Matematik diinya genelinde doga bilimleri, miihendislik,
teknoloji ve maliye gibi bir¢cok alanda problem ¢6zmek
icin temel aragtir [1], [2], [3]. Vektor uzaylan
matematikte yaygmn bir c¢aligma alan1 olusturur.
Matematikte iyi bilinen vektér uzaylarinin = bir
genellestirilisi olarak karsimiza modiil kavrami ¢ikar. Bu
calismada modiil teoride heniiz yapisi aragtiritlmamis bazi
modiiller tanimlanip cebirsel acidan incelenerek
matematiksel bilginin teorik olarak diger alanlara
uygulanmasina yardimei olmaya caligilmistir.

Bu makale boyunca, R birimli birlesmeli halkayi
belirtecek ve tiim modiiller {initer sol R-modiil olarak ele
almacaktir. M bir modiil olsun. U < M gosterimi U nun
M modiiliiniin bir alt modiilii oldugunu ifade edecektir.
Burada ayn1 zamanda M modiiliine U nun bir genislemesi
denir [4]. M ninher T 6z alt modiiliiicin M # U + T ise,
bu takdirde U ya M nin kiigiik alt modiilii denir ve bu
U < M ile gosterilir.

Rad (M), M modiiliiniin tiim maksimal alt modiillerinin
kesigimini, bir bagka deyisle M nin tim kiigiik alt
modiillerinin toplamini, ifade eder. M modiilii maksimal
alt modiile sahip degilse, M ye radikal modiil denir ve

*Sorumlu Yazar (Corresponding Author)
e-posta : emine.onal@ahievran.edu.tr

M = Rad (M) dir. Sifirdan farkli bir M modiiliiniin tim
6z alt modiilleri M nin kiigiik alt modiilii ise, M ye oyuk
modil; tim 6z alt modiillerinin toplami M nin yine bir
0z alt modiilii ise, M ye yerel modiil denir. zR sol R-
modiilii yerel ise R ye yerel halka denir.

U <M modiiller olsun. M/U bolim modiilii sonlu
iiretilmisse, U ya M nin es-sonlu alt modiilii denir [5].
Burada ayni zamanda M ye U nun es-sonlu genislemesi
adi verilir [6]. M modiiliiniin bir U alt modilii i¢in
Rad(M/U)=M/U olmast U=M olmasini
gerektiriyorsa, bir bagka deyisle, M nin her radikal boliim
modiili sifir ise, M ye es-atom modiil denir [7]. Oyuk
(6zellikle, yerel) modiiller, yaribasit modiiller ve sonlu
iretilmis modiiller es-atomdur. M nin es-atom modiil
olmasi igin gerek ve yeter sart M nin her 6z alt
modiiliiniin  bir maksimal alt modil tarafindan
kapsanmasidir. Ayrica, es-atom modiillerin sinifi
genislemeler ve boliim modiilleri altinda kapalidir.

U,K <M modiller olsun. K alt modili M =U + K
0zelligini saglayan modiillerin minimali ise, ya da denk
olarak M = U+ Kve U N K K K ise, K alt modiiliine U
nun M de bir tiimleyeni denir [8]. Eger M = U + K ve
UNK < Rad(K) ise, K alt modiilime U nun M de bir
radikal tiimleyeni veya kisaca Rad-tiimleyeni ([9] g6z
oniine alinirsa genellestirilmis tiimleyeni) denir [10].
M=U+K ve UNKKM ise, bu takdirde K alt
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modiiliine U nun M de bir zayif tiimleyeni adi1 verilir
[11],[12]. Ayrica M = U + T sartin1 saglayan her T alt
modiilii, U nun M de bir (zay1f) timleyenini kapsarsa, U
alt modiilii M de bol (zayif) tiimleyene sahiptir denir.
Eger M =U+ K ve UNK < Rad(M) ise, K ye U nun
M de bir zayif Rad-tiimleyeni denir [13]. M =U+T
sartin1 saglayan her T alt modiili, U nun M de bir zayif
Rad-tiimleyenini kapsarsa, U alt modiilii M de bol zayif
Rad-tiimleyene sahiptir denir.

Bir M modiiliiniin injektif olmasi igin gerek ve yeter sart
her genislemesinde direkt toplam terimi olmasidir [4].
Injektif modiillerin genellestirilmesi konusunda ilk kez
Zbschinger’in - bagt  ¢ektigi goriilir. Yazar, her
genislemesinde bir timleyene sahip modiilii (E); her
genislemesinde bol tiimleyene sahip modiilii ise (EE)
ozelligine sahip modiil olarak tanimlamistir [14]. Ayn1
makalede yazar bu modiillerin temel 6zelliklerini ortaya
koymustur.

Zbschinger’in  tamimlarindan yola ¢ikarak, ilk kez
Calisict ve Tirkmen (E) ve (EE) ozelligine sahip
modiilleri genellestirmis olup; bir M modiilii her es-sonlu
genislemesinde (bol) tiimleyene sahip ise, M modiiliinii
(CE) ((CEE)) oOzelligine sahip modil olarak
tanimlamuglardir [6]. Yazarlar tanimladiklari bu modiiller
yardimiyla yarimiikemmel halkalar i¢in yeni bir
karakterizasyon vermislerdir. Ayni ¢alismada injektif
modiillerin bir bagka genellestirilisi olan es-sonlu injektif
modiiller de goriilmektedir. Her es-sonlu genislemesinde
direkt toplam terimi olan modiile es-sonlu injektif modiil
denir.

(CE) ((CEE)) Ozelligine sahip modiillerin bir
genellestirilisi olarak (CWE) ((CWEE)) 6zelligine sahip
modiiller tammlanmstir. Bir M modiiliiniin her es-sonlu
geniglemesinde (bol) zayif tiimleyene sahip olmasi
durumunda M ye (CWE) ((CWEE)) ozelligine sahip
modiil denir [15].

Nisanct Tiirkmen tarafindan yapilan ¢alismada M < N
modilleri i¢in N/M bolim modiili es-atom ise, N
modiillii M nin es-atom genislemesi olarak
adlandirilmistir.  Her es-atom genislemesinde (bol)
timleyene sahip modiillere E*-modiil ((EE*)-modiil)
denir [16]. Sonlu iiretilmis modiiller eg-atom oldugundan
E*((EE*))-modiillerin (CE) ((CEE)) ozelligine sahip
oldugu goriiliir.

Bir M modiilii her es-atom genislemesinde (bol) zayif
timleyene sahip ise, M modiiline (WE*) ((WEE*))
ozelligine sahip modiil denir [17]. Ayni ¢aligmada, sol V-
halka tzerinde (WE*) Ozelligine sahip her modiiliin
injektif oldugu kanitlanmustir.

2. MATERYAL VE METOD (MATERIAL AND
METHOD)

Bu boliimde (CWRE) ve (CWREE) o6zelligine sahip
modiil kavrami tanitilacaktir. Daha sonra (WRE*) and
(WREE¥*) 6zelligine sahip modiillerin tanimu verilecek
olup; sonraki bdliimde bu modiillerin temel 6zellikleri
arastirilacaktir.

2.1. Tanum (Definition): M bir modiil olsun. M her es-
sonlu geniglemesinde bir zayif Rad-tiimleyene sahipse,
M ye (CWRE) 6zelligine sahip modiil denir. Eger M her
es-sonlu genislemesinde bol zayif Rad-tiimleyene
sahipse, M ye (CWREE) o6zelligine sahip modiil adi
verilir.

2.2. Tanum (Definition): M bir modiil olsun. M her es-
atom genislemesinde bir zayif Rad-tliimleyene sahipse, M
ye (WREY*) 6zelligine sahip modiil denir. Eger M her es-
atom genislemesinde bol zayif Rad-tiimleyene sahipse,
M ye (WREE*) o6zelligine sahip modiil ad1 verilir.

Sonlu {iretilmis modiiller es-atom oldugundan, (WRE*)
((WREE*)) ozelligine sahip modiller (CWRE)
((CWREE)) 6zelligine sahiptir.

3. SONUCLAR VE TARTISMA (RESULTS AND
DISCUSSION)

3.1. Onerme (Proposition): Radikal modiiller (CWRE)
ozelligine sahiptir.

Ispat (Proof). M radikal modiil ve N modiilii M nin bir es-
sonlu genislemesi olsun. O halde N =M + N yazilr.
Ayrica hipotezden M N N = M = Rad(M) < Rad(N)
elde edilir.

Bir M modiiliiniin tiim radikal alt modillerinin toplam
P (M) ile gosterilirse, P(M) nin M modiiliiniin bir radikal
alt modiilii oldugu agiktir. Bu yiizden 3.1. Onermesinin
asagidaki sonucu elde edilir.

3.2. Sonug¢ (Corollary): Her M modiilii i¢in P(M)
(CWRE) 6zelligine sahiptir.

3.3. Onerme (Proposition): (CWRE) 6zelligine sahip bir
modiliin her direkt toplam terimi (CWRE) 6zelligine
sahiptir.

Ispat (Proof). M (CWRE) &zelligine sahip bir modiil
olsun. M nin bir M, direkt toplam terimini alalim. Bu
takdirde, M nin M = M;®M, olacak sekilde bir M, alt
modiilii vardir. N modiilii M; in bir es-sonlu geniglemesi
olsun ve N®M, dis direkt toplamint K ile gosterelim.
Y:M — K dogal injeksiyonu gdz Oniine alindiginda
buradan N/M; = (N®M,)/Y(M) = K/P(M) bolim
modiiliiniin sonlu iiretilmis oldugu goriiliir. M = (M)
(CWRE) ozelligine sahip oldugundan, K nin K =
Y(M) +Uvey(M) N U < Rad(K) olacak sekilde bir U
alt modiilii vardir. m: K — N dogal projeksiyonuile N =
M; +m(U) elde edilir. Ustelik Cek(mw) < (M)
oldugundan (Y (M) N U) = n(l,b(M)) Nnz(U) =M, N
n(U) < w(Rad(K)) = Rad(N) dir. Bdylece n(U), M,
in N de bir zay1f Rad-tiimleyenidir.

3.4. Teorem (Theorem): Bir M modiiliinin (CWREE)
ozelligine sahip olmast igin gerek ve yeter sart M nin her
alt modiiliiniin (CWRE) 6zelligine sahip olmasidir.

Ispat (Proof). (&) M nin bir N es-sonlu genislemesini
alalim ve N nin bir L alt modiilii igin N = M + L olsun.
Bu takdirde N/M = L/M n L bolim modiilii sonlu
retilmistir. Hipotezden, M N L, L de bir V zayif Rad-
timleyenine sahiptir. O haldle L=(MnNL)+V ve
MnNnL)NV =MnV < Rad(L) yazilir. Buradan N =
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M+L=M+MnNL)Y+V=M+V elde edilir.

Boylece M modiilii (CWREE) &zelligine sahiptir.

(=) K < M olsun. K alt modiiliiniin bir N es-sonlu
genislemesi icin, M@N direkt toplaminin L =
{(k,—k) e M®ON|k € K} alt modiiliine gore bolim
modiili S = M@®N/L olsun. Her a € M igin f(a) =
(a,0) + L ile tammli f: M — S fonksiyonu ve her b €
N i¢in g(b) =(0,b) +L ile tanimh g:N — S
fonksiyonu birer monomorfizmadir. Buna gore u; ve y,
icerme fonksiyonlari olmak iizere asagidaki diyagram
elde edilebilir:

M————>S

Burada S = f(M) + g(N) esitligi kolaylikla goriiliir.
Simdi her (a,b) + L € Sigin A((a,b) +L) =b +Kile
A:§S — N/K fonksiyonunu tanimlayalim. Bu tanimlanan
A fonksiyonu Cek(1) = f(M) ozelligine sahip bir
epimorfizmadir. Bu ylizden N/K = S/f(M) sonlu
tiretilmistir. Hipotezden ve f monomorfizma oldugundan,
f(M) (CWREE) ozelligine sahiptir. Dolayisiyla S
modilid f(M) nin V < g(N) olacak sekilde bir V zayif
Rad-tiimleyenini kapsar. Bu takdirde S = f(M) +V ve
f(M)NV < Rad(S) yazilir. Buradan N =
grEM)+g ) =K +g7'(V) ve Kn
g (V) < Rad(N) bulunur.

3.5. Sonu¢ (Corollary): Bir M modiiliiniin (CWREE)
Ozelligine sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart M nin her
alt modiiliniin (CWREE) 6zelligine sahip olmasidir.
Ispat (Proof). M (CWREE) bzelligine sahip ve U < M
olsun. U alt modiiliiniin bir N es-sonlu genislemesini
alalim. N nin herhangi bir L alt modiilii igin N =U + L
olsun. Bu takdirde N/U = L/U n L sonlu tretilmistir.
3.4. Teoreminden U N L, L de bir zayif Rad-tiimleyene
sahiptir. O halde Lnin L=(UNnL)+Tve UNL)N
T=UNT < Rad(L) olacak sekilde bir T alt modiili
vardir. Buradan N = U + L = U + T elde edilir.

Bir M modiiliiniin her es-sonlu alt modiilii M de bir zayif
Rad-tiimleyene sahip ise, M ye es-sonlu zayif Rad-
tiimlenmis modiil denir [18].

3.6. Sonug¢ (Corollary): (CWREE) 6zelligine sahip bir
modiiliin her alt modiilii es-sonlu zayif Rad-tiimlenmistir.

3.7. Ornek (Example): 2Z sol Z-modiiliinii géz 6niine
alalim. 2Z nin 2Z/6Z bélim modiilii basit oldugundan
(CWRE) ozelligine sahiptir. Fakat 2Z bir es-sonlu
geniglemesi olan Z sol Z -modiiliinde bir zayif Rad-
tiimleyene sahip degildir. Béylece 2Z modiilii (CWRE)
ozelligine sahip degildir.

3.8. Onerme (Proposition): M bir modil ve L, M
modiiliniin bir radikal alt modiilii olsun. Eger M /L
bolim modiilii (CWRE) 6zelligine sahipse, M modiilii de
(CWRE) 6zelligine sahiptir.

Ispat (Proof). N modiilii M nin bir es-sonlu genislemesi
olsun. Bu takdirde N/M = (N/L)/(M/L) sonlu
tretilmistir. Hipotezden M /L (CWRE) 6zelligine sahip
oldugundan, N/L nin N/L=M/L+V/L ve
(MNV)/L <Rad(N/L) olacak sekilde bir V/L alt
modiilii vardir. Buradan N = M + V elde edilir. Hipotez
geregi L radikal oldugundan M NV < Rad(N) bulunur.
Boylece V, M nin N de bir zayif Rad-tiimleyenidir.

3.9. Onerme (Proposition): M bir modiil ve N, M nin bir
es-sonlu genislemesi olsun. Eger M modiilii N de bir K
zaylf Rad-timleyenine sahipse, bu takdirde M
modiiliiniin N de L < K olacak sekilde sonlu iiretilmis bir
L zayif Rad-tiimleyeni vardir.

Ispat (Proof). K, M modiiliiniin N de zayif Rad-tiimleyeni
oldugundan N = M + K ve M N K < Rad(N) dir. Buna
gore N/M = K/M NK sonlu iretilmistir. K/M NK
boliim modiilinin x; € K, i = 1,2,...,n, n € N olmak
tizere x;+(MNK),x,+(MNK),..,x, +(MNK)
elemanlar1 tarafindan iiretildigini kabul edelim. O halde
K nin L = Rx; + Rx, + -+ Rx,, sonlu iretilmis alt
modiliigin L+ M =L+(MNK)+M=K+M=N
bulunur. Bu ise ispat1 tamamlar.

3.10. Teorem (Theorem):

0 U M L 0

bir kisa tam dizi ve U radikal modiil olsun. Eger L
(CWRE) o6zelligine sahipse, bu takdirde M modiilii de
(CWRE) ozelligine sahiptir. Diger taraftan eger dizi
pargalanan ise, dnermenin tersi de saglanir.

Ispat (Proof). Gosterimin kisaligi acisindan genelligi
bozmadan U < M oldugunu kabul edebiliriz. N, M nin bir
es-sonlu genislemesi olsun. O haldle U<SM <N
modiilleri i¢in N/M = (N/U)/(M/U) bdlim modiili
sonlu tretilmistir. Boylece N/U, M/U modiiliniin bir
es-sonlu genislemesidir. L = M /U hipotezden (CWRE)
ozelligine sahip oldugundan ve U radikal oldugundan
3.8. Onermesi geregi M modiilii (CWRE) &zelligine
sahiptir.

Diger taraftan, dizi parg¢alanan olsun. Bu takdirde, M =
UL dir. M (CWRE) 6zelligine sahip olsun. O halde 3.3.
Onermesi geregi L (CWRE) 6zelligine sahiptir.

3.11. Sonu¢ (Corollary): n €N olmak iizere
M;, M,, ...,M, sonlu sayida radikal modiil ven M =
M, ®M,® ... &M, olsun. Bu takdirde her i =1,2,...,n
indisine karsilik gelen M; modiiliiniin (CWRE) 6zelligine
sahip olmas1 i¢in gerek ve yeter sart M modiiliiniin
(CWRE) 6zelligine sahip olmasidir.

Ispat (Proof). (=) M modiiliiniin (CWRE) &zelligine
sahip oldugunu gostermek igin n =2 durumunda
ifadenin dogru oldugunu ispatlamak yeterlidir. n iizerine
tiimevarim uygulanarak ispat goriiliir. Bunun i¢in M =
M;®M, oldugunu kabul edelim. Asagidaki kisa tam
diziyi gdz oniine alalim.

0 M, M M, 0
Hipotezden M; radikal oldugundan ve M, (CWRE)

ozelligine sahip oldugundan 3.10. Teoremi geregi M
(CWRE) 6zelligine sahiptir.
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(<) 3.3. Onermesi geregi agiktir.

M modiiliit U modiiliiniin bir genislemesi olsun. M nin
sifirdan farkli her L alt modiilii i¢in L N U # 0 ise M ye
U nun biiyiik genislemesi denir. M, U nun bir biiyiik
genislemesi ve M nin bir K 6z genislemesi i¢in K, U nun
biiyiik genislemesi degilse, M ye U nun maksimal biiytik
genislemesi denir [4].

M modil olsun. Bu takdirde asagidaki denk kosullar1
saglayan bir E modiilii vardir:

1) E, M nin biiyiik injektif geniglemesidir.
2) E, M nin maksimal biiyiik genislemesidir.

Yukaridaki denk kosullari saglayan E modiiliine M nin
injektif brimii denir ve E(M) ile gosterilir [4].

3.12. Onerme (Proposition): Bir M modiilii igin
asagidaki ifadeler birbirine denktir:

1) M her es-sonlu biiyiik injektif genislemesinde bir
zayif Rad-tiimleyene sahiptir.

2) M her es-sonlu maksimal biiyiik genislemesinde bir
zayif Rad-tiimleyene sahiptir.

Ispat (Proof). (1) = (2) 6nermesi agiktir.
(2)= (1) K, M nin bir es-sonlu biiyiik injektif
genislemesi ve L, M nin bir es-sonlu maksimal biiyiik
geniglemesi olsun. (;:M — K, ,:M — L igerme
fonksiyonlar1 ve [;: L — L birim fonksiyonunu alalim.
Bu takdirde f birebir olmak iizere asagidaki degismeli
diyagrami olusturabiliriz:

L
- K
S
L —— 1L
I,
M modiilii hipotezden L de bir zayif Rad-tiimleyene sahip
oldugundan, L nin L=M+V ve MNV < Rad(L)
olacak sekilde bir V alt modiili vardir. M < f(K)
oldugundan f(K)=f(K)NL=f(K)Nn(M+V) =
M+ f(K)nV elde edilir. Buradan her k € K igin
f(k) =m+ f(ky) = f(m + k) olacak sekilde m € M
ve f(ky) € f(K) NV vardir. f birebir oldugundan k =
m+k, €M+ fY(V) dir. Dolayisiyla K=M +
£~1(V) bulunur. Ustelik f~1(M) = M oldugundan M N
f1WV) = f1(M nV) < Rad(K) dir. Bdylece f~1(V),
M nin K de bir zayif Rad-tiimleyenidir.

R bir halka olsun. Eger R nin her sol (sag) ideali R sol
R-modiiliinde (R, sag R-modiiliinde) bir Rad-tiimleyene
sahipse, R ye Rad-timlenmis halka denir [19].
R/Rad(R) bolum halkasi sol yaribasit ve R/Rad(R)
bolim halkasindaki idempotent elemanlar R ye
yiikseltilebilir ise, R ye yarimiikemmel halka denir [8]. R
halkasinin yarimiikemmel olmasi i¢in gerek ve yeter sart
her sol R-modiiliin (CE) 6zelligine sahip olmasidir [6].

R halka ve M bir R-modiil olsun. M nin alt modiillerinin
kafesi bir zincir ise, M modiiliine tek serisel modiil denir.
Eger M tek serisel modiillerin bir direkt toplam1 ise, M
modiiliine serisel modiil denir. R halkast sol (sag) R-

modiil olarak tek serisel ise, R ye sol (sag) tek serisel
halka denir. R halkasi hem sol hem sag tek serisel ise, R
ye tek serisel halka denir. Tek serisel R tamlik bolgesi
icin eger Rad(R), R nin sifirdan farkli tek ideali ve
Rad?(R) # 0 ise R ye neredeyse basittir denir [20].
Asagida (CWREE) o6zelligine sahip fakat (CEE)
6zelligine sahip olmayan bir modiil 6rnegi sunulacaktir.
3.13. Ornek (Example): (KE])) X=
{frQ—>Qlft) =at+b,a,beQvea>0}
rasyonel sayilar cismi iizerinde tanimli afin lineer
doniistimlerin grubu olsun. Bir ¢ €R i¢in Y =
{feXlo<f(o)} ve Y'={f€eX|o<f(o)}
kiimelerini diisiinelim. Y ve Y* kiimeleri X iizerinde bir
sol siralama tamimlar. Keyfi bir F cismi i¢in F[Y]
yarigrup grup halkasinda [ = 3 ey +gF[Y] maksimal
sag idealdir. F[Y]\I sol ve sag Ore kiimedir ve buna
karsilik gelen yerellestirme R neredeyse basit tek serisel
bir bolgedir. Keyfi bir r €R i¢in S = End(R/TR)
halkas1 yarimiikemmel olmayan Rad-tiimlenmis halkadir
[19]. S Rad-tiimlenmis halka oldugundan, ¢S modiili
[21] nolu kaynagin 3. Teoreminin bir sonucu olarak
(CWREE) 6zelligine sahiptir. Fakat ¢S modiilii [6] nolu
kaynagm 2.12. Teoremi geregi (CEE) 6zelligine sahip
degildir.

Her basit sol R-modiilii injektif olan R halkasina sol V-
halka denir. Bir R halkasinin sol V-halka olmasi igin
gerek ve yeter sart her M sol R-modiilii i¢in Rad (M) = 0
olmasidir [8].

3.14. Teorem (Theorem): Asagidaki ifadeler bir R sol V-
halkasi tizerinde M sol R-modiilii igin birbirine denktir:

1) M es-sonlu injektiftir.

2) M (CWE) 6zelligine sahiptir.

3) M (CWRE) ozelligine sahiptir.
Ispat (Proof). (1) = (2) = (3) o6nermeleri agiktir.
(3) = (1) N modiilii M nin bir es-sonlu genislemesi
olsun. Bu takdirde N nin N=M+K ve MNK <
Rad(N) olacak sekilde bir K alt modiilii vardir. R sol V-

halka oldugundan Rad(N) = 0 dir. Boylece N = M@K
bulunur.

Bir R halkasinin her r eleman1 baz1 X elemanlari igin rxr
formunda yazilabilirse, R halkasina von-Neumann
regiiler halka denir. Degismeli bir R halkasinin von-
Neumann regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter sart R nin sol
V-halka olmasidir [8]. Buna goére 3.14. Teoreminin direkt
sonucu olarak asagidaki gergek ifade edilebilir.

3.15. Sonug¢ (Corollary): R degismeli von-Neumann
regiiler halka ise, bu takdirde bir M R-modiiliiniin es-
sonlu injektif olmasi i¢in gerek ve yeter sart M
modiiliiniin (CWRE) 6zelligine sahip olmasidir.

3.16. Onerme (Proposition): M bir noetherian modiil
olsun. Eger M (CWRE) 6zelligine sahipse, bu takdirde M
modiilii (CWE) 6zelligine sahiptir.

Ispat (Proof). N modiilii M nin bir es-sonlu genislemesi
olsun. Hipotezden N nin N=M+L ve MNL<
Rad(N) olacak sekilde bir L alt modilii vardir. M
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noetherian oldugundan M N L alt modili sonlu
dretilmistir. Bir modiilin radikalinin kapsadigir sonlu
iiretilmis alt modiiller o modiiliin kiigiik alt modilii
oldugundan M N L « N bulunur. Béylece M (CWE)
ozelligine sahiptir.

Bir M modiiliiniin M/Rad (M) bolim modiilii yaribasit
ise, M modiiliine yariyerel modiil denir. Eger ;R sol R-
modiilii yartyerel ise, R ye yartyerel halka denir [11]. Bir
M modiiliiniin her es-sonlu alt modiilii M de bir zayif
tiimleyene sahipse M ye es-sonlu zay1f tiimlenmis modiil
(kisaca cws-modiil) denir [22]. Bir R halkasinin yariyerel
olmasi i¢in gerek ve yeter sart her sol R-modiiliin es-
sonlu zay1f tiimlenmis olmasidir [22].

3.17. Teorem (Theorem): Bir R halkas1 i¢in asagidaki
ifadeler birbirine denktir:

1) R yariyereldir.

2) Her sol R-modiil es-sonlu zayif tiimlenmistir.

3) Her sol R-modiil (CWRE) 6zelligine sahiptir.

4) Her sol R-modiil (CWREE) 6zelligine sahiptir.

Ispat (Proof).(1) & (2) [22] nolu kaynagm 2.22.
Sonucu geregi aciktir.
(2) = (3) M sol R-modiil ve N, M nin es-sonlu
genislemesi olsun. Hipotezden NninN =M + L ve M N
L < N olacak sekilde bir L alt modiilii vardir. Boylece
M N L < Rad(N) elde edilir.

(3) = (4) M bir sol R-modiil olsun. Hipotezden M nin
her alt modiilii (CWRE) 6zelligine sahiptir. Bu takdirde
3.4. Teoremi geregi M modiilii (CWREE) 6zelligine
sahiptir.

(4) = (1) M sonlu iiretilmis R-modiil ve U < M olsun.
Bu takdirde M/U bolim modiilii sonlu tiretilmistir.
Hipotez geregi U (CWREE) 6zelligine sahip oldugundan,
Mnin M =U+ L ve UNL < Rad(M) olacak sekilde
bir L alt modiilii vardir. Béylece [9] nolu kaynagm 3.9.
Teoremi geregi R yariyerel halkadir.

Bir M projektif modiiliine Cek(f) << M sartim1 saglayan
f:M — N epimorfizmasi ile birlikte N modiiliiniin
projektif ortiisii denir. Bir R halkasinin yarimiikemmel
olmasi i¢in gerek ve yeter sart her sonlu iiretilmis R-
modiiliin bir projektif ortiiye sahip olmasidir [8].

3.18. Onerme (Proposition): R yarimiikemmel halka ise,
bu takdirde her sol R-modiil (CWRE) 6zelligine sahiptir.

Ispat (Proof). M sol R-modiil ve N , M nin es-sonlu
genislemesi olsun. Burada N nin N =M + T olacak
sekilde en az bir T alt modiili oldugunu not edelim. N /M
bolim modiilii sonlu iretilmis ve R  halkasi
yarimilkemmel oldugundan, N/M [8] nolu kaynak
geregi bir projektif ortliye sahiptir. Buna gore [23] nolu
kaynagin 4.40. Yardimc1 Teoreminden N nin N = M +
KveM N K < K olacak sekilde bir K alt modiilii vardir.
Bu nedenle M n K < Rad(N) olup ispat tamamlanir.

3.18. Onermesinin tersi genel olarak dogru olmayabilir;
yani her sol R-modiilii (CWRE) 6zelligine sahip olmasina
ragmen R halkasi yarimikemmel olmak zorunda
degildir.

3.19. Ornek (Example): ([8]) a ve b asal sayilar olmak
iizere asagidaki halkay1 g6z 6niine alalim:

R =17 ={%|m,nEZ,n¢0,a+nvebJ{n }

R yarimiikemmel halka degildir. Ayrica, R yariyerel
oldugundan 3.17. Teoreminden her sol R-modiil (CWRE)
ozelligine sahiptir.

Bir M modiilii her es-sonlu genislemesinde bol Rad-
timleyene sahip ise, M modiiliine (CREE) 6zelligine
sahiptir denir [21].

3.19. Orneginde xR modiiliinii goz 6niine alalim. 3.17.
Teoremi geregi xR (CWREE) 6zelligine sahiptir. Ayrica
[19] nolu kaynagin 2.1. Ornegi geregi R Rad-tiimlenmis
halka degildir. Buna gore [21] nolu kaynagin 3. Teoremi
geregi xR modiilii (CREE) 6zelligine sahip degildir.

(E) ozelligine sahip her modiil (WRE*) ozelligine de
sahip olmasmma ragmen bu Onermenin tersi dogru
degildir. Asagida buna bir 6rnek verilecektir.

3.20. Ornek (Example): ([16]) R yariyerel olmayan
Dedekind bolgesi i¢in R nin tamlayan1 R*, R nin Kkesir
cismi S ve bostan farkli bir | indis kiimesini géz 6niine
alalim. Bu takdirde M = R*®SP@R R-modiilii [16]
nolu kaynaktan goriilir ki (WRE*) 6zelligine sahiptir.
Fakat M modiilii [14] nolu kaynagin 3.5. Teoreminden
(E) 6zelligine sahip degildir.

3.21. Onerme (Proposition): (WRE*) 6zelligine sahip bir
modiliin her direkt toplam terimi (WRE*) 6zelligine
sahiptir.

Ispat (Proof). M (WRE*) ézelligine sahip bir modiil ve K,
M nin bir direkt toplam terimi olsun. Bu takdirde M nin
M = K@®V olacak sekilde bir V alt modiilii vardir. K nin
bir N es-atom genislemesini alahm. L = N@®V olsun.
Buna gore Y: M — L dogal injeksiyonu gz Oniine
alimrsa  N/K = (N®V)/Y(M) = L/Yy(M)  bolim
modiilii es-atomdur. Bu takdirde M = y(M) (WRE*)
Ozelligine sahip oldugundan L nin L =y(M) + T ve
Y(M)NT < Rad(L) olacak sekilde bir T alt modiili
vardir. Buradan 6:L — N dogal projeksiyonu
yardimiyla N = K + 6(T) bulunur. Ayrica Cek(6) <
Y (M) oldugundan

OpM)NT) =60(Pp(M))NO(T) =Kno(T) <
6(Rad(L)) = Rad(N) elde edilir.

3.22. Onerme (Proposition): Bir M modiiliiniin
(WREE¥) 6zelligine sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart
M nin her alt modiiliniin (WRE*) o6zelligine sahip
olmasidir.

Ispat (Proof). (=) U <M ve N, U nun bir es-atom
genislemesi  olsun. M®N modiiliinin L =
{(u,—u) € M®N|u € U} alt modiiliine gore bolim
modiilii T = M@N /L olsun. Buna gére her m € M igin
a(m) = (m,0) + L ile tammli a: M — T fonksiyonu ve
her n € N igin B(n) = (0,n) + L ile tannmhi B: N — T
fonksiyonu birer monomorfizmadir. (;:U — N ve
1,:U — M igerme fonksiyonlart olmak iizere asagidaki
diyagram olusturulabilir:
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L
U———>N

A

a
Burada T = a(M) + B(N) esitligi kolaylikla goriiliir.
Her (m,n)+L €T igin 9((m,n) + L) =n+U ile
6:T — N/U fonksiyonunu tammlayalim. Bu 6@
fonksiyonu Cek(0) = a(M) ozelligine sahip bir
epimorfizmadir. Boylece N/U = T/a(M) bolim
modiilii es-atomdur. @ monomorfizma oldugundan,
hipotez geregi, T modiilinin T = a(M) + K, a(M) N
K < Rad(T) ve K < B(N) olacak sekilde bir K alt
modiilii vardir. Buna gore N = f~(a(M)) + f~1(K) =
U+ B 1K) veUn B 1K) < Rad(N) dir.
(&) N, M modiiliiniin bir es-atom genislemesi olmak
tizere N nin bir L alt modiilii icin N = M + L olsun. Bu
takdirde N/M = L/M n L boliim modiilii es-atom olup
hipotez geregi M N L alt modiilii L modiiliinde bir K zay1f
Rad-tiimleyenine sahiptir. Dolayisiyla L = (M N L) + K
ve M NK < Rad(L) dir. Buradan N=M+L =M +
(MNnL)+K)=M+K olup K, M nin N de bir zayf
Rad-tiimleyenidir.
3.23. Sonug¢ (Corollary): Bir M modiiliniin (WREEY*)
Ozelligine sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart M nin her
alt modiiliiniin (WREE*) 6zelligine sahip olmasidir.
Ispat (Proof). M modiilii (WREE*) 6zelligine sahip, U <
M ve N, U nun bir es-atom geniglemesi olsun. N nin bir
K alt modiilii igin N = U + K olsun. N/JU = K/UNK
boliim modiilii es-atomdur. 3.22. Onermesi geregi U N
K, K modiiliinde bir T zayif Rad-tiimleyenine sahiptir.
Dolayisiyla K=({UNK)+T ve UNnK)NT=UnN
T < Rad(K) yazilir. Béylece N=U + K =U + ((Un
K)+T) =U+T olup istenen elde edilir.

3.24. Onerme (Proposition): Bir R sol V-halkas iizerinde
(WRE¥*) 6zelligine sahip her sol R-modiil injektiftir.

Ispat (Proof). M (WRE*) ézelligine sahip bir R-modiil ve
N, M nin bir genislemesi olsun. N modiiliiniin keyfi bir U
alt modiilii i¢in Rad(N/U) = N /U olsun. R sol V-halka
oldugundan Rad(N/U) = 0 dir. Buradan N = U elde
edilir. Bu nedenle N modiili es-atomdur. Es-atom
modiillerin  siifi  boliim modiilleri altinda kapali
oldugundan N, M modiiliiniin eg-atom genislemesidir. O
halde hipotez geregi M modiilii N de bir L zayif Rad-
timleyenine sahiptir. Dolayisiyla N =M + L ve M N
L < Rad(N) dir. R sol V-halka oldugundan Rad(N) =
0 olup M modiilii N nin bir direkt toplam terimidir.

Bir M modiilii her genislemesinde zayif Rad-tiimleyene
sahip ise, M modiiline (WRE) 6zelligine sahiptir denir
[24].

Asagida 3.24. Onermesi ve [24] nolu kaynagin 9.
Sonucundan direkt elde edilen bir denklik ifade
edilecektir.

3.25. Sonug (Corollary): Asagidaki ifadeler bir R sol V-
halkast {izerinde M R-modiilii i¢in birbirine denktir:

1) M (WRE) 6zelligine sahiptir.
2) M (WRE¥*) 6zelligine sahiptir.
3) M injektiftir.

4. SONUC (CONCLUSION)

Bu makale boyunca (CWRE) ve (CWREE) o6zelligine
sahip modiller ftizerinde ¢alisilmistir. (CWRE)
ozelliginin direkt toplam terimleri tarafindan korundugu
gosterilmistir. (CWREE) 6zelligine sahip modiillerin
(CWRE) o6zelligine sahip alt modiilleri ile karakterize
edilebildigi ispatlanmigtir. (CWRE) 6zelligine sahip
modiiller sinifinin 6zel bir sart ile sonlu direkt toplamlar
altinda kapali oldugu gosterilmistir. (CWREE) 6zelligine
sahip fakat (CREE) ozelligine sahip olmayan bir modiil
ornegi sunulmustur. Degismeli von-Neumann regiiler
halka tizerinde es-sonlu injektif modiillerin (CWRE)
ozelligine sahip modiller ile g¢akistigi gosterilmistir.
Modiilleri (CWRE) ve (CWREE) 6zelligine sahip olan
halkalar belirlenmistir. Bunlara ek olarak (WRE*) ve
(WREE*) ozelligine sahip modiller tanimlanmigtir.
(WRE*) ozelliginin modiilin direkt toplam terimleri
tarafindan aktarildigi  ispatlanmustir.  (WRE*) ve
(WREE¥*) 6zelligine sahip modiillerin arasindaki iliski
ifade edilmigtir. Sol V-halkalar iizerinde (WREY*)
Ozelligine  sahip  modiillerin  injektif  oldugu
kanitlanmustir.
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