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Abstract: In this study, the results that determine the localization of the eigenvalues of /2% 7"

doubly cyclic £ " matrices with negative determinants are presented when <4 n Z. While
establishing these results, the fact that any eigenvalue of a matrix is a continuous function of entries

Zeros of a
polynomial
Cift Devirli Z* Matrislerin Ozdegerlerinin Yerleri
Am{htar Oz: Bu calismada n<4, Z" olmak iizere, negatif determinantli nxn boyutlu ¢ift devirli Z*
K_ellmel’er’ matrislerin 6zdegerlerinin yerlerini belirleyen sonuglar ortaya konulmustur. Bu sonuglar ortaya
Cift devirli konulurken 6zdegerlerin matris elemanlarinin siirekli fonksiyonu olmasi gercegi kullanilmistir.
Z" matris,
Ozdegerleri
n yerleri,
Bir polinomun
sifirlart
1. GIRIS cift devirli matris (doubly cyclic matrix) veya kisaca DC

Bu ¢aligmada, R, R* ve C sembolleri, sirasiyla reel sayilar
kiimesini, pozitif reel sayilar kiimesini ve kompleks

sayilar kiimesini gostermektedir. M (F ) ile elemanlari
F cisminin elemanlar1 olan 7 boyutlu kare matrisler
kiimesi gosterilmektedir. det(A) ve p(A) ile bir 4
kare matrisinin determinanti ve karakteristik polinomu
isaret edilecektir. Bir Ae M ((C) matrisinin ( 7 j) ,
j=12,...,n,ve (j,j+1), j=12,...,n—1, indisli

elemanlarmin  bulundugu kosegenlere, sirasiyla, A4
matrisinin esas kdsegeni ve siiper kdsegeni denir. Eger

AeM (R) matrisinin; esas kosegendeki, siiper
kosegendeki ve (n,l) indisli elemanlar1 tamami ile

sifirdan farkli ve diger elemanlari sifirise 4 matrisine bir

matris denir [12]. Eger bir AeM, (R) matrisinin
0zdegerlerinin reel kismi pozitif ise matrise pozitif kararl
(positive stable) matris denir [8]. Eger AeM”(R)
matrisinin esas kdsegen iizerinde olmayan elemanlari
pozitif degilse, matrise Z matris, buna ek olarak eger
esas kdsegen elemanlar1 pozitifse, matrise Z* matris
denir. Bir 4 e M (]R) matrisi hem DC matris hem de
Z' matris olma ozelliini sagliyorsa bu matrise gift
devirli Z" matris kisaca DCZ"' matris denir. O halde her
j=12,..,n , i¢in a, b >0 olmak iizere, DCZ"

matrisler,
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[, -b 0 0 0 0 |
0 a b 0 0 0
0 0 a -b, 0 0
A= (1
0 0 0
0 0 a. b
5 0 o a |
|
bigimindedir. a=(a-a,-....a ) ve

b= (b1 b, -...-b, )i olmak iizere (1) tipli matrisler
kiimesi DC (a,b) ile gosterilecektir. Ayrica, DC (a,b)
kiimesindeki matrislerin negatif determinantli olanlarimin
da kiimesi DC _(a,b) ile gosterilecektir. Eger bir
AeM, (R) matrisi Z matris olup ayni zamanda pozitif
kararl1 ise ona M matris denir [12]. Bir 4e M ((C)

matrisi i¢in 6z degerlerinin reel kismi; pozitif olanlarin

sayis1 s, (A) , negatif olanlarin sayist sf(A) ve sifir
olanlarin sayis1 s, (A) ile gosterilecektir. Bu ii¢ say1 ile

olusan s(A4)=(s,(4), s (4),s,(4)) iclisine A

matrisinin eylemsizligi (inertia) denir [12]. Burada bu
sayilar belirlenirken 6zdegerler katli oldugunda katlilik
sayisi da hesaba katilir. Bir 4 € M| ((C) matrisi igin

all alz al/(
a, a a
21 22 2k
det : ,k=12,..,n,
a, a a

sayisina 4 matrisinin bir baslica esas mindrii (leading

principal minor) denir ve sabitlenmis bir £ degeri igin bu
say1 Az

L,y 1le gosterilecektir.

Hershkowitz ve Schneider [9] Z matrisler ve M
matrislerin ~ genellestirilmis  sifir  uzaylart {izerine

¢aligmiglardir. Bunu yaparken oncelikle bir A/ matrisin
genellestirilmis sifir uzayi i¢in bir 6ncelikli baz teoremi
ortaya koymus ve ispatlamiglardir. Daha sonra bu teoremi

Z matrisler icin genisletip genellestirmislerdir. Yine
Hershkowitz ve Schneider [10] Z matris denklemlerinin
¢oziimleriyle de ilgilenmislerdir. Séyle ki; A4 bir Z
matris, b bir negatif olmayan vektdr oldugu durumda
Ax = b matris denkleminin ¢oziimlerinin varligr ve
dogasini arastirmislardir.

Kalman ve White [13] disiik dereceli polinomlar ile
olusturulmus denklemlerin koklerinin o polinomlar ile
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iligkili ~ dairesel —matrislerin

gostermislerdir.

Ozdegerleri  oldugunu

Chandrashekaran ve arkadaslari [5] gilicli Z matris

tanimi1 yapmislar, ayrica tersinir olan gii¢lii Z matris igin
Lipschitzian  o6zelligini saglayip saglamadigini
belirlemenin bir yolunu bulmuglardir.

Jeffries ve arkadaslari [11] 4x4 boyutlu cift devirli
(1,3,0)
eylemsizligine sahip oldugunu ispat etmislerdir. Bu ispat
ettikleri sonucu, bir kii¢iik kanser hiicresi dinamikleri
modelini analiz etmede kullanmiglardir. Boyut daha
biiyiik oldugunda elde edilebilecek sonuglarin da daha
biiyiik modellerin analizinde yararli olabilecegini
belirtilmislerdir. Dolayisiyla, ¢ift devirli matrislerin
biyoloji uygulamalarindaki Onemini yaptiklar1 bu
calismayla gostermiglerdir.

matristen tiretilebilecek  bir  matrisin

Bendito ve arkadaslari [2] calismalarinda simetrik ve
tersinir olmayan bir Jacobi M matrisinin Moore-Penrose
tersinin ne zaman ayni zamanda bir M matris oldugunu
karakterize etme problemini ele almiglardir. Bu problemin
¢Oziimiinli kare matrislerin boyutu li¢ ve daha kiigiik
oldugunda ¢6zmiisler fakat boyutun dort ve daha yiiksek
oldugunda problemin ¢dziimiiniin daha karmasik bir hal
aldigmi  gérmigslerdir.  Caligmalarinin  sonunda,
matrislerin tizerine ekstra olarak ii¢gensellik kosulunu da
ekleyip, herhangi »n boyut i¢in bir sonug verebilmislerdir.

Johnson ve arkadaglar1 [12] DC (a,b) matrislerin sol

yar1 diizlemde olan 6zdegerlerinin sayisini ele almislardir.
Bu c¢alismada bu sonu¢ Teorem 1.1 olarak
hatirlatilmaktadir. Teorem 1.1 ile bdyle matrislerin sol
yart diizlemdeki 0Ozdegerlerinin sayist ile al—bP
matrisinin 6zdegerlerinin sayisinin aynt olduguna dikkat
cekmiglerdir. Hatta sonlu boyutlu genel durum igin a < b
ise boyle matrislerin sol yar1 diizlemdeki 6zdeger sayisi
0zel bir araliktaki tek tam say1 olabilecegi agik problemini
(bkz. Konjektiir 1.2) ortaya atmislardir. Bu aralik alttan 1
ile ve ustten al —hP matrisinin sol yar1 diizlemdeki
Ozdeger sayist ile sinirhidir. Daha sonra bu konjektiir
a<b (yani negatif determinantli olma) kosulu
olmaksizin, dolayisiyla daha genel hali ile, [4]te
ispatlanmig ve burada Teorem 1.3 ile hatirlatilmustir.
Burada ve ¢alismanin bundan sonraki kisminda P ile

0o 1 0 0

0 0 1 0
P=

0 0 1

1 0 0 0

matrisi gosterilmektedir.

Lu ve digerleri [14] Markov zincirleriyle alakali Wiener-
Hopf problemlerinin incelenmesinde ortaya ¢ikan tersinir
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M matrisli ikinci dereceden matris denkleminin sayisal
¢Ozlimiinii ele almiglardir. Bunu yaparken once matris
denklemini Riccati denklemine c¢evirip sabit nokta
iterasyonu ile bu denklemi ¢6zmiislerdir.

Amster ve Idels [1] yiiksek dereceli gecikmeli otonom
olmayan modellerin parametrelerinden yararlanarak

onlarin kararlilik analizlerinde M matrisleri kullanan bir
algoritma tanimlamiglardir.

Brandts ve Cihangir [3] simetrik ters M matris
problemlerini geometrik acidan aragtirmiglardir.

Guan [7] M matrisli cebirsel Riccati denkleminin sayisal
¢Oziimiinli ele almistir. Bu denklemin minumum ve
negatif olmayan  ¢Oziimlerini  hesaplamak igin
degistirilmis ve dogrusallagtirilmig kapali bir iterasyon
yontemi ortaya koymus ve bu yontemin etkinligini
gostermistir.

Asagida bu makaleye esin kaynagi olan [12] ve [4]
¢aligsmalarinda bulunan bazi teoremler ve bir konjektiir
hatirlatilmaktadir.

Teorem 1.1. ([12, Theorem 1]) a,b > 0 iken asagidaki
ifadeler denktir:

l.s (al—bP):l,

27 a
2. cos| — |<—x<1,
n b

3.Tim A4 e DC(a,b) matrisleri i¢in s (A) =1 dir.

Konjektiir 1.2. ([12, Conjecture]) 4 DC _(a,b)

olmasi, s (A) <s (a[ - bP) olmasini saglar.

Teorem 1.3. (|4, Theorem 1.1])) neN , n>2 |
a,beR" ve AeDC(a,b) olsun. Bu durumda 4

matrisinin negatif reel kisimli 6zdegerlerinin sayisi
al —bP matrisinin negatif reel kisimli 6zdegerlerinin

sayisimt gegcemez ve A =al -bP e DC (a,b) almak

DC (a, b) kiimesinin tiim elemanlari i¢in bir maksimum

olarak iist sinir elde edilmesine imkan saglar.

Teorem 1.1 ve Teorem 1.3’te bulunan 4 matrisleri (1) ile

verilen DCZ" matrislerdir. Bu ¢aligmada 6rnegin 4 boyut
i¢in

A= )

cift devirli Z* matrisini ele alinmaktadir. (2) ile verilen
matriste Teorem 1.1 ve Teorem 1.3’te bulunan A

matrislerinden farkli olarak (4,1) indisli eleman ekstra 2
katsayisin1 almakta ve bdylece, matrisin negatif
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determinantli olusu garanti altina alinmaktadir. Yine (1)
tipli matris icin yapilan Teorem 1.1 ve Teorem 1.3’te
Ozdegerlerin yerleri al —bP matrisinin 0zdegerleri ile
iligkilendirilerek  belirlenirken, bu ¢alismada bu
iliskilendirme yapilmaksizin (2) matrisi ve onun daha
kiiciik boyutlu halleri i¢in eylemsizlikler direkt olarak
ortaya koyulmaktadir.

2. ON BILGILER

Teorem 2.1. (Gerschgorin Teoremi [15, Theorem 4])
A= (apq) eEM, (R) olsun.

a
rq

Dp=<|ZE(CZ|Z—aW|SZ },p_l,...,n,
q=p

diskleri tanimlansin. Bu durumda

(a) A4 matrisinin tim ozdegerleri U D, birlesim
e

kiimesinde bulunur.

(b) Eger U::1 D, kiimesi k tane ayrik baglantili
E, . E

: . bolgelerin  birlesimi ise ve D,...,D

disklerinin r tanesinin birlesimi £ bolgesiyse bu
durumda E_bolgesi A matrisinin tam olarak r tane
Ozdegerini igerir, r =1,...,k < n [15].

Asagida verilenler Teorem 2.1’in direkt sonuglaridir.

Sonu¢ 2.2. R, R, R, R, €R" olmak iizere (2) ile

verilen A cift devirli Z" matrisini ele alalim.
D ={z€C:|z—R|<R},
D, ={zeC:|z—R|<R},
D ={zeC:|z—R|<R},
D,={zeC:|z—R|<2R}

icin A matrisinin tiim 6zdegerleri
D =D UD,UD,U D, kiimesinde bulunur.

Sonu¢ 2.3. R, R,, R, € R" olmak iizere,

R -R 0
A=| 0 R, -R, 3)
2R, 0 R

¢ift devirli Z" matrisini ele alalim.

D ={zeC:|z—R|<R},
D, ={zeC:|z—R|<R},
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D ={zeC:|z—R|<2R}

icin 4 matrisinin tiim o6zdegerleri D =D UD,UD,

kiimesinde bulunur.

Sonug 2.4. R, R, € R" olmak iizere,

ac| B0 TR 4
|2rR R @

2
¢ift devirli Z" matrisini ele alalim.

D ={zeC:|z—R|<R},
D, ={zeC:|z—R|<2R}

igin 4 matrisinin tiim 6zdegerleri D =D UD,

kiimesinde bulunur.

Live Zhang’in [15] calismalarinin ilk sayfasinda belirttigi
gibi, Gerschgorin [6] c¢aligmasinda, daha sonra
Gerschgorin disk teoremi olarak adlandirilan teoremi
ortaya koyarken asagida ifade edilen gercegi kullandi.
Burada Lemma 2.5 olarak ifade edilen bu gergek bizim bu
calismamizdaki ispat yOntemimizin esin kaynagi
olacaktir.

Lemma 2.5. Bir matrisin 6zdegerleri, karakteristik
polinomun kokleridir ve bu koékler matris bilesenlerinin
stirekli fonksiyonlaridir [15].

3. ANA SONUCLAR

Bir matrisin 6zdegerlerin ¢arpiminin 0 matrisin
determinantina esit olmasmi ve Onceki bolimde
verilenleri kullanarak 4 ve daha kiigiik boyutlu gift

devirli Z' nmatrislerin 6zdegerlerinin  yerleri igin
olusturulan sonuglar asagidaki gibidir.

Teorem 3.1. R, R, R, R, € R olmak iizere, (2) ile

verilen A ¢ift devirli Z' matrisini ele alalim. Bu
durumda s(4)=(3,1,0) *dur.

Ispat. 4 matrisinin determinanti,

R, -R, 0 0
-R 0
det (A) = det ? ?
0 R3 _R3 (5)
-2R, 0 0 R,
=-RRRR

1772773774

olarak bulunur. Diger taraftan, A matrisinin karakteristik
polinomu
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det(A—xI)

=x'+x'(-R -R, -R,-R,)
+x'(RR,+RR,+RR +RR +RR +RR) (6)
+x(-RR,R,—RRR, —RRR, —RRR,

~RR.RR

1772773774

seklinde elde edilir. A4 matrisinin 6zdegerlerinin
eylemsizligini belirlemek icin, 6zdegerlerin alabilecegi
degerlere gore olast tim durumlar {izerinden asagidaki
gibi inceleme yapilabilir.

1) Ozdegerlerin en az biri sifir olsun. Bu durumda A
matrisin 6zdegerlerinin ¢arpimi, dolayisiyla determinanti

sifir olur. Oysaki (5)’ten det (A) <0 oldugunu biliniyor.

Bu ise bir geligkidir. O halde 6zdegerlerin hicbiri sifir
olamaz.

2) Ozdegerlerin hepsi piir imajiner olsun. Bu durumda

a,beR—{O} ve x, =ai , x,=-ai ,

x, =bi ,
x, =—bi igin, det(A) =a’b’ >0 olur. Oysaki (5)’ten
det(A) <0 oldugunu biliniyor. Bu ise bir geligkidir. O

halde tiim 6zdegerler piir imajiner olamaz.

3) Ozdegerlerin iki tanesi piir imajiner iki tanesi piir
kompleks olsun. Bu durumda a, b, ceR—{O} ve

x, =a+ib, x, =a—ib, x, =ic, x, = —ic i¢in,

det(A) = (a2 +b )c2 >0 olur. Oysaki (5)’ten

det(4) <0 oldugunu biliniyor. Bu ise bir celiskidir. O
halde 6zdegerlerin iki tanesi piir imajiner iki tanesi piir

kompleks olamaz.

4) Ozdegerlerin iki tanesi piir imajiner, iki tanesi reel

olsun. Bu durumda a, b, ¢, d ER—{O} ve

x, =ai, x,=—ai, x, =b, x, =c igin det(A) =da’be
olur. Dolayistyla (5)’ten b ve ¢ zit isaretli olmalidir. O
halde genelligi bozmaksizin A, g€ R’ icin, 6zdegerler
olarak

a=1 iken, x =i, x, =—i,x =1, x, =-u

almabilir. Bu durumda karakteristik polinom,
p(A) = (x—/l)(x+,u)(x—i)(x+i)
:x4+x3(—ﬂ,+y)+x2(l—/1y) (7

+x(—/1+,u)—/1y

olarak bulunur. (6) ve (7) ifadelerinin her ikisi de A
matrisinin karakteristik polinomu olduklarindan esit

3 2 .
olmalidir. Buradan, sirasiyla x’ , x*, x , x" iceren
terimlerin esitliginden,
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R +R +R +R, =4-u, (8)
RR,+RR +RR,+RR +RR, +RR, =12y, (9)
RRR +RRR, +RRR +RRR, =2—u, (10)

RRRR, =Au (11)

1772773774

elde edilir. (8) — (11) denklemlerinin sol yanlarini kisalik
olsun diye sirasiyla B, C, D, E ile gosterelim. (9) ve
(11)’den; C + E =1 olur. Bu ifade ile birlikte (8) ve (10)
denklemlerinin sag taraflarinin esitligi g6z Oniine
alindiginda

(C+E)B=D (12)

yazilabilir. Bu ifadenin sol tarafindaki CB ifadesi tekrar

RJ, ’ler kullanilarak yazilirsa,

(C+E)B
=R’(R,+R +R,)+R’(R+R +R,)
+R’(R+R +R)+R’(R+R +R)
+3D+EB

elde edilir. (12)’de bu ifade kullanilirsa

2D+R12 (RZ +R3 +R4)
EB = — +R22 (Rl +R3 —’_th)—’_Rsz (R4 +R1 +R2)
+R42 (RI + RZ +R3)

bulunur. R >0, j=1,2,3,4 kabulii geregi yukaridaki

ifadede hem esitligin sol yanindaki EB carpimi hem de
esitligin saginda parantez i¢indeki ifadeler pozitif olmak
zorundadir. Fakat bu durumda pozitif bir saymin negatif
bir sayiya esit olmast durumu elde edilir ki bu bir
¢eligkidir. O halde 6zdegerlerin iki tanesi piir imajiner,
diger iki tanesi ise reel olamaz.

Boylece, geometrik bakis agisiyla 6zdegerler hicbir
zaman imajiner eksenin {iizerinde olamayacaklardir.

Ciinkii imajiner eksen lizerinde 4x4 boyutlu matrisin
plir imajiner 6zdegere sahip olma durumlarinin tamami
(dort tane piir imajiner 6zdegere sahip olma ya da iki tane
plir imajiner 6zdegere sahip olma) incelenmis ve bu
durumlarin olamayacagi gorillmiistiir. Diger taraftan

ornegin, j=12,3,4 iken R, =1 i¢in Ozdegerler
yaklasik olarak —0,1892, 2,1892 ve 1,0000 41,1892
olur. O halde bu durum igin s(4)=(3,1,0) olur.

Ozdegerlerin diger olas1 durumlarim incelemeksizin
Sonug 2.2 ve Lemma 2.5 gz 6niine almsmn. Ozdegerler

Rj katsayilarinin  siirekli fonksiyonlar1 oldugu ve
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imajiner eksende olamayacaklar1 igin Rj sayilari

degistikce 6zdegerlerden imajiner eksenin saginda olanlar
sagda solunda olanlar ise eksenin solunda kalmaya devam

edecektir. Dolayisiyla S(A)=(3,1,0) olma durumu
R/, eER’, j=12,3,4 , sayilart i¢in korunacaktir.

Boylece ispat tamamlanur.

Not. Teorem 3.1’in ispatinin 4. durumunda a=1

almanin genelligi bozmayacagi ifade edilmistir. Ciinkii a
direkt olarak kullanilmis olsaydi (7) denkleminin sag
tarafi

x4+ (—ﬂ,+ y) +x° (a2 —ﬂ,y) +xa’ (—ﬂ.+y) —a'u
seklinde olurdu. Ispat bu ifadedeki toplanan kisimlarmn
isaretlerine dayandigi i¢in gelen bu «’ ’li terimler bu

kisimlarin isaretini, dolayisiyla ispat1 degistirmeyecektir.

Teorem3.2. R, R, R, € R" olmak iizere, (5) ile verilen

A gift devirli Z' matrisini ele alalim. Bu durumda
s(4)=(2,1,0) du.

Ispat. A matrisinin determinanti

R -R 0
det(4)=detl 0 R, -R, |[=-RRR, (13)
2R, 0 R

olarak bulunur. Diger taraftan, 4 matrisinin karakteristik
polinomu

det(xI-A4)=x"+x"(-R =R, —R,) (14
+x(RR,+RR +RR)+RRR,

seklinde elde edilirr A4 matrisinin &zdegerlerinin
eylemsizligini belirlemek i¢in, 6zdegerlerin alabilecegi
degerlere gore olast tim durumlar {izerinden asagidaki
gibi inceleme yapilabilir.

1) Ozdegerlerin en az biri sifir olsun. Bu durumda 4
matrisinin 0zdegerlerinin carpimi, dolayisiyla

determinant1 sifir olur. Oysaki (13)’ten det (A) <0

oldugu biliniyor. Bu ise bir ¢eligkidir. O halde

6zdegerlerin higbiri sifir olamaz.

2) Ozdegerlerin bir tanesi reel, iki tanesi piir imajiner
olsun. Bu durumda, a, be R—{O} ve x, =ai,
x, =—ai, x, =b icin det(A) =a’b olur. Dolaysiyla
(13)’ten b <0 olmalidir. O halde genelligi bozmaksizin
A, peR" igin, 6zdegerler x, = i, x, = —ui, x, =1

olarak alinabilir. Bu durumda karakteristik polinom
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p(A) =(x—ui)(x+ui)(x+/1)

=X+ XA+ x+

(15)

olur. (14) ve (15) ifadelerinin her ikisi de 4 matrisinin
karakteristik polinomu olduklarindan esit olmalidir.

Burada x” igeren terimlerin esitliginden

R+R +R =-4 (16)

elde edilir. Buise R, R, R, € R’ ve A eR" kabulleri

ile celisir. O halde 6zdegerlerin biri reel ve ikisi piir
imajiner olamaz.

Boylece, geometrik bakis agisiyla 6zdegerler hicbir
zaman imajiner eksenin {iizerinde olamayacaklardir.
Ciinkii, imajiner eksen iizerinde 3 x3 boyutlu matrisin
plir imajiner 6zdegere sahip olma durumlarinin tamami
(iki tane piir imajiner 6zdegere sahip olma) incelenmis ve
bu durumun olamayacagi goriilmiistiir. Diger taraftan,

ornegin j=1,2,3 iken R, =1 i¢in 6zdegerler yaklasik
olarak —0,2599 ve 1,6300+1,091; bulunur. Yani bu
durum igin S(A):(Z,l,O) olur. Ozdegerlerin diger
olast durumlarini incelemeksizin Sonug 2.3 ve Lemma 2.5
g6z oniine almsin. Ozdegerler Rj katsayilarinin siirekli

fonksiyonlar1 olduklar1 ve imajiner eksen iizerinde
olamayacaklar1 i¢in imajiner eksenin saginda olanlar
sagda solunda olanlar ise eksenin solunda kalmaya devam

edecektir. Dolayisiyla s(A) = (2, 1,0) olmasi R/_ eR’,

j=1,2,3, sayilar1 i¢in korunacaktir.

Teorem 3.3. R, R, € R olmak iizere, (6) ile verilen 4

¢ift devirli Z* matrisini ele alahm. Bu durumda
s(4)=(1,1,0) dur.

Ispat. 4 matrisinin determinant,

R
det(A)zdet[_z}e . ‘}—RIRZ (17)

2 2

olarak bulunur. Diger taraftan, 4 matrisini karakteristik
polinomu,

det(A-xI)=x"+x(-R —R))-RR, (18)

seklinde elde edilir. A4 matrisinin 6zdegerlerinin
eylemsizligini belirlemek i¢in, 6zdegerlerin alabilecegi
degerlere gore olast tim durumlar tizerinden asagidaki
gibi inceleme yapilabilir.

1) Ozdegerlerin en az biri sifir olsun. Bu durum A4
matrisinin  dzdegerlerinin carpimi, dolayisiyla
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determinant1 sifir olur. Oysaki (17)’den det(A)<0

oldugunu biliniyor. Bu ise bir celiskidir. O halde
0zdegerlerin higbiri sifir olamaz.

2) Ozdegerlerin ikisi de piir imajiner olsun. Bu durumda,
ae R—{O} ve x,=ai , x,=—ai igin, det(A) =d
olur. Oysaki (17)’den det(4)<0 oldugunu biliniyor.

Bu ise bir c¢eliskidir. O halde 6zdegerler piir imajiner
olamaz.

Boylece, geometrik bakis agisiyla 6zdegerler hicbir
zaman imajiner eksenin {izerinde olamayacaklardir. Diger

taraftan, 6regin j=1,2 iken R =1 igin 6zdegerler
yaklagik olarak 2,4142 ve —0,4142 olarak bulunur.
Yani bu durum igin s(A) = (1,1,0) olur. Ozdegerlerin
diger olast durumlarini incelemeksizin Sonug¢ 2.4 ve
Lemma 2.5’e¢ dikkat edelim. Buradan &zdegerler Rj

katsayilarinin siirekli fonksiyonlar1 oldugu ve imajiner
eksende olamayacaklart icin  imajiner eksenin
sagindakiler sagda solundakiler ise eksenin solunda

kalmaya devam edecektir. Dolayisiyla s(A) = (1, 1,0)

olma durumu R, eER" , j=12 , saytlarn igin

korunacaktir.
4. SONUCLAR VE TARTISMA

Bilindigi tizere Teorem 1.1, Konjektiir 1.2 ve Teorem 1.3
literatiirde ([12] ve [4]) mevcut olan ve bu g¢alisma
yapilirken esinlenilen sonuglardir. Teorem 1.1 ile (1) tipli
Ae DC (a,b) matrisinin, yani bir ¢ift dongilili Z~
matrisin, sol yari diizlemdeki O6zdeger sayisinin 1
olmasinin gerek ve yeter kosulunun al —hP matrisinin
sol yar1 diizlemdeki 6zdeger sayisinin 1 olmasi oldugu
gosterilmistir. Ayn1 zamanda bu dnermelerin her birinin

2 a
gerek ve yeter kosulunun cos (—j <—<1 Onermesi
n

oldugu da gosterilmistir. Bu son kosulun 4 € DC (a,b)
matrisinin {izerine konulma sebebinin ayni zamanda
negatif determinantli olmayi garanti etmek olduguna
dikkat ediniz. Konjektiir 1.2°de ise “ 4 € DC_(a,b)
olmast durumunda (yani Teorem 1.1°deki 4 matrisinin

tizerindeki kosullara, negatif determinantli olma kosulunu
direkt olarak ekleyerek) onun sol yar1 diizlemdeki 6zdeger
sayisimin lstten al —bP matrisinin sol yar1 diizlemdeki
0zdeger sayist ile smurlt olacagl” agik problem olarak
birakilmistir. [4]’te mevcut olan Teorem 1.3 ise bu agik
problemin, negatif determinantli olma kosulu olmaksizin,

dolayisiyla daha genel halinin, tim A4 e DC (a,b)

matrisleri i¢in ispatlanmis halidir.

Bu caligmada n <5 iken (2) tipli negatif determinantli

¢ift dongiilii Z~ matrisler igin sol yar1 diizlemde yalnizca
bir 6zdegerin varligi, diger 6zdegerlerin ise sag yart
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diizlemde oldugu gosterildi. Dolayisiyla, n <5 iken
Konjektiir 1.2 yeniden ispatlandi. Ancak Konjektiir 1.2 ve
diger var olan sonuglardan farkli olarak (1) tipli matris
yerine (2), (3) ve (4) tipli matrisler ile g¢alisildi. Yani
dikkat edilirse ¢alisilan matrisin kdsegen ve siiper

kosegen elemanlarinda degisiklige gidilmis ve (n,l)

indisli elemanin 6niine ekstra 2 katsayist konulmustur.
Bu katsaymmin konulma sebebi matrisin negatif

determinantli olmasinit garanti etmektir. Buradaki 2
katsayisinin yerine 1’den biiyiik olan herhangi bir reel
sayl da alinabilir. Hatta (n,l) indisli elemanin 6niine
degil siiper kosegen iizerindeki herhangi bir elemanin
oniine de bu katsay1 konulabilir. (n,l) indisli eleman1 bu

katsay1y1 koymak i¢in segmenin genelligi bozmayacagina
dikkat ediniz.

Bu calismada verilen ispatlarda kullanilan yontemin bir
avantaji mertebesi 5’ten kiiglik olan matrisler igin Teorem
1.3%1in [4]’te verilen ispati ile kiyaslanmayacak kadar ¢ok
daha az emek gerektirmesidir. Boylece bu caligmadaki
ispat yontemi kullanilarak boyutu 5’ten kiigiik olup
ornegin negatif olmayan matrisler, ¢ift devirli matrisler,
vb. herhangi 6zel tipli matrisler icin d6zdegerlerin yerleri
problemleri ¢alisilabilir. Dolayisi ile elde edilen sonuglar
ile herhangi bir boyuttaki matrisler i¢in konjektiirler
olusturulabilir. Ispat ydntemimizin bir diger avantaji ise
(2) tipli matrisin 6zdegerlerinin yerini baska bir matrisin
6zdegerlerinin yeri ile iliskilendirmeksizin direkt olarak
belirleyebilmesidir. Zira Teorem 1.1 ve Teorem 1.3’te
sonuglar al —bP matrisi ile iligkili olarak verilmistir.
Caligmamizin bu anlamda bagka ¢aligmalara esin kaynagi
olacagini umuyoruz.
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