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Oz

Bu calisma kesirli dereceden tiirev iglemlerinin farkli kontrol fonksiyonlar1 ve farkli kesirli tiirev yontemlerine gore bir analizi
iizerinedir. Kontrol fonksiyonlari olarak siklikla kullanilan birim basamak ve rampa fonksiyonlart segilmistir. Kesirli dereceden tiirev
hesaplamasi igin analitik yontemlerin yani sira literatiirde siklikla kullanilan Griinwald-Letnikov ve Riemann-Liouville yontemleri

tercih edilmistir. Fonksiyonlarin farkli dereceden tiirevleri hesaplanarak analitik ¢oziimle karsilastirilmistir. Elde edilen sonuglarin hata
degerlendirilmesi yapilmis ve ilgili egrileri ¢izdirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Gama fonksiyonu, kontrol teorisi, kesirli dereceden tiirevli sistemler, kesirli dereceden tiirev hesabi1

Error Evaluation of Some Frequently Used Control Functions in
Terms of Different Order Fractional Derivatives According to Several
Calculation Methods

Abstract

This study is an analysis of the calculation of fractional order derivatives of some frequently used control functions according to the
different calculation methods. A unit step and ramp functions are used as control functions which are often preferred to assess the system
outputs. Besides analytical solutions, Griinwald-Letnikov and Riemann-Liouville methods are chosen as calculation procedures of
fractional derivatives. Analytical solutions of functions at different orders are compared with different definitions methods for the same
orders. Obtained results are analysed in terms of error values and relevant curves are plotted.
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Avrupa Bilim ve Teknoloji Dergisi

1. Giris

Kesirli dereceden hesaplama neredeyse kalkiiliis kadar eski
bir ge¢mise sahiptir. Leibniz ve L’hopital arasindaki
mektuplagmalar kesirli dereceden tiirev/integral hesaplamalarinin
yolunu agmistir (1695). Kesirli dereceden hesaplamalar sayesinde
ornegin bir fonksiyonun 0.5 dereceli integralinden veya 1+
dereceli tiirevinden bahsetmek miimkiin olmaktadir. Diferansiyel
denklemlerle ifade edilen sistemler i¢in bu biiyiik bir esneklik
saglamaktadir. Bu sayede giliniimiizde ihtiya¢ duyulan daha iyi
sistem modellemeleri, daha iyi denetleyici tasarimlari miimkiin
olmaktadir. Bu kapsamda kesirli dereceden tiirev/integral
tanimlamalarin yayginlagmas1 onemli bir ¢6ziim olarak ortaya
¢ikmaktadir [Xue, 2014; Al-Dhaifallah ve ark., 2018; Soukkou ve
ark., 2016; Sagu ve Korkmaz, 2021].

Machado ve Lopes tarafindan bir diyotun modellemesinde
kesirli hesaplamadan yararlanilmigtir. Klasik diyot modelinde
gormezden gelinen bazi dinamik parametreleri kesirli yontemle
ifade etmek miimkiin olmustur [Machado ve Lopes, 2019]. Wang
ve ark. Lityum-lyon bataryalarmn modellemesi ve parametre
tanmimlar1 i¢in kesirli hesaplamadan yararlanmis klasik RC
modellere gore avantajlar1 sunulmustur [Wang ve ark., 2015].
MPPT tasarimlarin ve kontroliinde de kesirli modellerden
yararlanilmistir. Dhaifallah ve ark. tarafindan MPPT konusunda
kesirli dereceden denetleyici igin optimal parametre tasarimi
tizerinde durulmustur [Al-Dhaifallah ve ark., 2018]. Mufioz-
Vazquez ve ark. tarafindan kesirli bulanik denetleyiciler robot
manipiilatorler ilizerinde denenmistir. Sistemin sonuglart SMC
tabanlt denetleyicilerin siirekli/siireksiz durumlar1 g6z Oniine
almarak degerlendirilmistir [Mufioz-Vazquez ve ark., 2019].
Tepljakov ve ark. tarafindan kesirli  denetleyicilerin
endiistriyellegsmesi hususunda ve Soukkou ve ark. tarafindan
kesirli denetleyici tasarimi, optimizasyonu ve kararlilik analizi
konularinda kapsamli derlemeler sunulmustur [Tepljakov ve ark.,
2021, Soukkou ve ark., 2016].

Bunlarinda yani sira kesirli dereceden hesaplama yontemi
goriintii igleme [Chen ve ark., 2013; Kumar ve ark., 2017], sinyal
isleme [Cruz—Duarte ve ark., 2018; Ma ve ark., 2020] gibi birgok
alanda da kullanilagelmeye baglanmistir.

2. Materyal ve Metot

2.1. Kesirli Dereceden Tiirev

Kesirli dereceden tiirev hesabinda literatiirde tanimlanmis
farkli yaklasimlar bulunmaktadir. Bunlardan ilki Cauchy integral
formudur. Bu form kompleks analizde siklikla kullanilmakta ve
kapali bir C alami igerisinde fonksiyonun analitik ¢6ziimiinii
vermektedir [Xue, 2014; Soukkou ve ark., 2016].
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Denklem 1 igerisindeki n tam say1 olmayan bir o degeri ile
degistirildiginde t=t aninda bir izole tekillik durumuna sebep
vermekte ve kapali egrilerde tekilligin goz ard1 edilmesiyle kesirli
tiirevlerin hesaplamasinda kullanilabilmektedir. Bu duruma gore
ornegin bir fonksiyonun kesirli dereceden hesaplamalari Denklem

2’deki gibi ifade edilebilmektedir.
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Burada m fonksiyonun derecesi, a tiirev derecesi ve I'(*)
gama fonksiyonu olup faktdriyel hesaplarinin bir genellestirilmesi
olarak diisiiniilebilir.

Griinwald-Letnikov (GL) bir diger siklikla kullanilan kesirli
dereceden hesaplama yontemidir. Gegmisteki tiim noktalarin
degerlerini gdz oniine aldig i¢in hafizali tiirev olarak diistiniiliir.
Denklem 3’teki gibi tanimlanir.
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Burada [-] kismi tam say1 olmayan degerler i¢in en yakin
tamsay1 anlamina gelmektedir. o’nin farkli degerleri (a>0,0 =
0,0<0) tiirev, fonksiyonun kendisi veya integral anlamina geldigi
i¢cin GL operatorii D integro-tiirev operatorii olarak da adlandirilir.

Riemann-Liouville (RL) ise bir diger kesirli dereceden tiirev
hesaplama yontemidir. Denklem 4 RL i¢in kesirli dereceden
hesaplama ile ilgilidir.

_ _ 1 t  f(7)
DO f () = %fto Goi-a a4t (4)

Bu tanimlamalarm yani sira kesirli dereceden tiirev
hesabinda Caputo tlirevi, Hadamard integrali, Atangana-Baleanu
tiirevi, Erdélyi—-Kober operatorii gibi tanimlarda bulunmaktadir.
Ayrica kesirli dereceden tiirev/integral hesabinda parametre
sayisina veya fonksiyon tiiriine bagli olarak hata, Dawson, beta,
hipergeometrik, Mittag-Leftler gibi 6zel fonksiyonlarda
kullanilmaktadir.

2.2. Kesirli Dereceden Tiirev/integral Yazilimlar

Kesirli dereceden tiirev/integral sistem modellemesi ve
kontroliinde klasik tam sayili tiirev/integral sistemlerine gore
onemli bir avantaj sunmaktadir. Ornegin kontrol sistemlerinde
siklikla kullanilan PID denetleyiciler g6z dniine alinirsa sistemin
birinci dereceden integral ve tiirevi alinmaktadir. Bu denetleyici
kesirli bi¢gimi olan PIADp denetleyicisi ile degistirilirse tiirev ve
integral degerlerinin 0 veya 1’den farkli secilmesi ile genis bir
aralikta denetleyici tasarimi yapilabilmektedir. Bu tiirde bir
esneklik sistem tasariminda ve kontroliinde 6nemli bir avantaj
sunmaktadir. Ancak hesaplama islemlerinin zorluklar igermesi
kesirli tiirev/integral iglemlerinin fazla kullanilmamasi sonucunu
dogurmustur. Giinlimiizde ise bilgisayarlarin sahip oldugu yiiksek
hesaplama giicli sayesinde kesirli modellemeler tasarimlarda
kullanilmaktadir.

Kesirli dereceden tiirev/integral hesaplar1 yapilirken 2.1
kisminda farkli denklemlere ifade edilen tanimlamalar bir
algoritma ¢ergevesinde bilgisayar yazilimi olarak gelistirilebilir
ve bu sayede ilgili hesaplamalar yapilabilir. Bunun yani sira
kesirli dereceden hesaplamalarla ilgili literatiirde tanimlanmis
hazir yazilim paketleri de bulunmaktadir. Bunlarin bazilar
asagida verilmisgtir.

* FOMCON: Aleksei Tepljakov tarafindan 2011°de
gelistirilmis ve siirekli olarak yeni eklemeleri barindiran bir
yazilim paketidir [Tepljakov, 2011].

» FOTF: Dingyii Xue tarafindan bazi Simulink bloklarini
disiiniildiigiinde 2004 yilindan bu yana gelistirilmektedir [ Xue ve
Chen, 2015].
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* Ninteger: Duarte Valério tarafindan 2005’ten bu yana
geligtirilmektedir. Sadece tek degiskenli sistemler iizerine
uygulanabilmektedir [Valsa, 2011].

Bunlarin diginda Crone yazilim paketi ve birgok 6zel kiigiik
kesirli hesaplama yazilimlar1 bulunmaktadir. Bu ¢alisma
icerisinde Dingyli Xue tarafindan gelistirilen FOTF yazilim
paketi kullanilmigtir.

3. Arastirma Sonuclari ve Tartisma

Calisma icerisinde ilk olarak kontrol teorisinde agik/kapali
cevrim sistemlerin cevaplarini elde etmek adina siklikla
kullanilan Denklem 5°de goriilen basamak (step) fonksiyonu
kullanilmigtir.

NOES b ©)

Burada A fonksiyonun tanim araligi olup u sabit bir degeri
ifade etmektedir. Bu ¢alisma i¢in klasik olarak kullanilan birim
basamak fonksiyonu disliniilmiis ve u=1, A=(0,1] olarak
secilmigtir. Bu bilgiler 1s18inda fonksiyonun sirasiyla 0=0.3 ve
a=0.8 degerlerindeki tiirevleri kontrol edilmistir. Sabit bir sayinin
l.dereceden tiirevi 0’a esit iken Sekil 1 ve Sekil 2’den de
goriilecegi tizere kesirli dereceden tiirev degerleri sifirdan farkl
olmustur. Bununla birlikte zaman igerisinde tiirev degerlerinin
sifira dogru yaklasan bir egilim igerisinde oldugu da
goriilmektedir. Sekil 1 incelendiginde hem GL hem de RL
yontemlerinin analitik (AN) ¢6ziim ile neredeyse birbirinin ayni
sonuglar1 verdigi goriilmiistiir. Daha detayli inceleme adina Sekil
1’de 0.59-0.6 araligindaki bolim degerlerin yakindan goriilmesi
icin biyiitiilmiigtiir. Biiyiitiilen bu kisim incelendiginde analitik
¢oziime en yakin sonuglarin GL yontemiyle elde edildigi
goriilmistiir. Analitik ¢dziim ve yontemlerin verdigi sonuglar
arasindaki hata iliskisi Tablo 1’de gdsterilmistir.
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Fonksiyon Degerleri

Sekil 1. Step fonksiyonu a. =0.3 tiirevi; f(t) orijinal fonksiyon, AN
analitik, GL Griinwald Letnikov, RL Riemann Liouville
coziimleri

Tiirev degerinin 0.8 se¢ilmesi ile Sekil 2’de goriilen egriler
bulunmustur. Tiirev derecesinin artiritlmasi daha kisa zamanda
sifira yaklasan degerlerin elde edilmesi sonucunu dogurmustur.
Daha detayli goriiniim i¢in 0.49-0.50 araligi yakinlastirilmistir.
Her ne kadar ¢6ziimler birbirine ¢ok yakin olsa da sonuglarda
kiigiik farkliliklar goriilmiistiir. Yontemlerin analitik ¢oziimlere
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gore farkliliklarin1  gosteren hata degerleri Tablo 2°de
gosterilmistir.
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Fonksiyon Degerleri

Sekil 2. Step fonksiyonu o. =0.8 tiirevi; f(t) orijinal fonksiyon, AN
analitik, GL Griinwald Letnikov, RL Riemann Liouville
coziimleri

Step fonksiyonu ile elde edilen sonuglarin dogrulanmasi
adina ikinci bir degerlendirme i¢in rampa fonksiyonu ele
almmigtir. (Birim) Rampa fonksiyonu kontrol sistemlerinin
giris/gikis degerlendirmesinde siklikla kullanilir ve Denklem
6’daki gibi ifade edilir.

t,t e A
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Burada A = (0,1] fonksiyonun tanim araligi olup t zamanla
artan bir degeri, r(t) ise buna karsilik gelen degerleri ifade
etmektedir. Sekil 3 ve 4 birim rampa fonksiyonunun sirasiyla
0=0.3 ve 0=0.8 degerlerindeki tiirevlerini gostermektedir. Birim
rampa fonksiyonun birinci dereceden tiirevi 1 iken sekillerden de
goriilecegi lizere kesirli tiirevler farkli sonuglar iiretmektedir.
Sekil 3 detayli incelendiginde hem tiirev degerlerinin hem de
analitik ¢Ozliimiin birbiriyle neredeyse ayni egriler iizerinde
oldugu goriilmektedir. Ancak detayli aralik incelemesi
yapildiginda analitik ¢6ziim ve degerler arasinda kiigiik hatalar
bulunmaktadir. Bu hatalara dair sonuglar Tablo 3’te gosterilmistir.
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Fonksiyon Degerleri

Sekil 3. Rampa fonksiyonu o =0.3 tiirevi, f(t) orijinal fonksiyon,
AN analitik, GL Griinwald Letnikov, RL Riemann Liouville
coziimleri
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Tablo 1. Step fonksiyonu o. = 0.3 icin farkli yontemlere gore elde edilen tiirevierin analitik ¢oziime gore hata karsilastirilmasi

Adim arahg Metot Hata degerleri
k=0.2 k=0.4 k=0.6 k=0.8 k=1
0.01 GL 0.0065 0.0027 0.0016 0.0011 0.0008
RL 0.0268 0.0111 0.0066 0.0046 0.0034
0.001 GL (x 1073) 0.6551 0.2661 0.1571 0.1081 0.0809
' RL (x 1073) 2.7951 1.1380 0.6723 0.4628 0.3463

Tablo 2. Step fonksiyonu a. = 0.8 igin farkli yontemlere gére elde edilen tiirevierin analitik ¢oziime gore hata karsilastiriimast

Adim arahg Metot Hata degerleri
k=0.2 k=0.4 k=0.6 k=0.8 k=1
0.01 GL 0.0032 0.0009 0.0004 0.0003 0.0002
' RL 0.0443 0.0131 0.0064 0.0038 0.0026
0.001 GL (x1073) 0.3158 0.0907 0.0437 0.0260 0.0174
' RL (x 107%) 4.7033 1.3554 0.6540 0.3899 0.2610

Tablo 3. Rampa fonksiyonu a. = 0.3 icin farkli yontemlere gore elde edilen tiirevierin analitik ¢oziime gore hata karsilastirllmasi

Adim arahgi Metot Hata degerleri
k=0.2 k=0.4 k=0.6 k=0.8 k=1
0.01 GL 0.0019 0.0015 0.0013 0.0012 0.0012
' RL -0.0124 -0.0101 -0.0090 -0.0082 -0.0077
0.001 GL (x1073) 0.1872 0.1521 0.1347 0.1235 0.1155
) RL (x 1073) -1.2476 -1.0137 -0.8977 -0.8236 -0.7703

Tablo 4. Rampa fonksiyonu a. = 0.8 icin farkli yontemlere gore elde edilen tiirevierin analitik ¢oziime gore hata karsilastiriimasi

Adim arahgi Metot Hata degerleri
k=0.2 k=0.4 k=0.6 k=0.8 k=1
0.01 GL 0.0032 0.0018 0.0013 0.0010 0.0009
' RL -0.0077 -0.0045 -0.0033 -0.0026 -0.0022
0.001 GL (x1073) 0.3158 0.1814 0.1311 0.1042 0.0871
' RL (x 1073) -0.7878 -0.4529 -0.3276 -0.2603 -0.2177
Benzer bir inceleme tiirevin 0.8 se¢ilmesi ile elde edilmis ve
sonuglar Sekil 4’te detaylica gosterilmistir. Sekil 4’ten de 4. SOIIUQ

goriilecegi iizere analitik ¢oziimler ve yontemler birbirine gore
neredeyse aynmi sonuglari iiretmektedir. Analitik ¢ozim ve
yontemler arasindaki fark Tablo 4’te gosterilmistir.
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Sekil 4. Rampa fonksiyonu a =0.8 tiirevi; f(t) orijinal fonksiyon,
AN analitik, GL Griinwald Letnikov, RL Riemann Liouville
¢oziimleri
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Bu c¢aligma kontrol teorisinde sistemlerin girig/gikis
tepkilerinin incelenmesi konusunda siklikla kullanilan birim
basamak ve birim rampa fonksiyonlarinin kesirli dereceden
tiirevlerinin bulunmast ve bulunan bu ¢dziimlerin analitik
yontemlere gore hatalarinin incelenmesi ve degerlendirilmesi
iizerinedir. Bu kapsamda ilgili fonksiyonlar olusturularak iki
farkli (0.3 ve 0.8) tiirev mertebesi i¢in sonuglar elde edilmistir.
Sonuglar incelendiginde FOTF yaziliminin sundugu GL ve RL
fonksiyonlarimin analitik ¢oziimlere ¢ok yakin degerler iirettigi
gozlemlenmistir. Her iki yontem de kabul edilebilir aralikta hata
ile calismaktadir. Ozellikle GL ydnteminde analitik ¢dziime gok
yakin degerler iiretilebilmektedir. Her iki yontem i¢in de adim
araliginin artirilmasi hatanin diismesine sebep olmaktadir. Adim
araliklar1 0.01 ve 0.001 i¢in algoritmalarin ¢aligma siireleri
arasinda dikkate ¢arpan bir fark gdzlemlenmemistir. Ancak adim
araliginin daha da kiigiik segildigi durumlar incelendiginde
algoritma c¢aligma hizi yavaslamig ancak hata degerleri de
diigmiistiir. Bu durum sistem tasarimi/kontroliinde bu araglar
kullanilirken g6z alinmasi gereken bir husustur.
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