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Öz 

E-Study teoremi gereği dual uzayda dual birim küre üzerinde seçilen dual Smarandache eğrisi Öklid-3 uzayındaki yönlü 

doğruların oluşturmuş olduğu regle yüzeye karşılık gelir. Bu çalışmada alternatif çatının dual bileşenlerinin yardımıyla 

oluşturulan dual Smarandache eğrilerine karşılık gelen regle yüzeylerine ait bazı karakterizasyonlar incelenmiştir. 

 

Anahtar kelimeler: Alternatif çatı, Dual eğri, Dual Smarandache eğrisi, Dual uzay, E-Study teoremi, Smarandache eğrisi 

 

 

Abstract 

According to the E-Study theorem, the dual Smarandache curve chosen on the dual unit sphere in dual space corresponds 

to the ruled surface formed by the directional lines in the Euclidean 3-space. In this study, some characterizations of 

ruled surfaces corresponding to dual Smarandache curves constructed with the help of dual components of the alternative 

frame are investigated. 

 

Keywords: Alternative frame, Dual curve, Dual Smarandache curve, Dual space, E-Study teorem, Smarandache curve 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Cengiz ve Kuşak Samancı / GUFBD / GUJS 12(2) (2022) 512-526 

513 

1. Giriş 

1. Introduction 

 

Yüzeyler teorisi üzerine ilk inceleme Monge 

(1795) tarafından yazılmıştır (Monge, 1809). 

Serret-Frenet vektörleri sayesinde eğrinin eğrilik 

ve burulması hesaplanabilmektedir. Adını Jean 

Frédéric Frenet (1847) ve Joseph Alfred Serret 

(1851)’den alan Serret-Frenet çatısının elemanları 

olan  , ,T N T N B =  vektörleri sırasıyla bir   

regüler eğrisinin teğet, normal ve bu iki vektörün 

vektörel çarpımı ile elde edilen binormal vektördür 

(Izumiya & Takeuchi, 2004; Hacısalihoğlu, 1983a, 

1983b). Eğrinin bir alternatif hareketli çatısı 

 , ,N C W  olup bu çatı 2016 yılında Uzunoğlu ve 

arkadaşları tarafından oluşturulmuştur (Uzunoğlu, 

2016). Özel bir eğri çeşiti olan Smarandache 

eğrileri de farklı uzay ve çatılar üzerinde çalışma 

yapılan özel bir eğri çeşididir (Gürses vd., 2016; 

Karaman vd., 2014). Konum vektörü başka bir 

düzgün eğri üzerindeki Serret-Frenet çatısı 

vektörlerinden oluşan düzenli bir eğriye 

Smarandache eğrisi denir (Ascbacher, 1997). A.T. 

Ali, Öklid uzayında bazı özel Smarandache 

eğrilerini incelemiştir (Ali, 2010). Bektaş ve Yüce 

(2013), üç boyutlu Öklid uzayında özel 

Smarandache eğrilerinin Darboux çatısını 

incelemiştir (Bektaş & Yüce, 2013). Regle 

yüzeyleri ilk olarak Monge (1850) tarafından 

tanımlansa da bunun üzerine çalışmalar 

Guggenheimer tarafından yapılmıştır. Karmaşık 

sayılarla Öklid düzleminde sadece dönme 

işleminin yapılabilmesi öteleme hareketinin 

yapılamaması sonucu araştırmacılar bir arayış içine 

girmişlerdir. Bu arayış sonunda hem dönme hem de 

öteleme hareketlerinin yapılabilmesini sağlayan 

dual sayıların keşfi sağlanmıştır. Dual uzayın 

elemanları olan dual sayılar ilk kez 1873 yılında 

W.K. Clifford (1873) tarafından keşfedilmiştir 

(Clifford, 1873). E-Study dual sayıları dual 

vektörleri oluşturmak için kullanmış ve birim dual 

küre ile yönlü doğru arasındaki bağıntıyı 

açıklamıştır (Study, 1903). Dual sayılar ve dual 

vektörler uygulamalı geometride robotik 

hareketleri kolay bir biçimde gerçekleştirebilmek 

için kullanılmaktadır. Baky (2002) dual uzayda 

Blaschke çatısını ve dual Serret-Frenet çatısını 

tanımlamıştır (Abdel-Baky, 2002). Dual küresel 

eğriler Öklid uzayında bir regle yüzeyine karşılık 

geldiği için birçok araştırmacı tarafından ele 

alınmıştır (Aslan Güven, 2010; Yaylı & Saraçoğlu, 

2012; Yılmaz vd., 2010). Yaylı ve Saraçoğlu dual 

uzayda dual küresel eğrilerine karşılık gelen regle 

yüzeylerini çalışmıştır (Yaylı & Saraçoğlu, 2012). 

Bu çalışmada dual NCW çatısının dual bileşenleri 

yardımıyla oluşturulmuş regle yüzeylere ait bazı 

karakterizasyonlar incelenmiştir. 

 

2. Materyal ve metot  

2. Material and method 

 

Öklid 3-uzayında birim hızlı bir 𝛼 eğrisinin Frenet 

vektörleri, Frenet türev formülleri ve eğrilikleri 

sırasıyla, 

 

�⃗� = 𝛼 ′⃗⃗  ⃗, 

�⃗⃗� =
𝛼″⃗⃗ ⃗⃗ 

‖𝛼″⃗⃗ ⃗⃗ ‖
, �⃗� = �⃗� ∧ �⃗⃗� , 

T N = , N T B  = − + , B N = −   

şeklinde verilir. Burada Serret-Frenet çatısında 𝜅 

eğrilik ve 𝜏 burulmayı verir. Öklid 3-uzayında 

vektörel çarpım   sembolü ile gösterilir. 

( s ) =  birim hızlı eğrinin Bishop formülleri ve 

eğrilikleri  

1 1 2 2T k N k N = +
, 1 1N k T = −

, 2 2N k T = −
 

1 cos ( )k s =
,       1 sin ( )k s =

  

ile verilir.  

 

Burada Bishop çatısı, Frenet çatısının 𝜑(𝑠) =
−∫ 𝜏𝑑𝑠 açısı kadar döndürülmüş halidir (Bishop, 

1975; Karacan 2008; Bükcü & Karacan, 2008a, 

2008b, 2009, 2010; Yılmaz & Turgut, 2010; 

Samanci & Kocayiğit, 2019).  

 

( s ) birim hızlı eğrisinin {�⃗� , �⃗⃗� , �⃗� } Frenet 

çatısından elde edilen 

𝑉𝑇𝑁(𝑠) =
1

√2
(�⃗� + �⃗⃗� ),     

𝑉𝑇𝐵(𝑠) =
1

√2
(�⃗� + �⃗� )  

𝑉𝑁𝐵(𝑠) =
1

√2
(�⃗⃗� + �⃗� ),   

𝑉𝑇𝑁𝐵(𝑠) =
1

√3
(�⃗� + �⃗⃗� + �⃗� ) 

eğrilere, sırasıyla, �⃗� �⃗⃗�  Smarandache eğrisi, �⃗� �⃗�  

Smarandache eğrisi, �⃗⃗� �⃗�  Smarandache eğrisi, �⃗� �⃗⃗� �⃗�  
Smarandache eğrisi denir (Gürses vd., 2016; 

Karaman vd., 2014). 

1995 yılında Scofield, 𝐶  vektörünü tanımlamış 

(Scofield, 1995), Uzunoğlu vd (Uzunoğlu vd., 

2016) {�⃗⃗� , 𝐶 , �⃗⃗� ∧ 𝐶 = �⃗⃗⃗� } şeklinde yeni bir 

alternatif hareketli çatı oluşturmuşlardır. Bu 

alternatif çatıda verilen �⃗⃗⃗�  birim Darboux vektörü 

olmak üzere 𝐶 = �⃗⃗⃗� ∧ �⃗⃗�  ile verilmektedir. 

Alternatif hareketli çatının türev vektörleri 

arasında  

N fC =
, 

C fN gW = − +
, 
W gC = −

  

bağıntısı vardir. Burada 𝑓, 𝑔, 𝜎 ve 𝐻 ifadeleri 
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21f H= + , g f= ,  

𝐻 =
𝜏

𝜅
, 𝜎 =

𝐻′

𝜅(1+𝐻2)
3
2

= 𝑠𝑏𝑡      

 

şeklinde verilir (Uzunoğlu vd., 2016). Ayrıca 

Frenet çatısı ve alternatif çatı arasındaki bağıntı 

 

𝐶 = −𝜅�⃗� + 𝜏�⃗�                                  �⃗� = −𝜅𝐶 + 𝜏�⃗⃗⃗�  
 

𝑊 = 𝜏�⃗� + 𝜅�⃗�                                        𝐵 = 𝜏𝐶 + 𝜅�⃗⃗⃗�  
 

eşitlikleri ile elde edilir. Burada 𝜅 =
𝜅

√𝜅2+𝜏2
 ve 

2 2




 
=

+  olarak alınır ve �⃗⃗�  asli normal 

vektörü her iki çatı için de aynıdır (Şenyurt & 

Çalışkan, 2020).  

 

Yaylı ve arkadaşları birim hızlı bir eğrinin normal 

vektörü boyunca alternatif hareketli çatısının keyfi 

bir  açısı kadar döndürülmesiyle elde edilen ve 

N-Bishop çatısı olarak adlandırdıkları yeni bir 

alternatif hareketli çatı tanımlamışlardır.   açısı 

�⃗⃗� 1 ve 𝐶  vektörleri arasındaki açı olmak üzere 

 , ,N C W
 çatısı ve N-Bishop çatısı {�⃗⃗� , �⃗⃗� 1, �⃗⃗� 2} 

arasındaki bağıntı 

�⃗⃗� = �⃗⃗� , 

𝐶 = 𝑐𝑜𝑠 𝜃 (𝑠)�⃗⃗� 1 + 𝑠𝑖𝑛 𝜃 (𝑠)�⃗⃗� 2, 

�⃗⃗⃗� = − 𝑠𝑖𝑛 𝜃 (𝑠)�⃗⃗� 1 + 𝑐𝑜𝑠 𝜃 (𝑠)�⃗⃗� 2 

 

ile verilir. N-Bishop çatısının türev denklemleri 

1 1 2 2N k N k N = +
, 1 1N k N = −

, 2 2N k N = −
 

eşitlikleri ile elde edilir. Burada N-Bishop çatısının 

eğrilikleri 𝑘1 = 𝑓 𝑐𝑜𝑠 𝜃 (𝑠) ve 𝑘2 = 𝑓 𝑠𝑖𝑛 𝜃 (𝑠) 

dir. Ayrıca 𝜃 = ∫ 𝑔(𝑡)
𝑠

𝑠0
𝑑𝑡 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (

𝑘2

𝑘1
) olarak 

da elde edilir (Keskin & Yaylı, 2017). 

𝛼(𝑠) birim hızlı eğrisinin {�⃗⃗� , 𝐶 , �⃗⃗⃗� }alternatif 

çatısından elde edilen        

𝑉𝑁𝐶(𝑠) =
1

√2
(�⃗⃗� + 𝐶 ),  

𝑉𝑁𝑊(𝑠) =
1

√2
(�⃗⃗� + �⃗⃗⃗� ), 𝑉𝐶𝑊(𝑠) =

1

√2
(𝐶 + �⃗⃗⃗� ),  

𝑉𝑁𝐶𝑊(𝑠) =
1

√3
(�⃗⃗� + 𝐶 + �⃗⃗⃗� ) 

eğrilere sırasıyla �⃗⃗� 𝐶  Smarandache eğrisi, �⃗⃗� �⃗⃗⃗�  

Smarandache eğrisi 𝐶 �⃗⃗⃗�  Smarandache eğrisi ve 

�⃗⃗� 𝐶 �⃗⃗⃗�  Smarandache eğrisi denir. Bu eğrilere ait 

bazı özellikler (Şenyurt & Calıskan, 2015; Şenyurt 

vd. 2016a, 2016b; Şenyurt & Kaya, 2018; Çalışkan 

& Şenyurt, 2020; Şenyurt vd., 2021) kaynaklarında 

verilmiştir. 

𝔻 = {�̂� = 𝑎 + 𝜀𝑎∗: 𝑎, 𝑎∗ ∈ ℝ, 𝜀 ≠ 0, 𝜀2 = 0} 

cümlesinin elemanlarına dual sayı denir.   bir 

dual birim olmak üzere dual sayılar cümlesinde 

toplama, çarpma, bölme ve eşitlik işlemleri, 

sırasıyla,  

�̂� ± �̂� = (𝑎 + 𝑏) ± 𝜀(𝑎 ∗ +𝑏 ∗) 

�̂�. �̂� = 𝑎𝑏 + 𝜀(𝑎𝑏 ∗ +𝑎 ∗ 𝑏) 

�̂�

�̂�
=
𝑎

𝑏
+ 𝜀

𝑎 ∗ 𝑏 − 𝑎𝑏 ∗

𝑏2
 

�̂� = �̂� ⇔ 𝑎 = 𝑏ve𝜀𝑎 ∗= 𝜀𝑏 ∗. 

eşitlikleri ile tanımlıdır. Dual sayılar halkası sıfır 

bölenli olmadığından a   elemanlarının tersi 

yoktur. Bu nedenle dual sayılar cümlesi bir cisim 

belirtmez sadece değişmeli bir halka 

belirtmektedir. 
3 =    cümlesi dual 

sayılar cümlesi üzerinde bir uzay yapısına ulaşır ve 

bu uzay  −modül olarak isimlendirilir (Clifford, 

1873).  �̂� ≠ (𝟎, 𝒂) ∈ 𝔻 olmak üzere ‖�̂�‖ = (1,0) 
koşulunu sağlayan noktalar cümlesine birim dual  

vektör adı verilir. Dual kürenin dual noktaları üç 

boyutlu Öklid uzayında yönlü doğrulara birebir 

karşılık gelir (Study, 1903).  

 

3. Bulgular  

3.Results 

 

E-Study dönüşümü yardımıyla dual birim küre 

üzerinde seçilen {�̂�, �̂�, �̂�} alternatif hareketli 

çatısının elemanları ile dual uzayda çizilen kapalı 

eğriler  
3

 Öklid uzayında bir regle yüzey temsil 

etmektedir. Buradan seçilen dual eğriler �̂� = �⃗⃗� +

𝜀𝑁∗⃗⃗⃗⃗  ⃗, �̂� = 𝐶 + 𝜀𝐶∗⃗⃗⃗⃗ , �̂� = �⃗⃗⃗� + 𝜀𝑊∗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  olmak üzere, 

bu eğrilerin belirttiği regle yüzeyler, sırasıyla, 

aşağıdaki gibidir: 

( )ˆ , ( ) ( ), ( ) ,N Ns v s v s s   


= +  = 

         (1) 

( ), ( ) ( ), ( ) ,C CC
s v s vC s s C C  



= + = 
    (2) 

( ), ( ) ( ), ( ) .WWW
s v s vW s s W W   = + = 

 
(3) 

(1), (2), (3) ifadelerinde 
( )s

 yerine 

( )NC

1
( s ) N C

2
 = +

 vektörünün çizdiği eğri 

alınırsa vektörel moment vektörleri  

* N C W
N N N

2 2


 +
=  =  = − 

   

2 2

N C W
C C C

 +
=  =  = 
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2 2

N C N C
W W W

 + −
=  =  = 

   
şeklinde elde edilir. Bulunan bu değerler (1), (2), 

(3) denklemlerinde yerine yazılırsa yüzeylerinin 

denklemleri 

( )N

W C
s,v N vN vN

2 2


 
=  − + = + 

  ,    

( )C

W N
s,v C vC vC

2 2


 
=  + = + 

  ,  

( ) ( )W

N C 1
s,v W vW N C vW

2 2


 −
=  + = + + 

    

olur. Benzer şekilde 
( )s

 yerine 

( )NW

1
( s ) N W

2
 = +

, 

( )CW

1
( s ) C W

2
 = +

 ve 

( )NCW

1
( s ) N C W

3
 = + +

 alındığından bu 

vektörlerin çizdiği eğriler kullanılarak (1), (2), (3) 

de verilen yüzeyler tekrar oluşturulur ve sonra da 

elde edilen yüzeylerin invaryantları 

hesaplanacaktır. 

 

Teorem 3.1. NC - Smarandache eğrisinin Frenet 

aparatlarından elde edilen  (�̂�), (�̂�), (�̂�)  dual 

eğrilere çizgiler uzayında karşılık gelen kapalı 

regle yüzeylerin dağılma parametreleri sırasıyla  

𝑃𝑁⏜ =
𝑔

√2𝑓
, 𝑃𝐶⏜ = 0 ve 𝑃𝑊⏜ =

−𝑓

√2𝑔
 

şeklinde verilir. 

İspat. (�̂�) dual eğrisinin belirttiği kapalı regle 

yüzeyinin dağılma parametresi  

𝑃�̂� =
𝑑𝑒𝑡((�⃗⃗� ∧𝑁∗⃗⃗⃗⃗  ⃗)′,�⃗⃗� ,�⃗⃗� ′)

‖�⃗⃗� ′‖
2   

bağıntısından hesaplanır. Buradan 𝑃𝑁⏜  dağılma 

parametresi  

0
2 2

det(( ) ', , ') 1 0 0
2

0 0

f g

fg
N N N N

f



−

 = =

          
eşitliğinden yararlanarak                                                         

𝑃𝑁⏜ =
𝑔

√2𝑓
                                                                          (4) 

şeklinde bulunur. Benzer işlemler (�̂�) ve (�̂�) 
yüzeyleri için de yapılırsa 

𝑃𝐶⏜ = 0 ve 𝑃𝑊⏜ =
−𝑓

√2𝑔
   

olur. Bu teoremden, dayanak eğrisi (𝑁𝐶)̂ 
Smarandache eğrisi ile üretilen (�̂�) dual eğrisine 

karşılık gelen �⃗� �̂��̂� kapalı regle yüzeyini için 𝑔 = 0 

veya 
𝜏

𝜅
= 𝑠𝑏𝑡 olması durumunda dağılma 

parametresinin hesaplanamadığı sonucu elde 

edilmektedir. 

Teorem 3.2. NC - Smarandache eğrisinin Frenet 

aparatlarından elde edilen  (�̂�), (�̂�), (�̂�)  dual 

eğrilere çizgiler uzayında karşılık gelen kapalı 

regle yüzeylerin Gauss ve ortalama eğrilikleri 

sırasıyla 

𝐾�̂� = −
2𝑓2𝑔2

(𝑔2+2𝑣2𝑓2)2
, 𝐾�̂� = 0,   

𝐾�̂� = −
𝑔2𝑓2

2(𝑓2+𝑣2𝑔2−√2𝑣𝑔𝑓)
2, 

𝐻�̂� =
𝑔𝑓4

√2(𝑔2+𝑣2𝑓2)3
 ,    

𝐻�̂� =
𝑓𝑔(𝑓−1)+√2𝑣(𝑔𝑓′−𝑓𝑔′)

2√2𝑣2(𝑓2+𝑔2)3/2
  , 

𝐻�̂� =
(𝑓 − 𝑓 ′ − 2𝑓2)(√2𝑣𝑔 − 𝑓) + 𝑔2𝑓(2𝑣2 − 3)

4(𝑣2𝑔2 − √2𝑣𝑓𝑔 + 𝑓2)
3/2

 

bağıntısıyla verilir.  

İspat. (�̂�) dual eğrisinin belirttiği kapalı regle 

yüzeyinin Gauss ve ortalama eğriliğini bulmak için 

I. esas form ve II. esas form ile birlikte normal 

vektör alanı hesaplanmalıdır. Öncelikle �̂� eğrisinin 

sırasıyla s ve v  parametrelerine göre yönlü 

türevleri alınmalıdır. 

�⃗� �̂�𝑠 = [
−𝑓�⃗⃗� +𝑔�⃗⃗⃗� 

√2
+ 𝑣𝑓𝐶 ] ve �⃗� �̂�𝑣 = �⃗⃗�

  dir. Buradan 

yönlü türevlerin iç çarpımı yardımıyla I. esas 

formun katsayıları sırasıyla; 

𝐸 =< �⃗� �̂�𝑠 , �⃗�
 
�̂�𝑠
>=

𝑓2

2
+
𝑔2

2
+ 𝑣2𝑓2,  

−
= =

v sN N

f
F ,

2
 

   ve    

𝐺 =< �⃗� �̂�𝑣, �⃗�
 
�̂�𝑣
>= 1 

olarak bulunur. Daha sonra bulunan bu eşitlikler 

yardımıyla I. esas form 

( )
 

= + + − + 
 

2 2
2 2 2 2f g

I v f ds 2 f dsdv 1dv
2 2

  
denklemi ile elde edilir. Şimdi de II. esas formun 

katsayılarını bulabilmek için (�̂�) dual eğrisinin 

belirttiği normal vektör alanı hesaplanmalıdır. (�̂�) 
dual eğrisinin belirttiği yüzey normali 
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2
2 2

g
C vf W

2n
g

v f
2

−

=

+
                                              (5) 

 

olarak elde edilir. (�̂�) dual eğrisinin belirttiği 

yüzey normali yardımıyla bu eğriye ait II. esas 

formun katsayılarını bulalım. (�̂�) dual eğrisinin s  

ve v  ye göre türev alındığında 

�⃗� �̂�𝑠𝑠 =
−𝑓′�⃗⃗� −𝑓(𝑓𝐶 )+𝑔′�⃗⃗⃗� +𝑔(−𝑔𝐶 )

√2
+ 𝑣𝑓 ′𝐶 +

𝑣𝑓(−𝑓�⃗⃗� + 𝑔�⃗⃗⃗� )  

olarak hesaplanır. Benzer işlemlerle 𝜓�̂�𝑠𝑣 = 𝑓𝐶
  ve 

𝜓�̂�𝑣𝑣 = 0 olarak bulunur. Şimdi bu yönlü türevler 

ve (5) denkleminden II. esas formun katsayıları 

𝐿 =< �⃗� �̂�𝑠𝑠, �⃗� >= {

𝑔

√2
((𝑣𝑓)′−

𝑔2

√2
−
𝑓2

√2
)−𝑣𝑓(𝑔+

𝑔′

√2
)

√𝑣2𝑓2+
𝑔2

2

},  

𝑀 =< �⃗� �̂�𝑠𝑣, �⃗� >= (𝜓𝑛)𝑠,𝑣 =
𝑓
𝑔

√2

√𝑣2𝑓2+
𝑔2

2

 ve  

𝑁 =< �⃗� �̂�𝑣𝑣 , �⃗� >= 0  

olarak elde edilir. Buradan da 

 

𝐾�̂� = −

(
𝑓
𝑔

√2

√𝑣2𝑓2+
𝑔2

2

)

2

𝑓2

2
+
𝑔2

2
+𝑣2𝑓2−

𝑓2

2

= −
𝑓2𝑔2

2(
𝑔2

2
+𝑣2𝑓2)

2,  

𝐻�̂� =

−2

(

 
𝑓
𝑔

√2

√𝑣2𝑓2 +
𝑔2

2 )

 −𝑓

√2

2 (
𝑓2

2 +
𝑔2

2 + 𝑣
2𝑓2 −

𝑓2

2 )

=
(𝑓2𝑔)

𝑓2

2

2√(
𝑔2

2 + 𝑣
2𝑓2)

3

 

denklemleri elde edilir. Benzer işlemler ile (�̂�) ve 

(�̂�) dual eğrileri için Gauss ve ortalama eğrilik 

hesaplanır ve böylelikle ispat tamamlanmış olur. 

Teorem 3.3. NC - Smarandache eğrisinin Frenet 

aparatlarından elde edilen  (�̂�), (�̂�), (�̂�) dual 

vektörlerin oluşturduğu ( ) Darboux ve( D )  

dual Steiner vektörü   

 
f N gC

gN f W
2

 
 −

= + +  
 

 ve 

�⃗⃗� = ∮ �⃗⃗� = �⃗⃗� ∮𝑔 + �⃗⃗⃗� ∮𝑓

+ 𝜀 (�⃗⃗� ∮(
𝑓

√2
) − �⃗⃗⃗� ∮

𝑔

√2
) 

bağıntısıyla verilir. 

İspat. Darboux vektörünün tanımından 

w w  = +                                             (6) 

𝜔∗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝛼 ∧ �⃗⃗� = (
�⃗⃗� +𝐶 

√2
) ∧ (𝑔�⃗⃗� + 𝑓�⃗⃗⃗� ) =

𝑓�⃗⃗� −𝑓𝐶 −𝑔�⃗⃗⃗� 

√2
                                                                      (7) 

olur. (7) denklemi (6) da yerine yazılırsa 

f N f C gW
gN f W

2
 

 − +
= + +  

 
 olarak 

elde edilir. Dual Steiner vektörün tanımından   

𝐷 = ∮ �⃗⃗� = �⃗⃗� ∮𝑔 + �⃗⃗⃗� ∮𝑓

+ 𝜀 (�⃗⃗� ∮(
𝑓

√2
) − 𝐶 ∮(

𝑓

√2
)

− �⃗⃗⃗� ∮
𝑔

√2
) 

olarak elde edilir. Böylelikle ispat tamamlanmış 

olur. 

Teorem 3.4. NC - Smarandache eğrisinin Frenet 

aparatlarından elde edilen (�̂�), (�̂�), (�̂�)  dual 

eğrilerinin çizgiler uzayında karşılık geldiği kapalı 

regle yüzeylerin dual açıları sırasıyla;  

𝛬�̂� = ∮𝑔, 𝛬�̂� =
𝜀

√2
∮𝑓 ve 𝛬�̂� = ∮𝑓  

bağıntısıyla hesaplanır. 

İspat.  

𝛬�̂� = −⟨�⃗⃗� , �⃗⃗� ⟩ = −⟨𝑑 + 𝜀𝑑
∗⃗⃗⃗⃗ , �⃗⃗� + 𝜀𝑁∗⃗⃗⃗⃗  ⃗⟩               (8) 

(8) denklemi düzenlendiğinde 
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𝛬�̂� = ⟨�⃗⃗� ∮𝑔 + �⃗⃗⃗� ∮𝑓 , �⃗⃗� ⟩

+ 𝜀 (⟨(�⃗⃗� ∮𝑔 + �⃗⃗⃗� ∮𝑓 ,−
�⃗⃗⃗� 

√2
)⟩

+ ⟨�⃗⃗� ∮(
𝑓

√2
) − �⃗⃗⃗� ∮

𝑔

√2
, �⃗⃗� ⟩) 

elde edilir.  

Burada iç çarpımlar yapıldığında 

𝛬�̂� = ∮𝑔  

denklemi elde edilir. Benzer işlemlerle (�̂�) ve (�̂�) 
dual eğrilerine ait dual eğilim açısı hesaplanır ve 

böylelikle ispat tamamlanmış olur. 

( )s  eğrisine ait ( )
+

=
NW

N W
s

2
 Smarandache 

eğrisini için (�̂�), (�̂�), (�̂�) dual eğrilerinin 

belirttiği regle yüzeyleri sırasıyla  

�⃗� �̂�(𝑠, 𝜑) =
�⃗⃗⃗� 

√2
+ 𝑣�⃗⃗� ,  

�⃗� �̂�(𝑠, 𝑣) =
�⃗⃗� +�⃗⃗⃗� 

√2
+ 𝑣𝐶 , 

�⃗� �̂�(𝑠, 𝑣) =
�⃗⃗� 

√2
+ 𝑣�⃗⃗⃗�   

olarak verilir. 

Teorem 3.5. NW - Smarandache eğrisinin Frenet 

aparatlarından elde edilen (�̂�), (�̂�), (�̂�)  dual 

eğrilerin çizgiler uzayında karşılık geldiği kapalı 

regle yüzeylerinin dağılma parametreleri sırasıyla 

𝑃𝑁⏜ = 0,  
C

P 0= ve 𝑃𝑊⏜ = 0 şeklinde verilir. 

İspat. (�̂�) dual eğrisinin belirttiği kapalı regle 

yüzeyinin dağılma parametresi 

𝑃�̂� =
𝑑𝑒𝑡( (�⃗⃗� ∧ 𝑁∗⃗⃗⃗⃗  ⃗)′, �⃗⃗� , �⃗⃗� ′)

‖�⃗⃗� ′‖
2  

 denklemi ile hesaplanır. Dağılma 

parametresindeki determinant  

0 0
2

det(( ) ', , ') 1 0 0 0

0 0

g

N N N N

f



−

 = =     (9)   

olarak elde edilir. (9) denklemi hesaplandığında, 

N
P 0=  sonucu elde edilir. Benzer işlemler 

yapıldığında (�̂�) dual eğrisinin belirttiği kapalı 

regle yüzeyinin dağılma parametresi 

𝑃�̂� =
𝑑𝑒𝑡( (𝐶 ∧ 𝐶∗⃗⃗⃗⃗ )′, 𝐶 , 𝐶 ′)

‖𝐶′
2⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖

 

olarak verilebilir. Dağılma parametresindeki 

determinantı hesaplayabilmek için öncelikle  

( ) ( )f g CN W
C C

2 2



  − +
 = = 

 
 eşitliği elde 

edilir. Daha sonra, 

( )
0 0

2

det(( ) ', , ') 0 1 0 0

0

f g

C C C C

f g



−

 = =

−

 

determinantı hesaplandığında, dağılma parametresi 

𝑃�̂� = 0 olarak bulunur. (�̂�) dual eğrisinin 

belirttiği kapalı regle yüzeyinin dağılma 

parametresi 

 

2

det(( ) ', , ')

'
W

W W W W
P

W


=  

olarak verilir. Verilen bu determinantı 

hesaplayabilmek için öncelikle 

( ) N f C
W W

2 2



 
 = = 

 
 

eşitliği elde edilir. 𝑃�̂� dağılma parametresi 

eşitliğindeki 

0 0
2

det(( ) ', , ') 0 0 1 0

0 0

f

W W W W

g

 = =

−
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determinantı hesaplandığında verilen dual eğrinin 

dağılma parametresi 0
W

P = olur ve böylelikle 

ispat tamamlanmış olur. Sonuç olarak 𝑃�̂� = 0, 

C
P 0=  ve 𝑃𝑊⏜ = 0 dağılma parametreleri 

bulunur. 

Teorem 3.6. NW - Smarandache eğrisinin Frenet 

aparatlarından elde edilen  (�̂�), (�̂�), (�̂�) dual 

eğrilerinin karşılık geldiği kapalı regle yüzeylerin 

Gauss ve ortalama eğrilikleri sırasıyla, 

𝐾�̂� = 0, 𝐾�̂� = 0 ve 𝐾�̂� = 0, 

𝐻�̂� =
𝑔

√2𝑔−2𝑣𝑓
,  

𝐻�̂� =
𝑓𝑔′−𝑔𝑓′

2𝑣(𝑓2+𝑔2)3/2
,  

𝐻�̂� =
𝑓

2𝑣𝑔−√2𝑓
, 

bağıntılarıyla verilir. 
 

İspat. (�̂�) dual eğrisinin belirttiği kapalı regle 

yüzeyinin Gauss ve ortalama eğriliğini bulmak için 

I. esas form ve II. esas form ile birlikte normal 

vektör alanı bulunmalıdır. Öncelikle (�̂�) eğrisinin 

sırasıyla s ve v  ye göre yönlü türevleri 

alındığında 

�⃗� �̂�𝑠 = [
−𝑔𝐶 

√2
+ 𝑣𝑓𝐶 ] =

(√2𝑣𝑓−𝑔)

√2
𝐶  ve �⃗� �̂�𝑣 = �⃗⃗�

   

eşitlikleri elde edilir. Buradan yönlü türevlerin iç 

çarpımı yardımıyla I. esas formun katsayıları 

sırasıyla; 

𝐸 =< �⃗� �̂�𝑠 , �⃗�
 
�̂�𝑠
>=

(√2𝑣𝑓−𝑔)
2

2
,   

𝐹 =< �⃗� 𝑁𝑣 , �⃗�
 
𝑁𝑠 >= 0   ve    

𝐺 =< �⃗� �̂�𝑣, �⃗�
 
�̂�𝑣
>= 1 

olarak bulunur. Buradan da I. esas form 

( )−
= +

2

2 2
2vf g

I ds 1dv
2

 olarak elde edilir. 

Şimdi de II. esas formun katsayılarını bulabilmek 

için (�̂�) dual eğrisinin belirttiği normal vektör 

alanı bulunmalıdır. (�̂�) dual eğrisinin belirttiği 

normal vektör alanı 

( )

( )
2

2vf g
W

2n W

2vf g

2

−
−

= = −

−

                           (10) 

olarak elde edilir. (�̂�) dual eğrisinin belirttiği 

normal vektör alanı yardımıyla bu eğriye ait II. esas 

formun katsayılarını bulalım. (�̂�) dual eğrisinin s  

ve v  ye göre tekrardan yönlü türev alma işlemi 

uygulandığında; 

�⃗� �̂�𝑠𝑠 = −𝑓�⃗⃗�
 (√2𝑣𝑓−𝑔)

√2
+ (

(√2𝑣𝑓−𝑔)

√2
)

′

𝐶 +

𝑔�⃗⃗⃗� 
(√2𝑣𝑓−𝑔)

√2
  

denklemi elde edilir. Benzer işlemlerle �⃗� �̂�𝑠𝑣 = 𝑓𝐶 

ve 𝜓�̂�𝑣𝑣 = 0 olarak bulunur. Şimdi bu yönlü 

türevler ve (10) denkleminden II. esas formun 

katsayıları 

𝐿 =< �⃗� �̂�𝑠𝑠, �⃗� >= −𝑔
(√2𝑣𝑓−𝑔)

√2
,  

𝑀 =< �⃗� �̂�𝑠𝑣, �⃗� >= (�⃗�
 
𝑛)𝑠,𝑣 = 0 ve  

𝑁 =< �⃗� �̂�𝑣𝑣 , �⃗� >= 0  

şeklinde elde edilir. Buradan da Gauss ve ortalama 

eğrilikleri 

𝐾�̂� = 0 ve  𝐻�̂� =
𝑔

(√2𝑔−2𝑣𝑓)
 

olarak bulunur. Benzer işlemler ile (�̂�) ve (�̂�) 
dual eğrileri için Gauss ve ortalama eğrilik 

hesaplanır ve böylelikle ispat tamamlanmış olur. 

 

Teorem 3.7. NW - Smarandache eğrisinin Frenet 

aparatlarından elde edilen  (�̂�), (�̂�), (�̂�) dual 

vektörlerin oluşturduğu ( ) Darboux ve( D )  

dual Steiner vektörü   

f g
g N f W C

2
 

− + 
= + +  

 
  ve 

�⃗⃗� = ∮ �⃗⃗� = �⃗⃗� ∮𝑔 + �⃗⃗⃗� ∮𝑓 + 𝜀 (𝐶 ∮(
−𝑓 + 𝑔

√2
)) 

bağıntısıyla verilir. 

 

İspat. Darboux vektörünün tanımından 

w w  = +                                           (11) 
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𝜔∗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝛼 ∧ �⃗⃗� = (
�⃗⃗� +�⃗⃗⃗� 

√2
) ∧ (𝑔�⃗⃗� + 𝑓�⃗⃗⃗� ) =

−𝑓𝐶 +𝑔𝐶 

√2
=
−𝑓+𝑔

√2
𝐶                                                        (12) 

olur. (12) denklemi (11) de yerine yazılırsa 

f g
g N f W C

2
 

− + 
= + +  

 
 olarak elde 

edilir. Dual Steiner vektörün tanımından  

�⃗⃗� = ∮𝑅 = �⃗⃗� ∮𝑔 + �⃗⃗⃗� ∮ 𝑓 + 𝜀 (𝐶 ∮ (
−𝑓+𝑔

√2
)) 

olarak elde edilir. Böylelikle ispat tamamlanmış 

olur. 

Teorem 3.8. NW - Smarandache eğrisinin Frenet 

aparatlarından elde edilen (�̂�), (�̂�), (�̂�)  dual 

eğrilerinin çizgiler uzayında karşılık geldiği kapalı 

regle yüzeylerin dual açıları sırasıyla; 

 

𝛬�̂� = ∮𝑔 ,   𝛬�̂� = 0  ve  𝛬�̂� = ∮𝑓   

bağıntısıyla hesaplanır. 

 

İspat.  

𝛬�̂� = −⟨�⃗⃗� , �⃗⃗� ⟩ = −⟨𝑑 + 𝜀𝑑
∗⃗⃗⃗⃗ , �⃗⃗� + 𝜀𝑁∗⃗⃗⃗⃗  ⃗⟩           (13) 

(13) denklemi biraz düzenlenirse 

𝛬�̂� = ⟨�⃗⃗� ∮𝑔 + �⃗⃗⃗� ∮𝑓 , �⃗⃗� ⟩

+ 𝜀 (⟨(�⃗⃗� ∮𝑔 + �⃗⃗⃗� ∮𝑓 ,
𝐶 

√2
)⟩

+ ⟨𝐶 ∮(
−𝑓 + 𝑔

√2
) , �⃗⃗� ⟩) 

elde edilir. Burada iç çarpımlar alındığında,  

𝛬�̂� = ∮𝑔 sonucu elde edilir. Benzer işlemlerle (�̂�) 

ve (�̂�) dual eğrilerine ait dual eğilim açısı 

hesaplanır ve böylelikle ispat tamamlanmış olur. 

( )s  eğrisine ait ( )
+

=CW

C W
s

2
 Smarandache 

eğrisini için (�̂�), (�̂�), (�̂�) dual eğrilerinin 

belirttiği regle yüzeyleri sırasıyla  

�⃗� �̂�(𝑠, 𝜑) = �⃗⃗� ∧ 𝑁
∗⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑣�⃗⃗� =

�⃗⃗⃗� +𝐶 

√2
+ 𝑣�⃗⃗� ,  

�⃗� �̂�(𝑠, 𝑣) =
�⃗⃗⃗� 

√2
+ 𝑣𝐶  ve 

�⃗� �̂�(𝑠, 𝑣) =
−�⃗⃗� 

√2
+ 𝑣�⃗⃗⃗�  olarak verilir. 

Teorem 3.9. CW - Smarandache eğrisinin Frenet 

aparatlarından elde edilen (�̂�), (�̂�), (�̂�)  dual 

eğrilerinin çizgiler uzayında karşılık geldiği kapalı 

regle yüzeylerin dağılma parametreleri  

𝑃𝑁⏜ =
𝑓𝑔

√2(𝑓2+𝑔2)
, 𝑃𝐶⏜ = 0  ve 𝑃�̂� =

𝑓

√2𝑔
 bağıntısıyla 

verilir. 
Teoremden, dayanak eğrisi �̂��̂� Smarandache 

eğrisi ile üretilen (�̂�)  dual eğrisine karşılık gelen 

𝜓�̂��̂� kapalı regle yüzeyini için 

0g veya sbt



= =  olması durumunda dağılma 

parametresinin hesaplanamadığı sonucu elde 

edilmektedir. 

Teorem 3.10. CW - Smarandache eğrisinin Frenet 

aparatlarından elde edilen (�̂�), (�̂�), (�̂�)  dual 

eğrilerinin çizgiler uzayında karşılık geldiği kapalı 

regle yüzeylerin Gauss ve ortalama eğrilikleri 

𝐾�̂� =
2𝑓2𝑔2

[(√2𝑣𝑓+𝑓−𝑔)
2
+𝑔2][(√2𝑣𝑓−𝑔)

2
+𝑔2]

,  

𝐾�̂� = 0, 𝐾�̂� = 0 

𝐻�̂� = 

−2𝑔3 − 𝑓2𝑔(1 + 2𝑣2) + √2𝑓𝑔(−2 + 2𝑣𝑔 + 𝑣 ′) + √2𝑣(𝑔𝑓 ′ − 𝑓𝑔′)

√2((√2𝑣𝑓 − 𝑔)
2
+ 𝑔2)√(√2𝑣𝑓 + 𝑓 − 𝑔)

2
+ 𝑔2

 

𝐻�̂� =
𝑔′𝑓−𝑓′𝑔−𝑔2𝑓

2𝑣[𝑓2+𝑔2]3/2
,  

𝐻�̂� =
𝑓

√2𝑓 − 2𝑣𝑔
 

bağıntılarıyla verilir.   

Teorem 3.11. CW - Smarandache eğrisinin Frenet 

aparatlarından elde edilen (�̂�), (�̂�), (�̂�) dual 

vektörlerin oluşturduğu ( ) Darboux ve( D )  

dual Steiner vektörü   

f g
g N f W C

2
 

− + 
= + +  

 
 ve  

�⃗⃗� = ∮ �̂� = �⃗⃗� ∮ 𝑔 + �⃗⃗⃗� ∮ 𝑓 + 𝜀 (𝐶 ∮ (
−𝑓+𝑔

√2
))  

bağıntısıyla verilir. 

Teorem 3.12. CW - Smarandache eğrisinin Frenet 

aparatlarından elde edilen (�̂�), (�̂�), (�̂�)  dual 

eğrilerinin çizgiler uzayında karşılık geldiği kapalı 

regle yüzeylerin dual açılım açıları sırasıyla  

𝛬�̂� = ∮𝑔, 𝛬�̂� = +𝜀 (−2∮
𝑔

√2
) ve 𝛬�̂� = ∮𝑓 dir. 

( )s  eğrisine ait 𝛼�̂��̂��̂�(𝑠) =
�⃗⃗� +𝐶 +�⃗⃗⃗� 

√2
 

Smarandache eğrisini için (�̂�), (�̂�), (�̂�) dual 
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eğrilerinin belirttiği regle yüzeyleri sırasıyla 

𝜓�̂�(𝑠, 𝑣) =
�⃗⃗⃗� +𝐶 

√2
+ 𝑣�⃗⃗� , 𝜓�̂�(𝑠, 𝑣) =

�⃗⃗� +�⃗⃗⃗� 

√2
+ 𝑣𝐶  ve 

𝜓�̂�(𝑠, 𝑣) =
�⃗⃗� +𝐶 

√2
+ 𝑣�⃗⃗⃗�  olarak verilir. 

Teorem 3.13. 𝑁𝐶𝑊⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  - Smarandache eğrisinin 

Frenet aparatlarından elde edilen (�̂�), (�̂�), (�̂�)  
dual eğrilerinin çizgiler uzayında karşılık geldiği 

kapalı regle yüzeylerin dağılma parametreleri 

𝑃𝑁⏜ =
𝑔

√2𝑓
 , 

C
P 0=  ve 𝑃𝑊⏜ =

−𝑓

√2𝑔
 bağıntısından 

hesaplanır. 
 

Teoremden, dayanak eğrisi �̂��̂��̂� Smarandache 

eğrisi ile üretilen (�̂�) dual eğrisine karşılık gelen 

𝜓�̂��̂��̂� kapalı regle yüzeyini için 0g =  veya 

sbt



=   olması durumunda dağılma parametresi 

hesaplanamadığı sonucu elde edilmektedir. 

Teorem 3.14. 𝑁𝐶𝑊⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  - Smarandache eğrisinin 

Frenet aparatlarından elde edilen (�̂�), (�̂�), (�̂�)  
dual eğrilerinin çizgiler uzayında karşılık geldiği 

kapalı regle yüzeylerin Gauss ve ortalama 

eğrilikleri 

𝐾�̂� =
𝑓2𝑔2

𝑣2𝑓2+√2𝑣𝑓𝑔+𝑔2
, 

𝐾�̂� = 0,   

𝐾�̂� = −
2𝑔2𝑓2

(𝑓2+(√2𝑣𝑔+𝑓−𝑔)
2
)
2  ve  

𝐻�̂� =
√2𝑓2𝑔

[(√2𝑣𝑓+𝑔)
2
+𝑔2]

3/2  ,   

𝐻�̂� =
𝑔′𝑓 − 𝑔𝑓 ′

2𝑣(𝑓2 + 𝑔2)3/2
 

𝐻�̂�

=
(√2𝑣𝑔 + 𝑓)(𝑓 ′ − 2𝑓2 − 𝑓) − 5𝑓𝑔2 − 2𝑣𝑓𝑔

4(𝑣2𝑔2 + √2𝑣𝑓𝑔 + 𝑓2)
3/2

 

bağıntısıyla verilir. 

Teorem 3.15. 𝑁𝐶𝑊⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  - Smarandache eğrisinin 

Frenet aparatlarından elde edilen  (�̂�), (�̂�), (�̂�) 

dual vektörlerin oluşturduğu (�⃗⃗� ) Darboux ve (�⃗⃗� ) 
dual Steiner vektörü 

�⃗⃗� = 𝑔�⃗⃗� + 𝑓�⃗⃗⃗� + 𝜀 (
𝑓�⃗⃗� −𝑔𝐶 

√2
) ve  

�⃗⃗� = ∮ �⃗⃗� = �⃗⃗� ∮𝑔 + �⃗⃗⃗� ∮𝑓

+ 𝜀 (�⃗⃗� ∮(
𝑓

√2
) − �⃗⃗⃗� ∮

𝑔

√2
) 

bağıntısıyla verilir. 

Teorem 3.16. 𝑁𝐶𝑊⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  - Smarandache eğrisinin 

Frenet aparatlarından elde edilen (�̂�), (�̂�), (�̂�) 

dual eğrilerinin çizgiler uzayında karşılık geldiği 

kapalı regle yüzeylerin dual açılım açıları sırasıyla  

𝛬�̂� = ∮𝑔  ,  𝛬�̂� = √2𝜀 ∮𝑓  ve  𝛬�̂� = ∮𝑓 dir. 

 

3. Sayısal örnekler 

3.Nümeric Examples 

 

3.1 Dual �̂��̂� Smarandache eğrisinin karşılık 

geldiği regle yüzeyi 

3.1 Ruled surface according to Dual  �̂��̂� 

Smarandache curve  

 

 
=  
 

2 3 2
( s ) cos s, s, sin s

13 13 13
  eğrisi için dual 

�̂��̂� Smarandache eğrisinin karşılık geldiği regle 

yüzeyi 

�⃗� �̂�(𝑠, 𝑣) = �⃗⃗� ∧ 𝑁
∗⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑣�⃗⃗� = �⃗⃗� ∧ (−

�⃗⃗⃗� 

√2
) + 𝑣�⃗⃗� 

=
𝐶 

√2
+ 𝑣�⃗⃗�  

= (
1

√2
𝑠𝑖𝑛 𝑠 , 0, −

1

√2
𝑐𝑜𝑠 𝑠)

+ 𝑣(− 𝑐𝑜𝑠 𝑠 , 0, − 𝑠𝑖𝑛 𝑠) 

= (
1

√2
𝑠𝑖𝑛 𝑠 − 𝑣 𝑐𝑜𝑠 𝑠 , 0,−

1

√2
𝑐𝑜𝑠 𝑠 − 𝑣 𝑠𝑖𝑛 𝑠) 

olarak elde edilir. 

 

 

Şekil 1. �⃗� �̂�(𝑠, 𝑣) = (
1

√2
𝑠𝑖𝑛 𝑠 −

𝑣 𝑐𝑜𝑠 𝑠 , 0, −
1

√2
𝑐𝑜𝑠 𝑠 − 𝑣 𝑠𝑖𝑛 𝑠) eğrisine ait regle 

yüzeyi 

Figure 1. The ruled surface of the curve 

�⃗� �̂�(𝑠, 𝑣) = (
1

√2
𝑠𝑖𝑛 𝑠 − 𝑣 𝑐𝑜𝑠 𝑠 , 0, −

1

√2
𝑐𝑜𝑠 𝑠 −

𝑣 𝑠𝑖𝑛 𝑠) 
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Benzer yöntem ile       

�⃗� �̂�(𝑠, 𝑣) = 𝐶 ∧ 𝐶
∗⃗⃗⃗⃗ + 𝑣𝐶  

= 𝐶 ∧
�⃗⃗⃗� 

√2
+ 𝑣𝐶  

=
�⃗⃗� 

√2
+ 𝑣𝐶  

= (−
1

√2
𝑐𝑜𝑠 𝑠 , 0, −

1

√2
𝑠𝑖𝑛 𝑠)

+ 𝑣(𝑠𝑖𝑛 𝑠 , 0, − 𝑐𝑜𝑠 𝑠) 

= (−
1

√2
𝑐𝑜𝑠 𝑠 + 𝑣 𝑠𝑖𝑛 𝑠 , 0, −

1

√2
𝑠𝑖𝑛 𝑠 − 𝑣 𝑐𝑜𝑠 𝑠) 

ve 

 

 
 

Şekil 2. �⃗� �̂�(𝑠, 𝑣) = (−
1

√2
𝑐𝑜𝑠 𝑠 +

𝑣 𝑠𝑖𝑛 𝑠 , 0, −
1

√2
𝑠𝑖𝑛 𝑠 − 𝑣 𝑐𝑜𝑠 𝑠) eğrisine ait regle 

yüzeyi 

Figure 2. The ruled surface of the curve 

�⃗� �̂�(𝑠, 𝑣) = (−
1

√2
𝑐𝑜𝑠 𝑠 + 𝑣 𝑠𝑖𝑛 𝑠 , 0, −

1

√2
𝑠𝑖𝑛 𝑠 −

𝑣 𝑐𝑜𝑠 𝑠)  

 

�⃗� �̂�(𝑠, 𝑣) = �⃗⃗⃗� ∧ 𝑊
∗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑣�⃗⃗⃗�  

= �⃗⃗⃗� ∧ (
�⃗⃗� − 𝐶 

√2
) + 𝑣�⃗⃗⃗�  

=
�⃗⃗� + 𝐶 

√2
+ 𝑣�⃗⃗⃗�  

= (−
1

√2
𝑐𝑜𝑠 𝑠 , 0, −

1

√2
𝑠𝑖𝑛 𝑠)

+ (
1

√2
𝑠𝑖𝑛 𝑠 , 0, −

1

√2
𝑐𝑜𝑠 𝑠)

+ (0, 𝑣, 0) 

= (−
1

√2
𝑐𝑜𝑠 𝑠 +

1

√2
𝑠𝑖𝑛 𝑠 , 𝑣, −

1

√2
𝑠𝑖𝑛 𝑠

−
1

√2
𝑐𝑜𝑠 𝑠) 

olarak hesaplanır. 

 

 
 

Şekil 3. �⃗� �̂�(𝑠, 𝑣) = (−
1

√2
𝑐𝑜𝑠 𝑠 +

1

√2

√26

4
𝑠𝑖𝑛 𝑠 , 𝑣, −

1

√2
𝑠𝑖𝑛 𝑠 −

1

√2
𝑐𝑜𝑠 𝑠) eğrisine ait 

regle yüzeyi 

Figure 3. The ruled surface of the curve 

�⃗� �̂�(𝑠, 𝑣) = (−
1

√2
𝑐𝑜𝑠 𝑠 +

1

√2

√26

4
𝑠𝑖𝑛 𝑠 , 𝑣, −

1

√2
𝑠𝑖𝑛 𝑠 −

1

√2
𝑐𝑜𝑠 𝑠) 

 

3.2 Dual �̂��̂� Smarandache eğrisinin karşılık 

geldiği regle yüzeyi 

3.2. Ruled surface according to Dual �̂��̂� 

Smarandache curve 

 

 eğrisi için dual �̂��̂� Smarandache eğrisinin 

karşılık geldiği regle yüzeyi 

�⃗� �̂�(𝑠, 𝑣) = 𝑁 ∧ 𝑁
∗ + 𝑣𝑁 = �⃗⃗� ∧ (

𝐶 

√2
) + 𝑣�⃗⃗� 

=
�⃗⃗⃗� 

√2
+ 𝑣�⃗⃗�  

= (0,
1

√2
, 0) + 𝑣(− 𝑐𝑜𝑠 𝑠 , 0, − 𝑠𝑖𝑛 𝑠) 

= (−𝑣 𝑐𝑜𝑠 𝑠 ,
1

√2
,−𝑣 𝑠𝑖𝑛 𝑠) 

olarak elde edilir. 
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Şekil 4. �⃗� �̂�(𝑠, 𝑣) = (−𝑣 𝑐𝑜𝑠 𝑠 ,
1

√2
, −𝑣 𝑠𝑖𝑛 𝑠) 

eğrisine ait regle yüzeyi 

Figure 4. The ruled surface of the curve 

�⃗� �̂�(𝑠, 𝑣) = (−𝑣 𝑐𝑜𝑠 𝑠 ,
1

√2
, −𝑣 𝑠𝑖𝑛 𝑠) 

 

Benzer yöntem ile 

�⃗� �̂�(𝑠, 𝑣) = 𝐶 ∧ 𝐶
∗⃗⃗⃗⃗ + 𝑣𝐶 = 𝐶 ∧

�⃗⃗⃗� − 𝑁

√2
+ 𝑣𝐶 

=
�⃗⃗� + �⃗⃗⃗� 

√2
+ 𝑣𝐶  

= (−
1

√2
𝑐𝑜𝑠 𝑠 , 0, −

1

√2
𝑠𝑖𝑛 𝑠) + (0,

1

√2
, 0)

+ 𝑣(𝑠𝑖𝑛 𝑠 , 0, − 𝑐𝑜𝑠 𝑠) 

= (−
1

√2
𝑐𝑜𝑠 𝑠 + 𝑣 𝑠𝑖𝑛 𝑠 ,

1

√2
, −

1

√2
𝑠𝑖𝑛 𝑠 − 𝑣 𝑐𝑜𝑠 𝑠)  

ve 

 

 
 

Şekil 5. �⃗� �̂�(𝑠, 𝑣) = (−𝑣 𝑐𝑜𝑠 𝑠 ,
1

√2
, −𝑣 𝑠𝑖𝑛 𝑠) 

eğrisine ait regle yüzeyi 

Figure 5. The ruled surface of the curve 

�⃗� �̂�(𝑠, 𝑣) = (−𝑣 𝑐𝑜𝑠 𝑠 ,
1

√2
, −𝑣 𝑠𝑖𝑛 𝑠) 

�⃗� �̂�(𝑠, 𝑣) = �⃗⃗⃗� ∧𝑊
∗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑣�⃗⃗⃗� = �⃗⃗⃗� ∧ (

−𝐶 

√2
) + 𝑣�⃗⃗⃗� 

=
�⃗⃗� 

√2
+ 𝑣�⃗⃗⃗�  

= (−
1

√2
𝑐𝑜𝑠 𝑠 , 0, −

1

√2
𝑠𝑖𝑛 𝑠) + (0, 𝑣, 0) 

= (−
1

√2
𝑐𝑜𝑠 𝑠 , 𝑣, −

1

√2
𝑠𝑖𝑛 𝑠) 

olarak verilir. 

 

 
 

Şekil 6. �⃗� �̂�(𝑠, 𝑣) = (−
1

√2
𝑐𝑜𝑠 𝑠 , 𝑣, −

1

√2
𝑠𝑖𝑛 𝑠) 

eğrisine ait regle yüzeyi 

Figure 6. The ruled surface of the curve 

�⃗� �̂�(𝑠, 𝑣) = (−
1

√2
𝑐𝑜𝑠 𝑠 , 𝑣, −

1

√2
𝑠𝑖𝑛 𝑠) 

 

3.3 Dual �̂��̂� Smarandache eğrisinin karşılık 

geldiği regle yüzeyi 

3.3.Ruled surface according to Dual �̂��̂� 

Smarandache curve 

 

 eğrisi için dual �̂��̂� Smarandache eğrisinin 

karşılık geldiği regle yüzeyi 

�⃗� �̂�(𝑠, 𝑣) = �⃗⃗� ∧ 𝑁
∗⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑣�⃗⃗� = �⃗⃗� ∧ (

𝐶 − �⃗⃗⃗� 

√2
) + 𝑣�⃗⃗� 

=
�⃗⃗⃗� + 𝐶 

√2
+ 𝑣�⃗⃗�  

= (0,
1

√2
, 0) + (

1

√2
𝑠𝑖𝑛 𝑠 , 0, −

1

√2
𝑐𝑜𝑠 𝑠)

+ 𝑣(−𝑐𝑜𝑠 𝑠 , 0, − 𝑠𝑖𝑛 𝑠) 

= (
1

√2
𝑠𝑖𝑛 𝑠 − 𝑣 𝑐𝑜𝑠 𝑠 ,

1

√2
,−

1

√2
𝑐𝑜𝑠 𝑠 − 𝑣 𝑠𝑖𝑛 𝑠) 
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Şekil 7. �⃗� �̂�(𝑠, 𝑣) = (
1

√2
𝑠𝑖𝑛 𝑠 −

𝑣 𝑐𝑜𝑠 𝑠 ,
1

√2
, −

1

√2
𝑐𝑜𝑠 𝑠 − 𝑣 𝑠𝑖𝑛 𝑠) eğrisine ait regle 

yüzeyi 

Figure 7. The ruled surface of the curve 

�⃗� �̂�(𝑠, 𝑣) = (
1

√2
𝑠𝑖𝑛 𝑠 − 𝑣 𝑐𝑜𝑠 𝑠 ,

1

√2
, −

1

√2
𝑐𝑜𝑠 𝑠 −

𝑣 𝑠𝑖𝑛 𝑠) 

 

olarak elde edilir. Benzer şekilde 

�⃗� �̂�(𝑠, 𝑣) = 𝐶 ∧ 𝐶
∗⃗⃗⃗⃗ + 𝑣𝐶 = 𝐶 ∧

−�⃗⃗� 

√2
+ 𝑣𝐶 

=
�⃗⃗⃗� 

√2
+ 𝑣𝐶  

= (0,
1

√2
, 0) + 𝑣(𝑠𝑖𝑛 𝑠 , 0,− 𝑐𝑜𝑠 𝑠) 

= (𝑣 𝑠𝑖𝑛 𝑠 ,
1

√2
,−𝑣 𝑐𝑜𝑠 𝑠) 

ve 

 

 
 

Şekil 8. �⃗� �̂�(𝑠, 𝑣) = (𝑣 𝑠𝑖𝑛 𝑠 ,
1

√2
, −𝑣 𝑐𝑜𝑠 𝑠) 

eğrisine ait regle yüzeyi 

Figure 8. The ruled surface of the curve 

�⃗� �̂�(𝑠, 𝑣) = (𝑣 𝑠𝑖𝑛 𝑠 ,
1

√2
, −𝑣 𝑐𝑜𝑠 𝑠) 

�⃗� �̂�(𝑠, 𝑣) = �⃗⃗⃗� ∧ 𝑊
∗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑣�⃗⃗⃗� 

= �⃗⃗⃗� ∧ (
𝐶 + �⃗⃗⃗� 

√2
) + 𝑣�⃗⃗⃗� 

=
−�⃗⃗� 

√2
+ 𝑣�⃗⃗⃗�  

= (
1

√2
𝑐𝑜𝑠 𝑠 , 0,

1

√2
𝑠𝑖𝑛 𝑠) + (0, 𝑣, 0) 

= (
1

√2
𝑐𝑜𝑠 𝑠 , 𝑣,

1

√2
𝑠𝑖𝑛 𝑠) 

olarak bulunur. 

 

 
 

Şekil 9. �⃗� �̂�(𝑠, 𝑣) = (
1

√2
𝑐𝑜𝑠 𝑠 , 𝑣,

1

√2
𝑠𝑖𝑛 𝑠) 

eğrisine ait regle yüzeyi 

Figure 9. The ruled surface of the curve 

�⃗� �̂�(𝑠, 𝑣) = (
1

√2
𝑐𝑜𝑠 𝑠 , 𝑣,

1

√2
𝑠𝑖𝑛 𝑠) 

 

3.4 Dual �̂��̂��̂� Smarandache eğrisinin karşılık 

geldiği regle yüzeyi 

3.4.Ruled surface according to Dual �̂��̂��̂� 

Smarandache curve 

 

 eğrisi için Dual �̂��̂��̂� Smarandache eğrisinin 

karşılık geldiği regle yüzeylerini  

�⃗� �̂�(𝑠, 𝑣) = �⃗⃗� ∧ 𝑁
∗⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑣�⃗⃗� = �⃗⃗� ∧ (

𝐶 − �⃗⃗⃗� 

√2
) + 𝑣�⃗⃗� 

=
�⃗⃗⃗� + 𝐶 

√2
+ 𝑣�⃗⃗�  

= (0,
1

√2
, 0) + (

1

√2
𝑠𝑖𝑛 𝑠 , 0, −

1

√2
𝑐𝑜𝑠 𝑠)

+ (−𝑣 𝑐𝑜𝑠 𝑠 , 0, −𝑣 𝑠𝑖𝑛 𝑠) 

= (
1

√2
𝑠𝑖𝑛 𝑠 − 𝑣 𝑐𝑜𝑠 𝑠 ,

1

√2
,−

1

√2
𝑐𝑜𝑠 𝑠 − 𝑣 𝑠𝑖𝑛 𝑠) 
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Şekil 10. �⃗� �̂�(𝑠, 𝑣) = (
1

√2
𝑠𝑖𝑛 𝑠 −

𝑣 𝑐𝑜𝑠 𝑠 ,
1

√2
, −

1

√2
𝑐𝑜𝑠 𝑠 − 𝑣 𝑠𝑖𝑛 𝑠) eğrisine ait regle 

yüzeyi 

Figure 10. The ruled surface of the curve 

�⃗� �̂�(𝑠, 𝑣) = (
1

√2
𝑠𝑖𝑛 𝑠 − 𝑣 𝑐𝑜𝑠 𝑠 ,

1

√2
, −

1

√2
𝑐𝑜𝑠 𝑠 −

𝑣 𝑠𝑖𝑛 𝑠) 

 

olarak elde edilir. Benzer yöntem ile 

�⃗� �̂�(𝑠, 𝑣) = 𝐶 ∧ 𝐶
∗⃗⃗⃗⃗ + 𝑣𝐶 = 𝐶 ∧

�⃗⃗⃗� − �⃗⃗� 

√2
+ 𝑣𝐶 

=
�⃗⃗� + �⃗⃗⃗� 

√2
+ 𝑣𝐶  

= (−
1

√2
𝑐𝑜𝑠 𝑠 , 0, −

1

√2
𝑠𝑖𝑛 𝑠) + (0,

1

√2
, 0)

+ (𝑣 𝑠𝑖𝑛 𝑠 , 0, −𝑣 𝑐𝑜𝑠 𝑠) 

= (−
1

√2
𝑐𝑜𝑠 𝑠 + 𝑣 𝑠𝑖𝑛 𝑠 ,

1

√2
,−

1

√2
𝑠𝑖𝑛 𝑠

− 𝑣 𝑐𝑜𝑠 𝑠) 

ve 

 

 

 

 

 

 
 

Şekil 11. �⃗� �̂�(𝑠, 𝑣) = (−
1

√2
𝑐𝑜𝑠 𝑠 +

𝑣 𝑠𝑖𝑛 𝑠 ,
1

√2
, −

1

√2
𝑠𝑖𝑛 𝑠 − 𝑣 𝑐𝑜𝑠 𝑠) eğrisine ait regle 

yüzeyi 

Figure 11. The ruled surface of the curve 

�⃗� �̂�(𝑠, 𝑣) = (−
1

√2
𝑐𝑜𝑠 𝑠 + 𝑣 𝑠𝑖𝑛 𝑠 ,

1

√2
, −

1

√2
𝑠𝑖𝑛 𝑠 −

𝑣 𝑐𝑜𝑠 𝑠) 

 

�⃗� �̂�(𝑠, 𝑣) = �⃗⃗⃗� ∧ 𝑊
∗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑣�⃗⃗⃗� 

= �⃗⃗⃗� ∧ (
�⃗⃗� − 𝐶 

√2
) + 𝑣�⃗⃗⃗� 

=
�⃗⃗� + 𝐶 

√2
+ 𝑣�⃗⃗⃗�  

= (−
1

√2
𝑐𝑜𝑠 𝑠 , 0, −

1

√2
𝑠𝑖𝑛 𝑠)

+ (
1

√2
𝑠𝑖𝑛 𝑠 , 0, −

1

√2
𝑐𝑜𝑠 𝑠)

+ (0, 𝑣, 0) 

= (
1

√2
𝑠𝑖𝑛 𝑠 −

1

√2
𝑐𝑜𝑠 𝑠 , 𝑣, −

1

√2
𝑐𝑜𝑠 𝑠

−
1

√2
𝑠𝑖𝑛 𝑠) 

olarak hesaplanır. 
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Şekil 12. �⃗� �̂�(𝑠, 𝑣) = (
1

√2
𝑠𝑖𝑛 𝑠 −

1

√2
𝑐𝑜𝑠 𝑠 , 𝑣, −

1

√2
𝑐𝑜𝑠 𝑠 −

1

√2
𝑠𝑖𝑛 𝑠) eğrisine ait regle 

yüzeyi 

Figure 12. The ruled surface of the curve 

�⃗� �̂�(𝑠, 𝑣) = (
1

√2
𝑠𝑖𝑛 𝑠 −

1

√2
𝑐𝑜𝑠 𝑠 , 𝑣, −

1

√2
𝑐𝑜𝑠 𝑠 −

1

√2
𝑠𝑖𝑛 𝑠) 

 

4. Sonuç 

4.Conclusions 

 
Çalışmamızda, E-Study teoremi prensibinden 

yararlanılarak alternatif NCW çatının elemanları 

kullanılarak elde edilen dual birim küre üzerindeki 

dual Smarandache eğrileri tanımlanmıştır. Elde 

edilen yeni dual eğrilerin Öklid 3-uzayında 

oluşturduğu regle yüzeyler için Gauss ve ortalama 

eğrilikleri hesaplanıp, bu regle yüzeylere ait dual 

Steiner vektörü ve dual açısı bulunmuştur. 

Alternatif çatısından yararlanarak dual eğriler elde 

ettiğimiz bu çalışmamızda yeni eğriler ve yüzeyler 

tanımlanarak literatüre katkıda bulunulmuştur. 
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