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Oz
Bu calisgmada, n (n > 2) adet isaretlenmis nokta ve 1 adet simir bilesenine sahip olan, 1 cinsli yonlendirilebilir S,, yiizeyindeki
integral laminasyonlar i¢in elde edilen genellestirilmis Dynnikov koordinatlari, ayni yiizeyde tanimli olgiilen yapraklanmalara

genisletilmistir. Daha agik olarak, S,, yiizeyinde tanimli dlgiilen yapraklanmalarin uzay1 ve V, = {(a; b; T;c):c <0veT # 0} U {0}
olmak iizere R?"™"*2 \ I, arasinda bir homeomorfizm tanimlayan genellestirilmis Dynnikov koordinat sistemi tanitilnsgtir.

Anahtar Kelimeler: Olciilen yapraklanma, integral laminasyon, Genellestirilmis Dynnikov koordinatlari, Geometrik kesisim sayisi,
Isaretlenmis noktali torus.

Generalized Dynnikov Coordinate System of Measured Foliations

Abstract

In this paper, the generalized Dynnikov coordinates obtained for the integral laminations on an orientable surface S, of genus 1 with
n (n = 2) punctures and 1 boundary component are extended to the measured foliations defined on the same surface. More
specifically, the generalized Dynnikov coordinate system, which defines a homeomorphism between the space of measured foliations
defined on S,, and R?"*2\ V,, where V, = {(a; b; T;c):c < 0veT # 0} U {0}, is introduced.

Keywords: Measured foliation, Integral lamination, Generalized Dynnikov coordinates, Geometric intersection number, Punctured
torus.
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1. Giris

Bu ¢alismanin amaci, n (n = 2) adet isaretlenmis nokta ve
1 adet sinir bilesenine sahip olan, 1 cinsli yonlendirilebilir S,,
ylizeyindeki integral laminasyonlar (bir integral laminasyon,
sonlu sayida esas basit kapali egrinin izotopi simiflarinin ayrik
bir birlesimidir) icin elde edilen genellestirilmis Dynnikov
koordinatlarini, yine ayn1 yiizeydeki dlciilen yapraklanmalar i¢in
genisletmektir. Yiizeyin sonlu adet isaretlenmis noktali D,, (n >

3) diski olmast durumunda, integral laminasyonlar
koordinatlandirmanin  etkili bir yolu Dynnikov koordinat
sistemini  kullanmaktir  (Dynnikov, 2002). 2002 yilinda

Dynnikov tarafindan tanitilan Dynnikov koordinatlar1 ve n-6rgii
grubunun Dynnikov koordinatlart cinsinden etkisini veren
kurallar bir ¢ok dinamiksel ve kombinatorik problemin
¢ozlimiinde kullanilmigtir. Dynnikov koordinatlari, (Dehornoy,
2008) ve (Dehornoy ve ark., 2002)’de n-6rgii grubunda kelime
probleminin ¢dziimiinde calisilmistir. Daha sonra Moussafir
orgiilerin topolojik entropilerini yaklagik olarak hesaplayan bir
metot tamitmustir  (Moussafir, 2006). Yurttas, Moussafir’in
tekniginden esinlenerek Dynnikov koordinatlar1 yardimiyla
pseudo-Anosov orgii ailelerinin topolojik entropisini hesaplayan
bir metot gelistirmistir (Yurttas, 2011). Meral, sonlu sayida
isaretlenmis noktali disk yilizeyindeki integral laminasyonlar igin
tanimli Dynnikov koordinat sistemini, 1 adet sinir bileseni ve
n (n = 2) adet isaretlenmis noktast olan 1 cinsli S, yiizeyine
genellestirmistir (Meral, 2021). Bu ¢alismada, genellestirilmis
Dynnikov koordinat sisteminin sebep oldugu, S,’deki integral
laminasyonlarin  kiimesi ile V, = {(a;b;T;c):ic <0veT #
0} U {0} olmak iizere Z2"*?\V, arasindaki birebir ve orten
doniisiim, S,,’deki dlgiilen yapraklanmalarin uzay1 ile R#"+2 \ 1,
arasindaki homeomorfizmaya genisletilecektir. Bunun igin, S,
ylizeyine gomiilii 3n + 2 adet yay ve 1 adet kapali egriden
olugan bir system kullanilmigtir. Verilen bir F Olgiilen
yapraklanmasi, bu sistemdeki yaylar ve egri lizerine tayin edilen
olciiler kullanilarak R3%*3\{0} kiimesinin bir eleman1 tarafindan
tanimlanmistir. S,,’de tanimli Ol¢iilen yapraklanmalarin kiimesi
MF(S,) olsun. Genellestirilmis Dynnikov  koordinatlari,
yukarida  bahsedilen  Olgillerin  bir  lineer  bilesimidir.
Genellestirilmis Dynnikov koordinat fonksiyonu, MF(S,,) uzay
ile R2"*2\V, arasinda bir homeomorfizma vermektedir.

1. Materyal ve Yontem

Bu  bolimde, S,’deki  genellestirilmis  Dynnikov
koordinatlarin1 tanimlayacagiz. Bunun i¢in, Sekil 1°de gosterilen
modeli kullanacagiz. Burada a; (1 <i<2n) ve B; (1<i <
n + 1) yaylari, isaretlenmis noktali disk durumuna benzerdir.
Boylece, bu yaylarin ug¢ noktalar1 yilizeyin simrinda ve\veya
isaretlenmis noktalarin {izerindedir. c, cinsi bir defa saran kapali
egri ve y, her iki u¢ noktasi yiizeyin sinirinda olan yaydir.

e-ISSN: 2148-2683

Sekil 1. a;, B;,v; yaylar1 ve ¢ egrisi (Meral, 2021)

Syp’deki integral laminasyonlarm kiimesi (bir integral
laminasyon, uygun izotopi altinda ayrik esas basit kapali
egrilerin  sonlu bir Dbirlesimidir; 6rnegin, Sekil 2’ye
bakabilirsiniz) L, ve L € L,, olsun. Calisma boyunca L’nin ve
F’nin minimal birer temsilcileriyle c¢alisilmaktadir ve bu
temsilciler sirasiyla ! ve f (koordinat egrilerini minimal bir
sekilde kesen (dlgiilen yapraklanma icin, minimal bir sekilde
Olcen) ayni izotopi sinifindaki bir integral laminasyondur (bir
Olciilen yapraklanmadir, sirastyla)) ile gosterilmektedir.
(@1, ooy Aops Bry ooes Prsrs V3 €) € {Z30P3N\{0}  vektdrii, [’nin
karsilik gelen yaylar ve ¢ basit kapali egrisiyle olan kesigim
sayilarin1 gostersin. Ornegin (4,1,3,2,4,1;3,5,5,3;3; 1), Sekil
2’de resmedilen [ integral laminasyonunun kesisim sayilaridir.

Sekil 2. Integral laminasyon [’nin koordinat egrileriyle kesisim
sayilar1 (Meral, 2021)

Tanmm 1. V, ={(a;b;T;c):c <0veT = 0}U {0} olsun.

Genellestirilmis  Dynnikov  koordinat  fonksiyonu ©:L, —
Z2"*2\V, her1 < i < nigin
@ = Ay — Qi1 —C" b = Bi = Bis1
¢ 2 ot 2
ve
0, eger ct =0,
T| = —ct —ct
m={ />’n+12 B < et

olmak tizere,

O(L) =(a;b;T;c) = (ay, ..., Ay; by, oo, by T3 €)
seklinde tamimlanir. Kesen bilesenler pozitif yonde burgu
yaptiginda sgn(T) = +1, negatif yonde burgu yaptiginda
sgn(T) = —1’dir (sgn, isaret (signum) fonksiyonudur).

Asagidaki teorem genelle§tirilmi§ Dynnikov  koordinat
fonksiyonunun tersini vermektedir. Ispatim (Meral, 2021)’de
bulabilirsiniz.
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Teorem 1. (a;b;T;c) € Z*"*2\V, olsun. O zaman
(a; b; T; ¢) vektorli, geometrik kesisim sayilar1 asagida verilen
bir ve yalniz bir L € L,, integral laminasyonuna karsilik gelir.

n
k = max |2max(bg,0) + |2a; + ct| — ZZ bj‘
1<ksn —k
]=

olmak tizere

(1.1),

2(-Dlayi/z+ (Dt +Bi/a
2 )

eger bz = 0,

a; = ; . (12),
2(-D'aji/+ Dt HBusfizay o
> , eger by <0,
ve
( n n
ITI+ij+max<c+,c+—22bi,x>—c+, eger c > 0,
j=1 i=1
y = n n
|c|+ij+max<c+,c+—22bi,x)—c+, eger ¢ < 0.
k =1 i=1
(1.3

Burada [x], x’den kii¢iik olmayan en kii¢iik tam sayidir. Kesen
bilesenler pozitif yonde burgu yaptiginda sgn(T) = +1, negatif
yonde burgu yaptiginda sgn(T) = —1’dir (sgn, isaret (signum)
fonksiyonudur).

2.1. Olgiilen Yapraklanmalar

Bu béliimde 6l¢iilen yapraklanma konusu igin
gerekli olan genel bilgiler verilecektir.

Tamm 2. S,,’de bir F tekil yapraklanmast, S, nin yaprak adi
verilen birbirinden ayrik yol baglantili alt kiimelerine bir
pargalanisidir ve asagidaki kosullart saglar:

i. Baslangic tekil nokta olan yaprak pargalarina ¢atal denir.
Tekil noktalar, p = 1 catal sayilarina gore simiflandirilir. S3’deki
bir p-catalli tekil nokta civarindaki harita lokal olarak Sekil
3’teki gibidir. 1-gatalli tekil noktalar sadece S,,’nin isaretlenmis

noktitW““MaOIab"ih \QEE::: :::5&) \ﬁizzz
= A 57

Sekil 3. S2’deki yapraklanmalarin 1-gatalli, 3-gatalli, 4-¢atall
tekil noktalari

ii. Sonlu bir J tekil nokta kiimesi disindaki her x € S,\dS,
noktast Sekil 4’de gosterildigi gibi, U N yaprak bilesenlerini
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yatay dogrulara tagtyan bir ¢:U — R? haritasi tarafindan
kapsanir.

!
Sekil 4. x € S,\0S,, yakinindaki yapraklar

Tanim 3. S,’de bir a yayi, Sekil 5°de gosterildigi gibi F tekil
yapraklanmasinin tiim yapraklarini ¢apraz bir sekilde kessin ve
bir s € J tekil noktasina girdigi bolge ¢iktigi bolgeden farkli
olsun. Bu durumda « yay1 F’ye ¢aprazdw denir.

Sekil 5. Capraz yaylar

Tamm 4. Bir F yapraklanmasi verildiginde, F tizerindeki bir
capraz Olgiim u, her ¢apraz a yayma bir u(a) € Rt pozitif
sayisi atayan ve Sekil 6’da resmedilen asagidaki ozellikleri
saglayan bir fonksiyondur:

Sekil 6. p(ay) = pulaz) ve play) + p(az) = p(a)

i. a, ve a, capraz yaylari, u¢ noktalari ayn1 yapraklar
iizerinde olan diger ¢apraz yaylar aracilif1 ile birbirine izotop ise
p(ay) = p(ay) dir.

ii. ¢ Na, = da; Nda, olacak sekilde a = a; Ua, ise
p(a) = play) + u(ay)dir.

Tamm 5. S,,’de bir (F, u) ol¢iilen yapraklanmast, bir y ¢apraz
Olciimii ile donatilmis tekil yapraklanmadir.

Tamm 6. (F, ), S,’de bir dlgiilen yapraklanma ve a, S,’de
bir yay olsun. Yapraklanma {iizerinde tanmimli p Ol¢limiinii

kullanarak p(a) olgiisii, ay, ..., @, @’nin yapraklanmaya gapraz
birbirinden ayrik alt yaylar1 olmak iizere

k
u(@) = sup Y u(a)
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olarak tanimlanir. [«], u¢ noktalara gore alinan izotopiler altinda
a’nin izotopi siifini belirtsin. 8 yaylart a’a izotop ve (F,u)’e
¢apraz olmak iizere

pla] = ﬁler%g]u(ﬁ)
olarak tanimlanir. Benzer sekilde, C elemanter kapali esas egrisi
ve onun izotopi sinifi [C] igin w(C) ve i(F, [C]) tanimlanabilir.

3. Bulgular

Integral laminasyonlar icin elde edilen genellestirilmis
Dynnikov koordinatlar1 dogal bir sekilde Ol¢iilen yapraklara
genisletilebilir. Bu bdliimde, integral laminasyonlar i¢in elde
edilen genellestirilmis Dynnikov koordinat sistemi Ol¢iilen
yapraklanmalara genisletilecektir.

Olgiilen  yapraklanma icin  genellestirilmis
koordinat fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanmustir:

Dynnikov

Tanmmm 7. V, ={(a;b;T;c):c <0veT = 0}uU{0} olsun.
9: MF(S,) » R¥2\ VI, genellestirilmis Dynnikov koordinat
fonksiyonu, her 1 < i < nigin

_ (@) — #((@i-a]) — p([*D)

2
_ w(B:D) — n([BisiD)
2

i

b;

ve

eger u([c*]) =0,

0,
IT| = u([Brsa]) — u(c*D  u((BiD) — u([c*]D
w(lyD - > -

5 seger u([c*]) =0,

olmak iizere,
I(F) = (a;b;T;c) = (ay, ..., A} by, ., by; T; C)

olarak tamimlanir. Kesen bilesenler pozitif yonde burgu
yaptiginda sgn(T) = +1, negatif yonde burgu yaptiginda
sgn(T) = —1’dir (sgn, isaret (signum) fonksiyonudur).

Asagidaki teorem, Olgiilen yapraklanma icin genellestirilmis
Dynnikov koordinat fonksiyonunun tersini vermektedir. Ispati,
Teorem 1’in ispat1 ile aynidir.

Teorem 2. (a;b;T;c) € R?™2\V, olsun. O zaman

(a; b; T; ¢) vektori,

1<k=n

n
Kk = max |2 max(bg,0) + |[2a;, + c*| — ZZ bjw
=k

olmak tizere

u([BD) = ZZ b; + max <c+,c+ — ZZ bi,K>,

j=i
#([Bn+1]) = max <C+.C+ - ZZ bmc)

2(-Dtag+ (Dt +uBizD

u(la;]) = 2

2(-Dayi/p+ (=Dt +u(Ba11i/2p])
2

, eger by = 0,

, eger by <0,
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ve

n n
|T|+ij+max<c*,c*—22bi,x>—c*, egerc >0,
=1 i=1
n n
|c] +ij +max<c+,c+ —ZZ bi,K> —ct,
t j=1 i=1

olacak sekilde bir ve yalmz bir (F,u) € MF(S,) Olgiilen
yapraklanmasma karsilik gelir. Burada [x], x’den kiigiik
olmayan en kii¢iikk tam sayidir. Kesen bilesenler pozitif yonde
burgu yaptiginda sgn(T) = +1, negatif yonde burgu yaptiginda
sgn(T) = —1dir.

w(lyD =

egerc < 0.

4. Sonug

Bu g¢alismada, daha oOnce sadece sonlu bir sekilde
isaretlenmis noktali disk tizerindeki Ol¢iilen yapraklanmalari tek
tiirlii olarak tanimlayan Dynnikov koordinat sistemi S,, yiizeyine
genellestirilmistir. S, yiizeyindeki olgiilen yapraklanmalar1 tek
tiirlii koordinatlayan genellestirilmis Dynnikov koordinat sistemi
ile birgok yeni problem ¢oziilmesi planlanmaktadir. Ornegin,
genellestirilmis Dynnikov koordinat sisteminin g > 1 cinsli
yiizeylere genellestirilmesi bunlardan biridir.

NOT: Yazar, bu ¢alismadaki sonuglarin yazarin doktora
tezinden bir parca oldugunu belirtmek istemektedir.
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