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Ozet

Matematik egitiminde 6nemli sorunlardan biri, basta Ogretmenler olmak iizere
matematik egitimi ile ilgilenenlerin matematiksel bilginin dogasina bakislarindaki
carpikliktir. Matematiksel bilginin dogasi ile ilgili tartigmalar temelde matematik
felsefesinin problemlerinden biridir. Bu baglamda calismanm ilk bdlimiinde
matematiksel bilginin dogasi ile ilgili “mutlak¢ilik” ve “yari-deneyselcilik” olarak
adlandirilan matematik felsefesindeki iki farkli bakis agisi 6zetlenerek tanitildi. Daha
sonra yari-deneyselcilik felsefesinin ilham kaynag1 olan Lakatos’un (1976) Ispatlar
ve Ciiriitmeler adl1 eseri tanitilarak matematiksel bilginin gelisimine dair “6zgiin”
modeli ayrmntilt olarak izah edildi. Bir sonraki agamada, bu model temel alinarak
ilkogretim diizeyinde bir senaryo tasarlandi. Caligmanin son boliimiinde Lakatos’un
matematigin dogast ile ilgili yaklasimimin okul matematigine ne sekilde yansidigi ve
bu yaklasimin kavramsal bir altyapi olarak dgrenme ortamlarini tasarlarken nasil
rehberlik edecegi tartigildi.

Anahtar Kelimeler: Matematik felsefesi, yari deneyselcilik, matematik 6grenme
ortami tasarimi

1. Giris

“Giintimiizdeki matematik ve fen egitiminin; otoriterligin kaynagi, elestirel ve bagimsiz
diistincenin en kotii diismanm oldugu heniiz yeterince fark edilmemistir.” (Lakatos, 1976,
5.142-143).

Lakatos’un matematik ve fen egitiminin niteligi hakkinda yukaridaki sert elestirel
tespitinin {lizerinden otuz yili agkin bir siire gegmesine ragmen, giiniimiizde de siniflarda
matematigin ele alinigt ve yaygin 6grenme-0gretme sekli géz Oniine alindiginda bu
soylemin gecerliligini belli 6l¢iide hala korudugu sdylenebilir. Matematik dgretmenin iistiin
nitelikli birileri tarafindan kesfedilmis kural, tanim ve ispatlar1 sergileyici bir tavirla
sunmaktan, 6grenmenin de bu 6gretimin dogal sonucu olarak, sunulanlar1 sorgulamaksizin
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benimsemekten ibaret oldugu fikri siniflardan yansimaya devam etmektedir. Miifredatlarda
ve Ogretmen egitimi yaklasimlarindaki gelismeler, matematik egitiminde reform
dokiimanlarinda vurgulanan sdéylem ve tavsiyeler — 0gretmen ve dgrencilerin matematik
siniflarindaki aligilagelmis rollerinin degismesi, ogrencilerin aktif olarak kendi
matematiklerini olusturmalarina zemin hazirlayabilecek; iddia olusturma ve test etme,
soyutlama, kars1 6rnekler sunma, genellemeler yapma gibi matematiksel diisiinme siiregleri
iceren, problem ¢6zme merkezli dgretim yaklagimlarinin kullanilmasi gerektigi (NCTM,
1989; NCTM, 2000) yoniindeki — bu anlamda fazlaca ise yaramis goriinmemektedir. Bu
temel problemin birbiriyle baglantili birgok nedeni olabilir. Ogretmenlerin matematik ve
matematigi ogretme bilgileri baglaminda niteliklerinin yetersiz olmasi ve matematigin
dogasina yonelik koklesmis inanclarinin bulunmasi baglica nedenler arasinda gosterilebilir
(Ma,1999; Thompson, 1992). Battista(1994) Ogretmenlerin  matematige yonelik
inan¢larmin reform dokiimanlartyla uyusmadigi ve iistelik bu inanglarin sinifta neyi nasil
ogrettiklerinde biiylik 6neme sahip oldugunu belirtmektedir. Reform dokiimanlarindaki
tavsiyeler, hem Ogretmenlerin hem de 6grencilerin matematiksel bilginin dogasi ile ilgili
farkli diigiinmelerini gerektirmektedir (Lampert, 1990). S6z konusu baglamda, bu ¢aligmada
Hersh’in (1979) tavsiyesine kulak verilerek, matematik egitimindeki bu temel problem
matematik felsefesi lizerindeki tartigmalarla iligkilendirilerek agimlanmistir.

Calismanin ilk agamasinda, matematik felsefesinin ilgi alaninin ne oldugu hakkindaki
fikirlerden hareket edilerek, matematiksel bilginin dogasi ile ilgili “mutlak¢ilik
(absolutism)” ve “yar1 deneyselcilik (quasi-empiricism)” olarak adlandirilan iki farkli bakis
acist Ozetle tanitilmistir. Daha sonraki asamada, yari deneyselcilik felsefesinin ilham
kaynag1 olan Ispatlar ve Ciiriitmeler adli eseri (Lakatos, 1976) cercevesinde, Lakatos’un
matematiksel bilginin gelisimine dair 6zgiin yaklasimi ayrintili olarak izah edilmistir.
Uciincii asamada ise, Lakatos’un yaklasiminin daha iyi anlasilabilmesine yonelik bir
senaryo olusturulmustur. Bu senaryoda, matematiksel bilginin nasil gelistiginin basit
diizeyde  Orneklenebilmesi  i¢in  ilkdgretim  okul  matematigi = kapsaminda
degerlendirilebilecek bir igerik ele alinarak, sinif-i¢i diyaloglardan olusan hayali bir ortam
tasarlanmigtir. Calismanin son boéliimiinde ise, Lakatos’un matematigin dogasi ile ilgili
yaklasiminin okul matematigine ne sekilde yansidigi, bu yaklagimin kavramsal bir altyapi
olarak d6grenme ortamlarini tasarlarken nasil rehberlik edebilecegi tartisilmaktadir.

Ulkemizde matematik egitimi ile ilgili calismalarda matematik felsefesi konusunun
oldukg¢a ihmal edilen bir alan oldugu g6z oniinde bulunduruldugunda, gergeklestirilen bu
calisma bahsedilen boslugun giderilmesine yonelik bir girisim olarak da degerlendirilebilir.
Diger yandan bu arastirmanin, iilkemizde 2006/2007 &gretim yilinda uygulanmaya baslanan
Ogretmen egitimi lisans programlarindaki degisiklikler kapsaminda, matematik dgretmeni
yetistirme programlarinda okutulan matematik felsefesi dersi i¢in temel bir kaynak
dokiiman olarak kullanilabilecegi diisliniilmektedir.
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1.1. Matematik Felsefesi

Matematik felsefesinin ne ile ilgili oldugu konusu, geleneksel olarak iki baglik altinda ele
alinmaktadir. Bunlardan ilki; matematiksel bilginin dogas1 hakkindaki epistemolojik
sorunlari, ikincisi ise matematiksel nesnelerin ve varliklarinin dogasi ile ilgili ontolojik
sorunlar1 igermektedir (Giir, 2004, s.16). Klasik matematik felsefesi ¢aligmalarinda bu
sorunlar genel olarak su temel sorular ¢ergevesinde tartisilmigtir; Matematiksel nesneler
bizden bagimsiz olarak var mudirlar? Matematiksel nesneler nasil nitelendirilebilir?
Matematiksel bilgi nasil dogrulanir? Matematiksel bilgi kesin midir? Matematiksel bilgiyi
nasil elde ederiz? Matematiksel bilgi tecriibi midir, “tecriibeden bagimsiz (a priori)” midir?
Diger yandan matematigin daha cok insani, dolayisiyla sosyo-kiiltiirel boyutlariyla ele
alindig1 calismalarda ise matematik felsefesinin matematik tarihine dayanmasi gerektigi
ifade edilirken (Lakatos, 1976, s.2; Ernest, 1991, s.26) ayn1 zamanda matematikgilerin ne
yaptiklarinin =~ “digaridan  bir gdzle” betimlemlenmesinin — matematigin terimleri
kullanilarak igeriden kural koyucu bir tavirla degil genel insan kiiltiiriiniin bir boliimii
olarak— o6nemi vurgulanmaktadir (Hersh, 1979). Boylece, matematik felsefesinde ele
alman sorunlarin bir bakima ontolojik ve epistemolojik ¢ergeveden metodolojik ¢ergeveye
dogru evirildigi sdylenebilir. Ornegin, kisinin matematik bilgisini yeni matematik bilgisine
nasil doniistiirdiigii, matematiksel bilginin nasil gelistigi, matematiksel teorilerin nasil
degerlendirildigi, 6znel matematiksel bilgi ile kabul edilmis matematiksel bilgi arasindaki
iliskinin ne oldugu (Ernest, 1998, s.52)gibi konular bu yeni c¢ergevenin ele aldig1
sorunlardan sadece birkacidir. Aslinda matematik felsefesinin konusunun ne olmasi
gerektigi ile ilgili bu iki yaklagim matematigin dogasi ile ilgili iki farkli bakis acisini temsil
etmektedir; mutlakgilik ve yar1 deneyselcilik.

1.2. Mutlake¢ihik

Mutlak¢ilik, matematigin dogas1 hakkindaki goriislerin en eskisi ve en baskinidir. Bu
goriise gore matematiksel bilgi nesnel, tartisilamaz ve hakkinda siiphe duyulamaz kesin
dogrulardan olugmaktadir (Ernest, 2004, s.12; Toumasis, 1997). Bu tiirden bir matematiksel
dogruluk ise onciil bir takim 6nerme, tanim ya da aksiyomlardan tiimdengelimli mantigin
kurallart kullanilarak elde edilebilir. Boylelikle matematiksel ispat, yeni kesin bilgiler
iireten ve matematiksel bilginin gerekcelendirilmesinde basvurulan yegane kaynak olarak
goriilmektedir. Matematigin, esnek olmayan bir yapi 0Ozelligi gosteren matematiksel
dogrularin yigilarak gogalmasiyla gelistigine inanan mutlakg¢ilar, ayni zamanda matematigin
tarihi ve kullanislilig: ile ilgili konulari bu tartismanin diginda tutarlar ve istelik bu
boyutlar1 konuyla ilgisiz goriirler (Baki, 2008, s.30; Ernest, 2004, s.13). Mutlak¢1 goriis,
matematige saglam bir temel bulma arayisinda olan geleneksel felsefi okullarin neredeyse
tiimiince paylasilmaktadir (Ernest, 1991, s. 13).

Matematige saglam bir temel olusturma cabasinda olan {i¢ temel felsefi okul;
mantik¢ilik, bicimcilik(formalizm) ve sezgiciliktir. Burada ayrintilara girmeden her bir
okulun matematiksel bilginin dogast ile ilgili temel goriislerini 6zetlenecek olursa:
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Mantikgilar matematigi temelde mantikla 6zdeslestirmisler (Yildirim, 2000, s.88), biitiin
matematigin aslinda mantiga indirgenebilecegini ya da mantigin bir uzantis1 olarak
degerlendirilebilecegini ifade etmislerdir. Mantik¢iligin kuruculart olan Frege ve Russell
mantigin tam bir kesinlik sunduguna inandiklari igin, aritmetigi ve daha genelde matematigi
mantik iizerine inga etme girisiminde bulunmuglar, bdylelikle matematigi saglam
kilabileceklerini diistinmiislerdir (Giir, 2004, s.40). Onlara gore, biitin matematiksel
dogrular sadece aksiyomlar ve mantiksal ¢ikarimin kurallari araciligiyla ispatlanabilir
(Ernest, 1998, s.16). Matematigin nesnelerini insan zihninin ve iiretiminin diginda bir soyut
gerceklikler aleminde konumlandiran ve tiimdengelimli mantig1 da sarsilmaz, kesin bilginin
giivencesi olarak ele alan mantik¢ilar, kavramsal cercevelerinde insanin yaraticiliini ve
sezgisini diglamis olduklar1 yoniinde elestirilmektedirler (Handal, 2003; Yildirim, 2000,
$.91). Ayrica mantik¢iligin matematige mutlak temel bulmaya yonelik epistemoloji
arayisinda da basarisiz oldugu ifade edilmektedir (Ernest, 1998, s.18).

Diger yandan bigimciler ise, matematigin ‘kagit tizerinde isaretlerle oynanan bir oyun’
oldugunu iddia etmislerdir (Giir, 2004, s.43). Kurallar1 6nceden belirlenmis bdyle bir
oyunda matematik, soyut nesne ve iliskileri konu alan ve terimleri anlamsiz isaretlerden
olusan “tutarlilik ve tamhk” 6zelligine sahip simgesel bir sistem olarak degerlendirilirken,
matematiksel iligkileri dile getiren ifadelerin ise i¢erikten yoksun 6nerme kaliplari oldugu
ifade edilmektedir (Baki, 2008, s.24). Bu dnerme kaliplar1 yalnizca bir teoremin taniminda,
ispatinda ya da bir problemin ¢6ziimiinde kullanildiklarinda anlam ve igerik kazanirlar.
Bi¢imciler ayn1 zamanda kendisine anlam atfedilecek “matematiksel nesne” diye bir seyin
olmadigint ve matematigin yalnizca aksiyomlar, tanimlar ve teoremlerden, yani bir baska
deyisle formiillerden ibaret oldugunu savunmuslardir (Davis & Hersh, 1980, s.319). Diger
yandan teoremler herhangi bir hata ya da siipheden de muaftirlar, ¢iinkii kesin ispat ve
¢ikarsama siireci hi¢bir bosluk noktasi birakmaz (Davis & Hersh, 1980, s.340).
Matematigi, mantik¢ilar gibi kendi disindaki bir alana, yani mantiga bagvurarak degil de
kendi igerisinde temellendirilmeye c¢alisan bu goriis de nihayetinde Godel’in eksiklik
teoreminin “tutarlilik ve tamlik” sdylemine bilyiikk bir darbe indirmesiyle basarisizliga
mahkiim olmustur. Ayrica bicimcilik, yaratict diisiinceye yeterince yer vermedigi,
matematiksel simgeciligin anlamli ¢ikarim ve sezgiye baskin oldugunu somutlastirmaya
calismasi gibi nedenlerle de elestirilmektedir (Handal, 2003).

Matematigin entelektiiel bir etkinlikten, matematiksel kavramlarin da zihinsel
yapilardan ibaret olduguna inanan sezgiciler (Handal, 2003), yalnizca sonlu adimlarla insa
edilen matematigi hakiki matematik olarak goriirler (Davis & Hersh, 1980, s.320). Onlarda
ayni mantik¢t ve bigimciler gibi matematikte kesinlik ararlar ve bu kesinligi insanin
matematiksel tlimevarim yetenegine baglarlar (Baki, 2008, s.25). Dogrulugunu veya
yanhighgini bilemedigimiz bir sey hakkinda bir kabule gidemeyecegimizi sOylerler ve
dolayisiyla “olmayana ergi” yonteminin kullanildig: ispatlar1 da kabul etmezler (Giir, 2004,
s.46). Matematigi yalnizca insanin zekasi ve dolayisiyla sezgisinin bir iiriinii olarak ele alan
sezgiciler, bilginin ayni zamanda sosyal olarak yapilandirildigi gergegini gérmezden
geldikleri i¢in elestirilmektedirler (Handal, 2003). Ayrica klasik matematikte gecerli sayilan




Lakatos 'un Matematiksel Bilginin Gelisim Modelinin Okul Matematigine Uyarlanmasi 289

pek ¢ok ispatin sezgicilerin Olgiitlerine gore gecersiz sayildigr ve temel diistincelerinin
matematigin tiimiinii kapsayacak bicimde genislemeye elverisli olmadig1 yonleriyle de
elestiri almiglardir (Yildirim, 2000, s.100).

1.3. Yar Deneyselcilik

Matematigin mutlak dogru oldugu hakkindaki goriisler, matematigin son yiiz yildaki
geligimi ve temelci yaklagimlarin bu gelisimi resmetmedeki basarisizliklart sonucu sekteye
ugramistir. Oklid-dis1 geometrilerin kesfedilmesi, kiimeler kurami ve sonsuzluk kavramu ile
ilgili gelismeler ve bilgisayarlarin matematiksel ispatta kullanilmas:i gibi konular
matematigin dogast ile ilgili yerlesmis bazi anlayislar1 kokiinden sarsmustir. Simdilerde
matematigin insani ve deneyimsel yoniinii 6n plana c¢ikaran “sira dis1” olarak
adlandirilabilecek (Kitcher & Aspray, 1988) yeni bir gelenegin tohumlar1 atilmaktadir.
Yanilabilirlik (fallibilism) ya da yari deneyselcilik olarak adlandirilan bu akima gore,
matematik sosyal siireglerin bir riiniidir (Ernest, 2004, s.14). Yar1 deneyselciler,
matematigi matematikg¢ilerin yaptiklari sey olarak tanimlayarak, herhangi bir insan
etkinliginde veya iriiniinde olabilecegi gibi matematikte de kusurlarin goriilebilecegini
kabul etmektedirler (Baki, 2008, s.26). Matematiksel bilgi; ispat ve kullandig1 kavramlar
acisindan yeniden incelemeye aliabilir, diizeltmeye agik ve yanilabilirdir (Ernest, 2004, s.
14). Bu goriis, matematigi insanoglunun kiiltiiriinin bir pargasi olarak kabul ederek,
matematikgilerin tarihteki deneyim ve uygulamalarinin yakindan incelenmesi yoluyla
makul bir felsefi sdylemin ortaya konulabilecegini iddia etmektedir. Yar1 deneyselcilik
felsefesinin takipgileri Lakatos’un matematik felsefesi ile ilgili ¢alismalarimi kendilerine
milat olarak almislardir (Giir, 2004, s.61). Hersh, Lakatos’un matematik felsefesi iizerine
yazdig1 Ispatlar ve Ciiriitmeler adli eserini matematik felsefesi hakkinda son yillarda
yazilmis en ilging ve 6zgiin katki olarak degerlendirmektedir (Hersh, 1979).

Calismanin bu asamasinda, Lakatos’un matematiksel bilgiye iligkin bakis agisini ve
matematiksel bilginin gelisimini nasil resmettigini Unlii eseri Ispatlar ve Ciirtitmeler
cergevesinde degerlendirilecektir.

1.4. Lakatos’un Matematiksel Bilginin Gelisimi Modeli

Lakatos, matematik felsefesini matematigin temelleri ¢ercevesinde ele alan geleneksel
anlayisa radikal bir kars1 cikis olarak nitelendirilebilecek “Ispatlar ve Ciiriitmeler” adl
eserinde, matematik felsefesini matematigin metodolojisi ¢ercevesinde ele almaktadir.
Popper’in doga bilimleri igin uyguladigr metodolojiyi matematige uyarlayan Lakatos (Giir,
2004, s.62), “matematiksel kesfin mantiga iligkin matematigin tarihiyle biitiinlesmis
ayrintili bir resim sunar. Bu resim igerisinde, matematigin gelisimi konusundaki
epistemolojik analizler kesif, agiklama ve soyutlama asamasindaki matematiksel bilginin
aciklanmasinda kullanilmaktadir” (Davis & Hersh, 1980, 5.347).

Lakatos’un doktora caligmasini yansitan “Ispat ve Ciiriitmeler” adli eseri, iginde
Cauchy, Lehuilier, Hessel gibi iinlii matematik¢ilerin 6grenci olarak konumlandirildigi
hayali bir smifta gecen diyaloglardan olusmaktadir. Bu smifta 6gretmen ve Ogrenciler
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cokytizliilerle ilgili meshur Euler-Descartes iddiasini tartigmaktadirlar. Bu iddia Lakatos’un
kitabinda; “Bir ¢okyiizliiniin kose sayist V, ayrit sayist E ve yiizlerinin sayist F olsun. Buna
gore tiim cokyiizliiler i¢in V-E+F=2" dir” seklinde aktarilmaktadir (Lakatos, 1976, s.6).
Iddianin ortaya atilmasindan sonra 6gretmen, gokyiizliiniin diizlem iizerine yayilmasiyla
yapilan ve “Cauchy ispati” olarak da bilinen gelencksel ispati sunarak tartigsmay1 baglatir.
Bu ispat, hemen ardindan &grenciler tarafindan oOne siiriilen karsi-ornekler engeliyle
karsilagir. Karsi-6rneklerin sonucu olarak teoremin ifadesi degistirilir, ispat dizeltilir ve
ayrintilandirilir. Yeni karsi ornekler, yeni diizenlemeleri beraberinde getirir. Bagka bir
deyisle, bir iddia ya da bir problemle yola ¢ikildiginda ispat ve karsi-o6rnek arayisi da es
zamanli olarak ortaya ¢ikmaktadir. Yeni ispatlar eski karsi-ornekleri agiklarken, yeni karsi-
ornekler eski ispatlar1 yavas yavas yikmaktadir. Lakatos bu siiregte, bizzat sonucun
kendisine karsi1 ¢ikan, yani ana iddiay:1 hedef alan kars1 6rnekleri “evrensel karsi-6rnek”, ana
iddiay1 ¢iirlitmek zorunda olmayan, argiiman igerisindeki adimlardan birini (lemma) hedef
alan karsi ornekleri ise “yerel karsi-6rnek” olarak adlandirmaktadir (Lakatos, 1976, s.10-
11). Lakatos, kitabinda Euler-Descartes iddiast ile ilgili matematikgilerin yaptiklari
calismalar1 dipnot olarak sunmus ve bdylece iddianin gelisiminin tarihsel yoéniinii
detaylandirarak yansitmistir.

Lakatos’un matematiksel bilginin gelisimi modeli Davis ve Hersh tarafindan asagidaki
bi¢cimde semalandirilmistir (Davis & Hersh, 1980, 5.292):

I ——| .
DDiA >
| ILK. DENEME | v
_ ¥ _ ISPAT
A A > CURUTME
YEREL KARSIORNEGIN P YENIDEN FORMIULE
SONUCU OLARAK N ETME
GLOBAL KARSI _
o ORNEGIN SONUCU h
OLARAK

Sekil 1. Lakatos’un matematiksel bilginin gelisim modeli

Yukaridaki semadaki akisin nasil isledigini ayrintilandirmak igin, Lakatos’un
“matematiksel kesfin ya da informal matematiksel kuramlarin gelisiminin asamalar1”
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(Lakatos, 1976, s. 127-128) olarak tanimladig1 basamaklar1 ve kitapta bu basamaklarin nasil
gerceklestigi asagida dzetlenmistir;

1.

flkel iddia: ilkel iddia Lakatos’un modelinin baslangic noktasidir. Lakatos kitabinda
Descartes-Euler’in “ V, kdselerin sayisi, E, ayritlarin sayis1 ve F de yiizlerin sayisi
olmak {izere tiim c¢okyiizliler i¢cin V-E+F=2 sarti saglanir” iddiasinin gegerliligini
hayali olarak tasarladigi bir sinif ortaminda irdelemektedir. Aslinda 1700’1i yillarda
cokyiizlilerin simiflandirilmast  6nemli bir problemdi. Diizlem geometrisinde
cokytizliiler kenarlarina goére simiflandirilmalarina karsin, cisim geometrisinde bunu
yapmak oldukca zordu. Lakatos, bu problemin ¢dziimiinii tarihsel siireci igerisindeki
degisimi ve gelisimini goz Oniine alarak yansitmaya calismaktadir. Bu ilkel iddianin
gecerliligi icin agagidaki ispat sinifta verilmistir.

Ispat: Lakatos ilkel iddianin ispatin1 3 adimda vermektedir:

a) 1. Adim: Cokyiizliiniin igini bos ve yiizeyini ince lastik olarak diisiinelim. Eger
yiizlerden biri kesip ¢ikarilirsa, kalan yiizey, yirtilmadan, esnetip gerilip
diizlestirilerek gerilebilir. Bu durumda yiizlerin ve kenarlarin sekli bozulabilir;
ancak V ve E degismez. Orijinal ¢okyiizlii igin V — E + F = 2 ise, diizlemsel ag
yapti¢inde V—E + F = 1dir.

Sekil 2. Diizlemsel ag yap1

b) 2. Adim: Olusan sekil ¢okgenlerin igine kosegenler cizilerek {iggensellestirilir.
Cizilen her kosegen E ve F yi bir artirir, boylece V — E + F toplami1 degigmez.

Sekil 3. Ag yapiy1 iiggensellestirme
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¢) 3. Adim: Ucgensellestirilmis ag yapidan teker teker {icgenler cikarilir. Bu iki yolla
yapilir: ya bir ayrit ¢ikarilarak ayritin dayandig yiiz ve ayritin kendisi kaybolur; ya
da iki ayrit ve bir kdse kaldirilir. Boylece bir yliz, iki ayrit ve bir kose kaybolur.
Yani, bir {iggen kaldirilmadan 6nce V — E + F = 1 esitligi liggen kaldirildiktan
sonra gecerligini korur. Bu iglemlerin sonunda, tek bir liggen elde edilir. Bu tek
ticgen icinde V — E + F =1 esitligi saglanir.

Sekil 4. Ag yapidan iicgenlerin ¢ikarilmasi

Aslinda Lakatos’un ilkel iddia i¢in verdigi ispat Cauchy’e dayanmaktadir. Boylece
1700°li yillar icin Cauchy’nin bu ispati Euler’in ilkel iddiasmin her c¢okyiizliiye
uygulanabilecegini gostermekteydi. Cauchy’nin ispati {isti kapali olarak 3 Lemma’y1
icermektedir. Bunlar asagidaki sekilde dzetlenir:

Lemma 1: Bir yiizii ¢ikarilmisg bir ¢okylizlii diizleme gerilebilir.
Lemma 2: Uggensellestirilmis ag yapida, her yeni kenar igin yeni bir yiiz elde edilir.

Lemma 3: Uggensellestirilmis agdan bir iiggeni ¢ikarmamn iki yolu vardir: ya bir kenar ya
da iki kenar ve bir kose ¢ikarilir. Boylece bu siirecin sonunda bir tek tiggen kalir.

3. Evrensel kars1 6rneklerin ortaya ¢ikmasi: Tarihsel siire¢ igerisinde Cauchy’nin ispatina
uymayan ve ispatin yeniden sorgulanmasini gerektiren kargi-drnekler ortaya ¢ikmuistir.
Lakatos kitabinda kargi ornekleri yerel ve evrensel olmak {izere ikiye ayirmaktadir.
Yukarida da agiklandigi gibi yerel karsi ornekler, ana iddiayla c¢elismeyen, sadece
lemmalara ya da ispatta kullanilan yapilara kars1 olan 6rneklerdir. Buna karsin evrensel
karsi-ornekler ise ana iddia ile g¢elisen kars1 Orneklerdir. Burada kitapta yer alan ve
iddianin gelismesine yardimci olacak birkag yerel ve evrensel karsi-Ornege yer
verilecektir.

e  Yerel kars1 6rnek: Ispatin ilk iki adiminda olusan {icgensel ag yapisini diisiinelim.
Eger bu ag yap1 igerisinden sanki yapbozdan bir parca ¢ikarilir gibi bir iiggen
¢ikarilirsa, bu liggeni tek bir ayriti ya da koseyi ¢ikarmadan kaldirmis olurum. O
halde ispatin 3. adimi1 yanlistir.
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Bu karsi-6rnek yerel bir kars1 6rnektir. Clinkii Cauchy’nin ispatinin ii¢iincii adimiyla
celismektedir. Bunun yaninda verilen kars1 drnekteki kiipiin sadece ispatin ii¢lincii adimiyla
celistigi ve ana iddiaya karsi olmadigi aciktir. Bu tiir karsi-ornekler ispatta kullanilan
tanimlarda ya da lemmalar’da degisikliklerin ya da agiklamalarin yapilmasina neden
olmaktadir.

Verilen bu karsi drnekten sonra Lakatos kitabinda ogretmenin ispatinin 3. Adimina
yoneldigini ve yeni tanimlamalar yaparak ispatini gelistirmeye c¢alistigini belirtmektedir. Bu
amagla ispatin {iglincli adimina “liggensellestirilmis ag yapidan smirdaki tiggenleri birer
birer ¢ikariyoruz” seklinde bir climle ekleyerek ispatini yeniden diizenlemektedir.

e Evrensel karsi-6rnek: Oyuk kiip, biri digerine dokunmayan iki kiip tarafindan
siirlandirilmig bir cisim olarak tamimlanir. Oyuk kiipte icteki kiipten bir yiiz
cikarildiginda, ¢okyiizlii bir diizleme gerilememektedir. Ayrica her kiip i¢in V — E
+ F = 2 oldugundan oyuk kiip i¢in V — E + F = 4°tiir.

Sekil 5. Oyuk kiip

Bu karsi-6rnek yerel olmasinin yaninda evrensel bir karsit 6rnektir. Ciinkii hem ispatin
ilk adimiyla ¢elismekte hem de iddiaya karsi olmaktadir.

Bu asamadan sonra smif ortaminda 6grenciler ortaya ¢ikan ve iddia ile celisen karsi
ornekleri defetmeye ¢aligmaktadirlar. Amaglart yara almis iddiayr kurtarmaktir. Bu nedenle
yeni ¢okyiizliiler i¢in yeni tanimlar ortaya ¢ikmaya baslar.

Tanim 1: Cokyiizli, yiizeyi ¢okgen yiizlerden olusan bir cisimdir.
Tanmim 2: Cokylizlii, cokgenler sisteminden olusan bir yiizeydir.

Olusturulan bu yeni tanimlara gore yeniden diizenlenen iddiaya kars1 yeni karsi-6rnekler
belirmektedir. Ornegin, ortak bir ayrit1 olan iki ¢okyiizlii ya da ortak bir kdsesi olan iki ¢cok
yiizlii alindiginda bu iki ikiz ¢okyiizliide baglantili ve ikisi de tek bir yiizey olusturur. Her
ikisi i¢in de V — E + F = 3 tiir.
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Sekil 6. ikiz cokyiizliiler

Lakatos kitabinda modelini tanitirken “canavar-defetme (monster-barring)” ve “istisna-
defetme (exception-barring)” asamalarindan bahseder. Canavar-defetme, ispat ve iddiayla
celisen karsi-ornekleri reddetmek ya da onlar1 gérmezden gelmek olarak ifade edilmektedir.
Bu asamada karsi-6rneklerden kurtulmak i¢in yeni tanimlar yapilmaya calisilir. Ancak bu
tanimlar her zaman ad-hoc (gecici bir ¢6ziim) niteligindedir. Bu asama tiim karsi-6rnekleri
disarida biraktigr i¢in sadece sinirli bir alan i¢in iddianin ve ispatin gegerli olmasini
saglamaktadir. istisna-defetme asamasinda ise iddiay1 oldugu gibi almak ya da terk etmek
yerine onu gelistirme diisiincesi vardir. Ornegin bu asamada ilkel iddia kitapta “7iim
disbiikey ¢okyiizliiler Eulerci’dir” sekline doniiserek degismektedir. Ancak bu asama ilkel
iddianin miikemmellestigini gostermemektedir. Istisna-defetme asamasinda 6zgiin iddia
degistirilip ~ gelistirilmekte ancak yeni iddiayr ispatta tam bir mikemmellige
ulagilmamaktadir.

4. Ispatin yeniden calisilmasi: Bu asamada evrensel karsi 6rneklerin yerel karsi drnekler
oldugu karsi-6rnekler ortaya ¢ikmaktadir. Bu siire¢ sonunda yeni bir ispata eslik eden
bir gelistirilmis iddia olusur. Baslangictaki ilkel iddia bu siire¢ sonunda “Tiim basit
baglantil yiizlere sahip basit baglantili ¢ok yiizliiler Euler’cidir ve V-E+F=2 sartini
saglarlar.” seklini almistir.

Lakatos, kitabinda yukaridakilere ilaveten ti¢ asamadan daha bahsetmekle birlikte
burada ele alinan ilk dort asamanin ispat analizinin esas ¢ekirdegini olusturdugunu ifade
etmistir (Lakatos, 1976, s.128). Boylece yukarida agimlanan dort asamanin yar1 deneyselci
felsefenin matematigin dogasin1 ve matematiksel bilginin gelisimini nasil ele aldigin
resmetmede yeterli olabilecegi diistiniilmektedir.

Kisaca; Lakatos, yukarida Ozetlenen matematiksel bilginin gelisimine yonelik
caligmasinin amacini goyle ifade etmistir: “Bu ¢aligmanin miitevazi amaci, yari-deneysel,
informal matematigin, siiphe duyulamaz teoremlerin sayisindaki monoton artisla degil,
spekiilasyon ve elestirel tahminlerin siirekli ilerlemesiyle gelistigini, ispatlar ve giiriitmeler
mantigiyla agimlamaktir.”’(Lakatos, 1976, s.5). Lakatos’un matematik felsefesindeki
geleneksel mutlakgr yaklagimlarin temel argiimanlarina bir baskaldir1 niteligindeki bu genel
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amacin1 burada ele alinan ¢alismasiyla belli olciide gerceklestirebildigi sdylenebilir, fakat
matematik felsefesinin ilgi alaninda olabilecek bazi konulari disladigi ya da yeterince
aydinlatamadigir yoniinde de elestirilmektedir (Yuxin, 1990; Ernest, 1991, s.39). Bu
elestirilerden bazilari su sekilde siralanabilir:  Lakatos’un matematiksel kesinlik ve
matematigin nesneleri hakkinda yorumunun bulunmamasi, matematigin diger alanlardaki
uygulamalarindaki bagarisini agiklayamamasi, matematik bilginin olusturulma siireci ile
matematigin ontolojisi arasinda bir ayrim yapmamasi ve olusturdugu modelde tarihsel
yaklasimi neden yegledigini felsefi olarak temellendirmemesidir (Ernest, 1991, s.39;
Pélsdottir & Sriraman, 2010, s.471). Bu ¢alismada Lakatos’un matematigin dogasina iliskin
0zgilin olarak nitelendirilen yaklasimina odaklanildig: icin, elestiriler ayrintili olarak ele
almmamustir.

Calismanin bundan sonraki boliimiinde Lakatos’un kitabindaki yaklasimina benzer
bicimde hayali bir sinif ortami olusturulmustur. 4 6grenci ve 1 6gretmenin diyaloglarina
odaklanilan bu sinifta, ilkdgretim okul matematigi kapsaminda degerlendirilebilecek “alan
ve g¢evre Ol¢imii” konusu ele alinarak gelistirilen bir iddianin 6gretmen ve 6grencilerin
tarafindan nasil c¢alisildigi Orneklenmistir. Yani bir bakima ilkdgretim diizeyinde
basitlestirilmis bir icerigin ele alindigi bu hayali smifta “ispat analizinin” nasil
gerceklestirildigi betimlenmistir. Bu sekilde bir yol izlenerek Lakatos’un modelinin biraz
daha somutlastirabilecegi diisliniilmiistiir. Senaryoda ele alinan iddia, 6grencilerin ispatlama
girisimleri ve tartismalarda kullandiklart argiimanlar olusturulurken Ma (1999) ve Biitiin
(2005)’iin bir kapali seklin alan1 ve c¢evresi arasindaki iliskiyi belirlemeye yonelik
Ogretmenlerle yapmig olduklari miilakatlardan elde edilen bulgulardan faydalanilmistir.
Senaryo tasarlanirken s6z konusu calismalardaki &gretmenlerin ifadeleri, ispatlama
girisimleri, ¢iirlitme Ornekleri ve bazi yeni olusturduklari iddialar kullanilmistir. Yani,
asagidaki senaryoda yer verilen 6gretmen ve 6grenci tartismalarindaki ifadeler, Ma (1999)
ve Biitlin (2005)’lin ¢aligmalarindaki bazi 6gretmenlerin ifadelerinin yorumlanmasi sonucu
olusturulmustur.

2. Senaryo
2.1. Tlkel iddia

Ogretmen “bir dikdértgenin cevresini artirdigimizda alani da her zaman artmaktadir”
seklindeki bir iddiay1 sinif ortamina getirerek tartigmay1 baglatir. Bu iddianin dogrulugunu
gostermek amaciyla hemen 6grencilerden Osman bir ispat1 sinif ortaminda 6ne siirer.

2.2. ispat

Osman: Cevre ve alan1 hesaplamak seklin eni ve boyuyla ilgili. O halde bunlarda olusan bir
degisim gevre ve alani etkileyecektir. iddiada gevre her zaman artacagi i¢in dikdortgenin
kenar uzunluklarim artirmak bu sarti saglar. Ornegin 4x5’liik bir dikdértgenimiz olsun.
Bunun ¢evresi C=18 ve alan1 A=20’ dir. Bu durumda eni ve boyu artirirsak mesela 5x8’lik
bir dikdortgen olusturursak bu durumda ¢evre C=26 ve alan A=40 olur ki bu cevre
arttiginda alaninda artigini gosterir. Ya da dikddrtgenin eni ve boyunu ayni oranda da
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artirabiliriz ki bu durumda da ¢evre arttiinda alan artacaktir. Mesela baglangictaki
dikdortgeni 8x10 yaparsak ¢evre C=36 olurken alan A=80 olur.

Osman’in ispatt bize iki boyutlu bir seklin g¢evresi ve alaninin eni ve boyundan
etkilendigini ve aralarinda bir iliski oldugunu goéstermektedir. Bunun yaninda ispat 2 durum
i¢in iddianin dogrulugunu ifade etmektedir. Bu durumlar;

1. Durum: En ya da boyun her ikisini de farkli oranlarda artirdigimizda gevre
artarken alan da artmaktadir.

2. Durum: En ya da boyun her ikisini de ayni1 oranlarda artirdigimizda ¢evre artarken
alan da artmaktadir.

seklindedir.
2.3. Evrensel Karsi-Orneklerin Ortaya Cikmasi

Ayse: Tamam yapilan islemler dogru ancak ben ¢evrenin arttiginda alanin azaldigi bir 6rnek
buldum. Ornegin 4x5°lik dikdortgeni ele alalim. Simdi bu dikdértgenin boyunu 4 artirip
enini 3 azaltiyorum. Bu durumda yeni dikdortgenimin 1x9’luk olur. Bu dikdortgenin
¢evresi C=20 olurken alan1 A=9 olmaktadir.

Fatma: Hatta bu dikdortgenin enini 2 azaltip boyunu 5 artirirsam gevresi C= 24 olurken
alant A= 20 kalmaktadir. Yani ¢evre artmasina karsin alan sabit kalmaktadir.

Ayse ve Fatma iki farkli karsi 6rnek 6ne siirmektedirler. Onlarin bu karsi-6rnekleri
dogrudan iddiaya yonelik oldugundan ve ispati irdelemediginden evrensel karsi-orneklerdir.
Her iki durumda da dikddrtgenin bir kenarinda azalma olurken digerinde bir artma olmakta
ve bu durum seklin ¢evresinin artmasina ancak alanmin azalmasina ya da degismemesine
neden olmaktadir.

Ogrenciler ortaya ¢ikan bu karsi-drnegi hemen reddetme egilimi icerisine girmislerdir.
2.4. Canavar-Defetme
Osman: Bir seklin kenar uzunluklarini azaltmak seklin ¢evresini kiigliltmez mi?

Fatma: Biz sadece cevrenin arttigi durumlart g6z Oniine almaliyiz. Karsi 6rnege bak.
Toplam ¢evre artti. En ya da boydan biri azaltiliyor ancak digeri artiriliyor. Yani toplam
cevre artiyor.

Osman: Tiim dikdortgenler i¢in bunu garanti edebilir misin?

Ali: Peki diyelim ki 4x5°lik dikdortgenin iist kenarmni 2 azaltalim, alt kenarini ise 1
azaltalim. Diger kenarlarini ise 1 artiralim. Baslangigtaki dikddrtgenin gevresi 18 iken son
dikdortgenin gevresi 17 olur. O zaman bak ¢evre azaldi.

Fatma: Senin son seklinin dikdortgen olacagindan emin misin?
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Ogretmen: Ali sdyledigin dikdértgenin seklini ¢izebilir misin? Sence olusturdugu sekil bir
dikdortgene benzedi mi?

Ayse: Boylece bir dikdortgenin c¢evresi arttiginda alaninin da her zaman arttigini
sOyleyemeyiz.

Osman: Ancak arttigi durumlar vardi. Mesela dikdortgenin tiim kenarlarinin esit uzunluklu
oldugunu varsayalim.

Ayse: Yani bir kareden bahsediyorsun.

Osman: Evet, bir kare. Bu durumda kenarlarin uzunluklarini artirdigimizda g¢evre artarken
alan da artmaktadir.

Ayse: Yani?

Osman: Yani, eger seklin cevresi seklin kare olma 6zelligi bozulmadan artiyorsa bu
durumda g¢evre artarken alanda her zaman artar.

Bu asamada Osman ve Ali, Ayse ve Fatma’nin soyledikleri karsi-6rnekleri ¢iiriitmeye
yonelik girisimde bulunmuslardir. Ancak Fatma tiim bu c¢iirlitmeleri basarili sekilde geri
piiskiirtmiistiir. Bunun yaninda Osman ispatini yeniden gézden gecirerek iddianin ve ispatin
gegerliligini saglayacak yeni bir durumu 6ne slirmiistiir. Osman “bir seklin ¢evresi seklin
kare olma 6zelligi bozulmadan artiriliyorsa alan1 da her zaman artar” seklinde iddiay1 tiim
karsi-6rnekleri disarida birakarak ve ispatiyla uyumlu bir sekilde smirlandirmistir. Bu
durum Osman ve Ali’nin ilkel iddianin ve ispatin dogrulugunu kabul ettiklerini ve ortaya
citkan bu swra dist durumlant reddederek iddialarini sinirlandirmaya calistiklarin
gostermektedir. ilkel iddiada bir degisikligin yapilmamasi ve karsi-6rnekler disinda iddianin
dogrulugunun kabul edilmesi bu asamanin canavar-defetme asamasi oldugunu gosterir.

2.5. Istisna-Defetme
Osman: Bu iddiam1 herhangi bir dikdortgen i¢cinde genelleyebilirim.
Ayse: Nasil?

Osman: Peki, dikdortgende ¢evrenin artmasinda kenar uzunluklarimin her zaman artmasi
sartin1 iddiamiza eklersek, yani bir dikdortgenin gevresi arttiginda alaninin da her zaman
artmasi i¢in en ya da boyunun her ikisinin de artmasi gerekir.

Ali: Biri sabitken digerinin artmasi da sart1 sagliyor.

Osman: Ben eni artirip boyu azalttifimda ¢evre artarken alanin artacagina da bir 6rnek
buldum.

Ogretmen: Evet Osman’in 6rnegini dinleyelim.

Osman: Diyelim ki 4x8 lik bir dikdortgende uzun kenar bir azaltip, kisa kenart iki artiralim.
Bu durumda ¢evre 24 olurken alan 32 olmaktadir.
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Ali: O zaman baslangictaki Osman’nin ispatina bir durum daha eklememiz gerekiyor.
Fatma: Osman son 6rneginin her zaman dogru olduguna emin misin?
Ayse: Bizim 6rneklerimizde de ¢evre artarken alan azalmaktadir.

Osman: Tamam Ornegimin sartin1 sdyle degistirirsem sanirim 6rnegim iddia igin dogru
olacaktir: Eni artirtyorum ve boyu azalttyorum fakat artis miktar1 her zaman azalis
miktarindan fazla olmalidir.

Ayse: Bizim orneklerimizde de artis miktart her zaman azalis miktarindan fazla olmasina
ragmen alan azalmakta. Bu durumda son sdyledigin ifade yeterince agik degil.

Osman: Benim ifademde sadece artig miktarinin azalis miktarindan fazla olmasi tek kosul
degil. Bu sadece ¢evrenin her zaman artmasini garanti eder. Ayrica alanin artmast i¢in kisa
kenarin artirilip uzun kenarin da azaltilmasi gerekir. I[fademdeki ikinci sart buydu.

Ayse: Tamam senin Ornegini ele alalim. Ben uzun kenardan 5 c¢ikarip kisa kenara 6
ekliyorum. Bu durumda ¢evre C=26 olurken alan A=30 olmaktadir. Bu durum senin son
sOyledigin ifadeyi ¢iiriitmektedir.

Ali: Ayse hakli sanirim.

Osman: Ifademi yeniden gdz oniine almaliyim. Bir sekil iizerinde bunu gdstermek daha
mantikl geliyor.

Ayse: Sekil seni kurtaracak son care gibi.

Osman: (Bu asamada Osman’in ¢izdigi sekile yer verilecektir.)

&
o

Sekil 7. Osman’in ¢izimi

Kenar uzunluklar1 a ve b olan bir dikdortgen alalim. Sekildeki gibi kenarlardan birini
azaltip digerini artirirsam yeni olusan dikdortgenin alant A=(a-y)(b+x) olur. Yeni olusan
dikdortgenin alaninin gevre arttiginda her zaman baglangigtaki alandan daha biiyiik olmasi
icin (ab-yb+ax-yx)-ab>0 olmalidir. Sekli dikkatlice incelersek ¢ikardigim alan olan “yb”
ekledigim alan olan “x(a-y)” den her zaman kii¢iik olmalidir ki alan her zaman biiyiik olsun.
Yani, ax-yx > yb ve buradan (a-y).x>yb olur.
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Bu asamada Ali Osman’in ispatina “dikdortgenin eni ya da boyundan biri sabitken
digerinin artirilmasi alanin artmasina neden olmaktadir” seklinde bir durum daha ekleyerek
ispatt genellestirmistir. Ayrica Osman’1n ispat1 dikdortgenin kenar uzunluklarinin her ikisini
de artirdigimiz da ise yaramaktaydi. Bunun yaninda Osman’ Ayse ve Fatma’nin karsi-
Ornegini dislamak yerine onu goéz-Oniine alarak ispatin1 gelistirmektedir. Yani, ispatina
kenar uzunluklarindan biri azaltildiginda da alanin her zaman artacagi bir durumu
eklemistir. Boylece Osman hem ilkel iddiayr hem de ispati gelistirmektedir. Bu asama
istisna-defetme asamasidir. Cilinkii Osman, Fatma ve Ayse’nin karsi 6rnegini canavar-
defetme agamasindan farkli olarak reddetmemekte; onu kabul edip, ispatin1 ve iddiasini bu
dogrultuda gelistirmektedir. Bu asamaya bir ispat-analizi diyemeyiz. Ciinkii iddia
gelistirilmesine kars1 hala miikemmellestirilmemistir.

2.6. Gelistirilmis iddianin Olusturulmasi

Osman: Simdi alanlar i¢in yaptigim bu genellemeyi kullanarak kenar uzunluklarinda
degisiklik yapildiginda alanin her zaman artacagi bir kural bulmaya ¢alisacagim.

Ali: Son yazdigin esitsizligi gbz Oniine alalim. Esitsizligin her iki yanini da ¢ikarilan
miktara bolelim.

Osman: Yani @ > b dir. Bu ifadeyi diizenlersek % — x > b dir. Bu ise x artig y azalis

miktar1 olmak {izere azaltilan kenar uzunlugu ile x/y’nin ¢arpimi yeni dikdortgenin artmig
kenarindan daha uzun olursa gevre artarken alan da artar diyebiliriz.

O halde bir dikdortgenin gevresi arttiginda alaninin da her zaman artmasi icin 3
durumdan soz edebiliriz.

1. Durum: dikdortgenin eni ve boyunun her ikisinin de artmasi
2. Durum: dikdortgenin eni ya da boyundan biri sabitken digerinin de artmasi

3. Durum: artis miktarinin azalis miktarindan fazla olmasi sartiyla x artig y azalig
miktar1 olmak iizere azaltilan kenar uzunlugu ile x/y’nin ¢arpimi yeni dikdoértgenin
artmig kenarindan daha uzun olmali.

Boylece iddiamiz1 “bir dikdortgenin, eni ya da boyunun her ikisi de artarsa veya biri
sabitken digeri artarsa ya da artis miktarinin azalig miktarindan fazla olmasi sartiyla x artis
y azalis miktar1 olmak iizere azaltilan kenar uzunlugu ile x/y’nin ¢arpimi yeni dikddrtgenin
artmis kenarmmdan daha uzun aliyorsa bu durumunda cevre artarken alan da her zaman
artar” seklinde yeniden diizenleyebiliriz.

Bu son iddianin dogrulugu Osman’in basta verdigi ispat ve Ayse ve Fatma’nin karsi-
Ornegi dogrultusunda gelistirilmis ispat ile saglanmaktadir. Bu agamaya istisna-defetme
asamasindan farkli olarak ispat-analizinin bir sonucudur diyebiliriz. Ciinkii ilkel iddiamiz
istisna-defetme asamasindaki gibi degismektedir. Ancak bu asamada Osman baglangicta
yaptig1 ispatin adimlarin1 ve Fatma ve Ayse’nin karsi-Ornekleri dogrultusunda gelistirdigi
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ispatin1 géz Oniine alarak iddiay1 yeniden degistirmekte ve bu yeni iddia i¢in ispatinin
calistigin1 gostermektedir.

Bu calismada temel hatlartyla 6zetlenen ve yukarida da basitlestirilmis bir senaryo ile
somutlagtirilmaya c¢alisilan Lakatos’un matematige bakiginin matematik egitiminde
“yenilik¢i” olarak nitelendirilebilecek birgok g¢aligmay:r etkiledigi bilinmektedir (Atkins,
1997; Balacheff, 1991; Larsen & Zandieh, 2008; Sriraman, 2006). Bu caligmalarda
Lakatos’un yaklagimi ya bir felsefi temel olarak ele alinmig ya da matematik 6grenme
ortamlarini tasarlamada dogrudan bir rehber olarak degerlendirilmistir. Caligmanin bundan
sonraki asamasinda, Lakatos’un matematigin dogast ile ilgili yaklasimmin okul
matematigine ne sekilde yansidigi, bu yaklasimin kavramsal bir altyapi olarak 6grenme
ortamlarini tasarlarken nasil rehberlik edebilecegi baglaminda tartisilmustir.

3. Nicin Lakatos’un Modeli?

Matematigin felsefi konumu ve epistemolojisi matematigin 6gretiminde her zaman biiyiik
bir etkiye sahiptir (Steiner, 1987). Matematik felsefesi ve okul matematigi arasinda
dogrudan bir iliski olmamasina karsin, farkli matematik felsefeleri egitim uygulamalarinda
oldukga farkli sonuglara sahiptirler (Ernest, 1991, s.111). Bu baglamda okul matematigini
felsefesinden ayri diisiinmek oldukga giictiir. Bu konuda Thom (1973, s.204) “aslinda, biri
istesin ya da istemesin, nadiren tutarli olsa bile, tiim matematik pedagojisi bir matematik
felsefesine dayamir” sozii ile matematik felsefesi ve egitimi arasindaki iliskiyi
vurgulamaktadir. Toumasis (1997) NCTM standartlar1 ile matematik felsefesini
karsilagtirdig1 caligmasinda standartlarin daha ¢ok yari deneyselci felsefeyi benimsedigini
ifade etmektedir. Bu nedenle NCTM standartlar1 temelinde hazirlanan dgretim programlari
da haliyle yar1 deneyselci matematik felsefesini benimsemis olmaktadirlar. Ulkemizde 2004
yilinda matematik Ogretim programlarinda yapilan reformlarda agik¢a belirtilmese de
NCTM’in standartlarinin temel alindigi goriilmektedir. Programda iizerinde durulan
konulardan biri de ogrencilerin problem ¢6zme, iletisim kurma, akil yiiriitme ve
iliskilendirme gibi bazi 6nemli becerilerinin gelistirilmesidir. Ogrencilerin bu becerilerini
gelistirmek i¢in uygun 6gretim ortamlarinin tasarlanmasi ve uygulanmasi gereklidir (MEB,
2008). Atkins (1997) Lakatos’un modelinin matematik O6grenme ve Ogretmede
kullanilmasinin NCTM’in (1989) de vurguladigi 6grencilerin matematiksel problemler
¢ozdiikleri, matematiksel diisiindiikleri, matematiksel iletisimler kurduklar1 ve matematiksel
iligkiler olusturduklart ortamlar olusturmaya yardimci olacagini ifade etmektedir. Bu
baglamda matematik Ogretim programinin gelistirmeyi Onerdigi her bir beceri ile
Lakatos’un modeline gore hazirlanan bir ortam arasinda ne tiir bir iligkinin olabilecegi
asagidaki sekilde tartisilabilir:

1. Lakatosun modeline gore hazirlanan bir 6gretim ortami dgrencilerin problem ¢dzme
becerilerini gelistirmelerine yardimei olabilir. Matematik 6gretim programinda problem
¢ozme etkinliklerinde 6grencilerin diisiincelerini akranlariyla ve 6gretmenleriyle rahatlikla
degisik sekillerde ifade edebilecegi ve problemleri farkli yollardan ¢ozebilecegi ortamlarin
olusturulmasi onerilmektedir (MEB, 2008). Bu baglamda bu modele gore hazirlanmis bir
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ortamda &grenciler matematiksel bilgilerini olustururken iddialarda bulunmakta, iddialarina
yonelik ispatlar yapmakta, bu ispatlarmi test etmekte, tanimlar Snermekte, tahminlerde
bulunmakta, karsi-ornekler 6ne slirmekte, hatalar yapmakta, iddialarin1 genellestirmekte,
kisacasi bir matematiksel bilginin olugsmasi asamalarint ge¢irmektedirler. Toumasis (1997)
de “ispatlar ve ¢iiriitmeler” modeline gdre hazirlanan ortamlarda matematik dgretiminde
ogrencilerin giigliiklerle karsilasarak, hatalar yaparak, tahminlerde bulunarak, iddialar
gelistirerek matematik 6grendiklerini ifade etmektedir. Bu nedenle Lakatos’un “ispatlar ve
cliritmeler” modeli géz Oniine alindiginda Ogrencilerin problem ¢dzme becerileri
gelistirmelerine olanak saglayan bir ortamin hazirlanmasini sagladig: sdylenebilir.

2. Yeni Ogretim programinda geligtirilmesi Onerilen diger bir beceri ise iletisim
becerisidir (MEB, 2008). Ogrencilerin matematige dayali iletisim becerilerini gelistirmesi
icin, sinif ortaminda diisiincelerini akranlariyla rahatca paylasabilmeleri gerekir. Bu nedenle
programda dgretmenin sinifta dgrencilerin diisiincelerini agiklayabilecegi ve tartigsabilecegi
ortamlar1 tasarlamasini 6nemi vurgulanmaktadir. Lakatos’un modeli g6z niine alindiginda
bu modele gore hazirlanmis bir &grenme ortaminda Ogrenciler fikirlerini 6zgiirce
sOyleyebilmekte, 6gretmen ve akranlariyla bu disiinceleri ve elde edilen sonuglar
tartisabilmektedirler (Atkins, 1997).

3. Programin diger bir amaci da 6grencilere kendilerinin de matematiksel diisiince
tiretebileceklerine, kendi basar1 ve basarisizliklar1 tizerinde kontrol sahibi olduklarina
inanmalarin1 saglamaktir. Bu inangla, Ogrenciler akil yiiritmede ve diisiincelerini
savunmada 6z gilivenlerini gelistirebilirler. Matematik derslerinde, 6grenci ve dgretmenin
ifadeleri, siniftaki Ogrencilerin elestirisine, sorgulamasina ve degerlendirmesine acik
olmalidir. Bunun saglanabilmesi igin karsiliklt sayginin hakim oldugu siif ortamlarinin
olusturulmas: sarttir. Lakatos’un modeline gore hazirlanmis bir ortamda kazanan yoktur,
her 6grenci fikrini 6zgiirce ifade etmekte ve birbirlerini saygi igerisinde dinlemektedirler
(Atkins, 1997). Bu ortamda 6grenciler hata yapsalar bile elestirilmemekte ve birbirlerine bir
iistlinliik saglamamaktadirlar.

4. Programda gelistirilmesi Onerilen bir diger beceri ise Ogrencilerin matematigin
yararlarin1 anlayabilmelerine yardimci olacak matematiksel kavram ve becerilerin hem
birbirleriyle hem de okul isi ve dis1 yasantilariyla bag kurmalarim saglayacak iligkilendirme
becerisidir. Sriraman (2006) matematik Ogretmenlerinin evrensel amaglarindan birini
ogrencilerine matematikte birbirinden ayrik olarak goriinen konular arasinda bir birlik
oldugunu gostermek olarak ifade etmektedir. Bu baglamda siif ortaminin zengin
matematiksel deneyimleri iceren Lakatos’un diisiince deneyimi olarak ifade ettigi iddia-
ispat-giiriitme ~ temelinde  hazirlanmasinin ~ dgretmenlerin =~ bu  evrensel amact
gerceklestirmelerine yardimer olabilecegini  belirtmektedir. Bu nedenle Lakatos’un
modeline gdre hazirlanan bir 6grenme ortami Ogrencilerin matematigin konularin1 hem
kendi i¢inde hem de diger disiplinlerle iliskilendirmesine yardimci olabilir.

Boylece matematik 6gretim programinin onerdigi 6grenme ortamlari ile Lakatos’un
“ispatlar ve ¢iirlitmeler” modeli temelinde hazirlanan 6grenme ortamlarinin bir¢ok Ortiisen
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yOniiniin oldugu goriilmektedir. Bu modele gore hazirlanmis bir 6grenme ortami miifredatin
ogrenciler tarafindan gelistirmelerini bekledikleri bir¢ok beceriyi gelistirmelerine yardimci
olacagi soylenebilir.

Lakatosun modelinin matematik 6gretiminde kullanilmasinin bir diger nedeni ise bu
modele gore hazirlanan 6gretim ortamlarinin &grencilere tiimdengelim yerine tiimevarim
metodunu kullanarak bilgilerini yapilandirmalarina firsat vermesidir (Sriraman, 2003).
Ozellikle geometri dersinde ogrenciler matematiksel kesif siirecinin yoksun birakildig
timdengelim yontemini kullanmaktadirlar. Oysa tiimevarim ger¢ek diinyada onemli bir
yere sahiptir. Fawcett (1938) Lakatos’un diisiince deneyimi modelinden ¢ok once bu
modelin temeli olan iddia-ispat-giiriitmeler siirecinde 6gretim deneyimi yapisina sahip bir
tartisma ortaminda Ogrencilerin uygun tanimlar olusturarak, gerektiginde gecerli
aksiyomlar1 segerek ve matematik bilgilerini kullanarak kendi Euclid geometrilerini
olusturduklarini gdstermistir. Fawcett’in bu ¢aligmasi Lakatos’un modelinin sinif ortaminda
uygulanabilirliginin de bir gostergesidir (Sriraman, 2006). Lakatos’un modeline gore
hazirlanan ortamlarda matematik Ogrenen Ogrenciler matematigin iddia-ispat ve
clirtitmelerle gelistiginin farkina varamayabilirler, ancak bu tiir ortamlar 6gretmenlere bir
matematiksel bilginin olusum asamalari olarak iddia-ispat ve ¢iirlitmeler siirecinde
matematik konularmin 6gretimini nasil yapabileceklerine yonelik bir yol haritas
sunmaktadir (Sriraman, 2003).

4. Sonug ve Oneriler

Bu caligmada, okullardaki yaygin matematik 6grenme-0gretme uygulamalarinin reform
dokiimanlarindaki séylem ve tavsiyelerle hala gelisir gériinmesindeki temel problemin
matematigin dogasina bakistaki ¢arpikliktan kaynaklanabilecegi yoniindeki goriislerden
hareket ederek, “dogru” gdérmenin saglanmasi yoniindeki ¢abalara bir katki saglamak
amaciyla, matematigin dogast ile ilgili “6zgiin” bir yaklagim olarak degerlendirilen
Lakatos’un modeli tanitilmig, bu modelin okul matematigine nasil yansidigi ve matematik
6gretiminde nasil kullanilabilecegi tartigilmistir.

Matematik felsefesi ve okul matematigi arasinda dogrudan bir iliski olmamasina karsin
miifredatlarin  hazirlanmasinda dikkate alinan standartlar biiylik Olgiide matematik
felsefesine baglidir (Lerman, 1983). Miifredatlarda yapilan reform hareketlerinden once
matematik 0gretimi ve dgreniminin daha ¢ok mutlak¢i matematik felsefesini temel aldig:
ifade edilmektedir (Toumasis, 1997). Reform hareketleriyle birlikte hazirlanan matematik
miifredatlarinin ise NCTM’in belirledigi standartlari géz oOniine aldigi goriilmektedir.
NCTM’in belirledigi standartlar ile yar1 deneyselci felsefe arasinda yakin bir iligkinin
oldugu yapilan ¢aligmalarda ifade edilmektedir (Toumasis, 1997). Bu baglamda bu ¢alisma
hem yenilenen matematik miifredatlarinin dayandig1 temel felsefiyi tanitmakta hem de bu
felsefenin siniflardaki 6grenme ortamlarini tasarlamada nasil rehberlik edebilecegini
gostermektedir. Ayrica dgrencilerin verilen bir iddia karsisinda gecirdikleri matematiksel
siirecleri belirlemek ve aciklamak, onlarin matematik bilgilerini nasil sekillendirdikleri
konusunda bizlere 6nemli ipuglar1 verebilir. Lakatos, modelinde matematiksel bilginin




Lakatos 'un Matematiksel Bilginin Gelisim Modelinin Okul Matematigine Uyarlanmasi 303

iddia-ispat-ciiriitmeler siireci sonucunda gelisip degistigini ifade etmektedir. Ogrenciler
canavar-defetme, istisna-defetme ve ispat analizi asamalarinda zengin matematiksel
deneyimler yasamakta ve farkli fikirler olusturmaktadir. Bu nedenle Lakatos’un modeli bize
ogrencilerin sinif ortaminda gergeklestirdikleri matematiksel etkinlikleri tanimlamaya ve
aciklamaya yardimeci bir yol haritas1 sunmaktadir (Larsen &Zandieh, 2008).

Matematik 6gretimindeki reform hareketleri sonucu iizerinde durulan konulardan biri de
O6grenme ve dgretme ortamlarinin tasarlanmasidir. Yapilandirmacilik yaklagimini temel alan
(yani temelleri yar1 deneyselcilik felsefesine dayanan) 6gretim programlarinda, 6grenme
ortamlarinin 6grencilerin kendi bireysel anlamalarini saglayacak sekilde hazirlanmasinin
6nemi vurgulanmaktadir (MEB, 2008). Bu tiir ortamlar problem-kesfetme-hipotez kurma-
dogrulama-genelleme-iliskilendirme siireglerini icermelidir. Literatiirde yapilan ¢alismalar
incelendiginde matematik Ogretim programlarinin  6nerdigi O6grenme ortamlart ile
Lakatos’un “ispatlar ve ¢iiriitmeler” modeli temelinde hazirlanan 6grenme ortamlarinin
ortiisen birgok yoniiniin oldugu ifade edilmektedir (Toumasis, 1997; Sriraman, 2003;
Sriraman, 2006; Larsen & Zandieh, 2008; Komatsu, 2010).

Bu ¢alismada Lakatos’un kitabinda oldugu gibi hayali bir sinif tasarlanmistir. Senaryoda
ele alinan iddianin gerg¢ek sinif ortaminda kullanilmamasi ¢aligmanin bir eksikligi degil,
aksine sinif ortaminda ortaya g¢ikabilecek birgok farkli durumu yansitmasindan ve modelin
tanitilmasin1  saglamasindan dolay1 bir zenginlik olarak disiiniilebilir. Bunun yaninda
senaryodaki argiimanlar olusturulurken Ma (1999) ve Biitiin (2005)’iin ¢aligmalarindaki
bulgulardan faydalanilmasi, senaryonun biitiiniiyle hayal {irlinii olmadiginin da bir
gostergesidir. Farkli bir arastirma konusu olarak, bu senaryo ger¢ek sinif ortaminda
uygulandiginda Lakatos’un modelinin hangi asamalarinin ne kadar caligtigi ya da
senaryodan farkli olarak ne tiir durumlarin ortaya c¢ikabilecegi ileride yapilacak
calismalarda belirlenebilir.

Ozetin 6zeti, bu calismada gergevesi ¢izilen matematik felsefesi yaklasiminin ve onun
Ogretime ne sekilde yansitilabilecegine iliskin tartigmalarin 6zellikle tilkemiz baglaminda
matematigin egitimiyle ilgilenenlerin matematigin dogasiyla ilgili siiregelen bakislarini bir
cirpida etkileyecegini diisiinmek oldukga iyimser bir beklenti olacaktir. Matematik felsefesi
ile okul matematiginin iligkisi {izerine benzeri arastirmalarin yayginlagsmas: ve bu
caligmalarin hedeflenen kitleye ulasilabilirliginin artirtlmasiyla bu giicliigiin asilabilecegi
diigiiniilmektedir.
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An Adaptation of the Lakatosian Knowledge Development Model to
School Mathematics

Extended Abstract

The first part of this study introduces the opinions about what mathematics philosophy is
and summarized two different points of views on the nature of mathematical knowledge;
these are known as “absolutism” and “quasi-empricism” (or “fallibilism”). In the next
section, within the framework of Proofs and Refutations, which is source of inspiration of
the fallibilist philosophy, the original approach of Lakatos to the development of
mathematical knowledge was explained in detail. In the third part, a scenario was
established in order to better understand Lakatos’ approach. In this scenario, in order to
demonstrate how mathematical knowledge was developed, a context which could be
evaluated within the scope of elementary school mathematics was examined and an
imaginary classroom environment composed of dialogues was established. In the last part
of the study, the researchers examined how Lakatos’ approach to the nature of mathematics
is reflected in school mathematics, as well as how this approach will act as a guide while
designing learning environments as a conceptual framework.

When it is considered that the subject of mathematics philosophy is a neglected area in
the studies conducted about mathematics education in our country, this study may be
regarded as an attempt to remove the mentioned deficiency. On the other hand, we also
think that this research may be used as a basic resource for the mathematics philosophy
courses given in the programs of mathematics teacher training, within the scope of the
changes in license programs for teacher training which were implemented during the
2006/2007 education year in our country.

Lakatos’s Model on the Development of Mathematical Knowledge

In his book, Proofs and Refutations, Lakatos presents an imaginary discourse between the
students and teacher in an ideal classroom. This discourse occurs in the historical context of
the problem of classifying a regular polyhedral and constructs a proof for the relationship
between the vertices, faces and edges of a regular polyhedral given by Euler as V+F-E=2.
The process of discovery begins with an initial conjecture, referred to by Lakatos as the
primitive conjecture. This conjecture is often called the Descartes-Euler conjecture. After
the primitive conjecture the teacher presents a proof attributed to Cauchy. Immediately
upon hearing this proof, the students offer counterexamples. Lakatos classifies
counterexamples as local and global in his book. Local counterexamples contradict the
specific lemmas or constructions which were used in the proof without being relevant to the
main conjecture, but global counterexamples contradict the main conjecture. Moreover,
Lakatos mentioned two methods in his book. One method of dealing with the
counterexamples, defined as monster-barring by Lakatos, was to reject them. By this
method, one can eliminate any counterexample to the original conjecture by a sometimes
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deft but always ad hoc rejection and redefine the original conjecture. For that reason, as
Lakatos indicates in his book, the method of monster-barring is always ad hoc. The other
method is exception-barring, which consists of using the exceptions to the theorem in order
to find a safe domain of validity for the theorem. In the exception, barring method
counterexamples are examined and then excluded, supporting examples are examined, and
the domain of the conjecture is then limited to these.

In the following part of this study, we established an imaginary class similar to the
approach in Lakatos’ writing. In this class, dialogues between 4 students and 1 teacher were
focused on the subject of “measurement of area and circumference,” which can be
evaluated within the scope of elementary school mathematics, and the researchers tested
how a conjecture is formulated by the teacher and students. We think that by following such
a technique, we can closely replicate Lakatos’ method.

Scenario

An imaginary teacher starts the classroom discussion conjecturing that: “if the perimeter of
a rectangle increases, the rectangle’s area always increases”. After hearing this conjecture,
one of the students starts to validate the conjecture and suggests a proof. Throughout the
discussion of the conjectures, counter-examples are put forth by other students.

Why Lakatos’s Model?

In the mathematics curriculum, the skills to be improved are problem solving,
communication, reasoning and connections. Atkins (1997) claims that an environment
prepared according to Lakatos’s method can help the development of these skills. In this
respect, the relation between the environment prepared according to Lakatos’s method and
each of these skills is discussed.

1. Students suggest a conjecture, prove their conjecture, test their proofs, suggest
definitions, create counterexamples, make mistakes and generalize conjectures; soon, they
have completed the steps of forming mathematical knowledge as suggested by Lakatos’s
assertions concerning the formalization of mathematics knowledge. Toumasis’s (1997)
study has parallel results. For that reason, it is argued that such an environment can improve
students’ problem solving skills.

2. In the environment of Lakatos’s method, students can express their feelings,
discuss their opinions and argue with the teacher and peers about their views (Atkins,
1997). For that reason this environment can improve students’ communication skills.

3. In mathematics lessons, both the students’ and teachers’ statements must be open
to the criticism, questioning, and evaluation of peers. In order to prove a conjecture, a
respectful learning environment must be designed. In the environment of Lakatos’s method,
there is no winner; each student can express himself clearly, and the class listens to each
other respectfully (Atkins, 1997). Even if they make mistakes, students are not criticized or
humiliated.
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4.  Sriraman (2006) claims that one of the global aims of mathematics teachers is
showing students the connections between mathematics subjects. In this respect, preparing
the environment based on conjecture-proof-refutation, which Lakatos called “thought
experiment,” can help the teacher to implement this global aim.

Therefore, it is observed that there are many similarities between the environment
mathematics curriculum proposed and the environment prepared according to Lakatos’s
model. The other reason for using Lakatos’s model in mathematics teaching is that this kind
of environment gives the students the opportunity to improve their knowledge by using
inductive method instead of the deductive method (Sriraman, 2003). Moreover, in his study,
Fawcett (1938) showed that during the process of conjecture-proof-refutation, students
make their own Euclidean geometry. Fawcett’s study is an indicator of the suitability of
Lakatos’s model in a real classroom environment. In addition, in the environment of
Lakatos’s model, students may not be aware of the fact that their mathematics knowledge
improves during the process of conjecture-proof-refutation, yet this kind of environments
serves as a guide for teachers to understand how mathematical knowledge occurs.

Results and Implications

In this study, an imaginary class is designed according to Lakatos’ (1976) model. Not using
the conjecture in the scenario in environment of a real class can be considered as not a
deficiency of the study, but as richness in terms of reflecting many different situations that
may appear in class environments. Moreover, because the findings of the studies conducted
by Ma (1999) and Biitiin (2005) are utilized while establishing the arguments in the
scenario, the scenario is not a complete imaginary. As a different subject of research, it can
be determined in the future studies which and how the stages of Lakatos model work when
this scenario is applied in a real classroom, as well as what kind of situations may occur
differently from the scenario.

Finally, it is hoped that the approach toward mathematics philosophy defined in this
study and the discussions how this approach can be reflected in teaching will have an
immediate effect on the views of individuals interested in mathematics education
concerning the nature of mathematics, especially in the context of our country. We think
that this difficulty will be overcome by generalizing similar research on the association of
mathematics philosophy with mathematics education and increasing the access of targeted
populations to these studies.

Key Word: Philosophy of mathematics, quasi-empiricism, designing environments for
learning mathematics
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