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flkogretim Matematik Ogretmeni Adaylarinin Limit Kavraminin
Formal Tanmimina Yonelik Anlamalarinin Incelenmesi

Miijgan Baki'

Erdem Cekmez?

Ozet

Bu calisma ile geleneksel olarak yiiriitillen analiz dersleri sonucunda ilkdgretim
matematik Ogretmeni adaylariin limit kavraminin formal tanimma yonelik
gelistirdikleri anlamalar1 ortaya ¢ikarmak amaglanmugtir. Bu ama¢ dogrultusunda
analiz 1 dersini basariyla tamamlamis olan 112 dgretmen adayina, alan uzmanlarinin
goriisleri ve literatiirde yer alan arastirmalar dogrultusunda hazirlanmis agik uglu ve
coktan se¢meli sorulardan olusan bir test uygulanmustir. Veriler incelendiginde
adaylarin tamimin grafiksel temsilini, tanim igerisindeki degigkenleri ve esitsizlikleri
anlama ve yorumlamada sikintilar yagadiklar belirlenmistir. Calismadan elde edilen
sonuglar dogrultusunda dnerilerde bulunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Analiz, limit kavrami, formal tanim

1. Giris

Limit kavrami matematigin analiz dalinda 6nemli yer teskil etmektedir. Analiz dersi
icerisinde yer alan tiirev, integral, Taylor serileri vb. konularin tanimlari, ilk kez Cauchy
tarafindan ortaya konan ve €-8 tanimu olarak da bilinen limit kavraminin formal tanim
lizerine insa edilmistir. Bu sebepten Artigue (2000) analiz dersi baglaminda limit
kavraminin birlestirici roliinii, problemlere ¢6ziim getirme roliinden daha 6nemli oldugunu
soylemektedir. Artigue’nin paralelinde Cornu (1991) limit kavramimi matematigin analiz
dalinin her konusuna niifuz eden ve merkezinde bulunan bir kavram olarak ifade etmistir.
Limit kavraminin sahip oldugu bu 6neme karsin matematik egitiminde limit konusunda
yapilan aragtirmalar, bu kavrama yonelik yapilan 6gretim siirecleri sonucunda 6grencilerin
¢ok az bir boliimiiniin yeterli bir anlama gelistirebildiklerini ortaya koymaktadir (Davis &
Vinner, 1986; Tall & Vinner, 1981; Sierpinska, 1987).

Analiz dersi baglaminda gerceklesen limit 6gretimi ile genel olarak 6grencilerin, gesitli
fonksiyonlarin bir noktadaki limit degerini hesaplayabilme, fonksiyonun grafigi ile limiti
arasindaki iligkiyi anlayabilme, limit kavramina iligkin teoremleri kullanabilme ve formal
tanim yoluyla limitin var olup olmadigini belirleyebilme gibi kazanimlara sahip olmasi
amaglanmaktadir. Hi¢ kuskusuz 0&grencilerin bu kazanimlara erigsebilmeleri, limit
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kavramimin formal tamimina yonelik yeterli bir kavramsal anlamaya sahip olmalarina
baglidir. Bununla birlikte 6grenciler daha onceki matematiksel deneyimlerinden farkli
olarak ilk kez bir matematiksel tanim igerisinde niceleyicilerin, degiskenlerin ve bunlara
bagli birbiriyle iliskili esitsizliklerin bulundugu karmasik bir matematiksel notasyon ile
karsilagmaktadirlar. Tlk bakista bu denli karmasik bir matematiksel ifadenin ne anlam ifade
ettigini tam olarak kavramanin gii¢c olacagi asikardir. Literatiirde yer alan arastirmalar,
Ogrencilerin ¢ok az bir kisminin 6gretim siiregleri sonucunda limit kavraminin formal
tanimina yonelik kesin bir anlama gelistirdiklerini soylemektedir (Ervynck, 1981; Quesada,
Richard, & Wiggins, 2008). Tanimin bu denli yogun ve anlagilmasinin gii¢c olmasi bazi
egitimcileri, limit kavraminin 6gretiminde formal tanima daha az vurgu yaparak informal
bir yaklagim sergileme egilimine yoneltmistir (Fernandez, 2004; Gass, 1992). Bu goriisiin
aksine, bazi arastirmacilar limit kavrammin formal tamimimi soyut diisiinmeye geciste,
formal ve kesin matematiksel ifadelere yonelik anlam ¢ikarmada ve formal ispat
tekniklerini kullanmada bir baglangic noktasi olarak gormektedirler (Ervynck, 1981;
Swinyard & Lockwood, 2007). Tall (1992) ileri matematiksel diiglinmeye gecis i¢in soyut
diistinebilme becerisinin 6n sart oldugunu belirtmektedir. Limit kavraminin formal
taniminin soyut diisinmeye gegiste baslangi¢c noktasi oldugu goriisii benimsendiginde, bu
tanimin 6grenciler tarafindan nasil anlagildiginin arastirilmasi 6nem kazanmaktadir.

Limit kavraminin analiz 6gretiminde sahip oldugu 6nemin bir sonucu olarak, literatiirde
bu kavrama iligkin bircok ¢aligma bulunmaktadir. Yapilan caligmalarin biiyiik kismu,
ogrencilerin limit kavramini1 anlamada yasadiklar1 zorluklara, farkli 6gretim yontemlerinin
limit kavramin1 6grenmede etkisine ve bu kavrama yonelik kavram yanilgilarina odaklanan
¢alismalardir (Akbulut & Isik, 2005; Altun, 2009; Kabaca, 2006). Bu arastirmalara nazaran
sayica daha az diger baz1 arastirmalarda ise 6grencilerin limit kavraminin formal tanimina
yonelik anlamalarma odaklamlmistir. Colak (2002), “Limit Ogretiminde Iki Farkli Egitim
Durumunun Karsilastirilmasi” isimli yiiksek lisans caligmasinda alt problemlerden biri
olan, iki farkli egitim durumunun limit kavraminin formal tanimini anlamaya etkisini
karsilagtirmigtir. Calismanin sonucunda her ne kadar deney grubu lehine bir durum ortaya
¢ikmig olsa da, aragtirmaci limit kavramimin formal tanimini anlamayi sadece limit
hesaplamay1 gerektiren cebirsel 2 probleme ve 6grencilerin limit kavramina iligkin kavram
imajlarint ortaya ¢ikarmaya amaglayan 2 soruya indirgemistir. Fernandez (2004) yaptigt
caligmasinda limit kavraminin 6gretimine formal tanimi vererek baglamak yerine,
tasarladigr farkli bir 6gretim siirecinin Ogrencilerin anlamalarina nasil etki ettigini
belirlemeyi amaglamistir. Sinif igerisinde dgrencileri birbiriyle tartistirma yontemi ile, hem
grafiksel hem de cebirsel olarak temsil edilmis tek bir 6rnek iizerinde, formal tanim
igerisinde yer alan epsilon-delta degiskenlerine tekil degerler vererek bu iki degisken
arasindaki iligkiyi kesfettirmeyi hedeflemistir. Yiiriittiigli yontemin etkisini belirlemek i¢in
Ogretim siirecinin sonunda caligmaya katilan 6grencilere limit kavraminin formal tanimina
yonelik 3 sorudan olusan bir test uygulanmigtir. Testin sonucunda Ogrencilerin €-9
degerlerinin birbirine bagl degerlerini bulmaya yonelik cebirsel sorularda kayda deger bir
basar1 gosterdikleri rapor edilmistir. Fakat bu ¢alismada bir 6nceki ¢aligmada oldugu gibi
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limit kavramimn formal tanimini anlamayi sadece cebirsel boyutta €-8 degiskenlerinin
degerlerini bulmaya indirgemistir. Yapilan bir diger ¢aligmada Queseda ve dig. (2008)
kendi 6gretim deneyimleri sonucunda 6grencilerin limit kavraminda yasadiklar1 zorluklari
su sekilde belirtmektedirler;

e Tanmim igerisinde niceleyicilerin kullanimi ve limitin varligim ispat etmedeki
roliiniin 6grenciler igin yeni olmast,

e Ogrencilerin dnceki matematiksel deneyimlerinin, limit tanimi igerisinde yer
alan esitsizliklerin cebirsel ve grafiksel temsilleri arasindaki karsilikli
etkilesimi anlamaya olanak vermemesi. Sonu¢ olarak verilen bir limit
durumunda gerekli esitsizlikleri kurmada zorluk yasanmasi,

e Ogrencilerin limit tanim icerisinde yer alan esitsizliklerden degiskenlerin
deger araliklarin1 bulmada ve ¢, & degiskenlerinin arasindaki iliskiyi belirleme
adina esitsizliklerde cebirsel degisiklikler yapmada zorluk yagamasi.

Barak (2007) Ogretmen adaylarmin limit kavramina iligkin kavram yanilgilarint
belirleme amaciyla yiiriittiigli ¢alismasinin igerisinde limit kavraminin formal tanimina
yonelik yasanan zorluklar1 da arastirmustir. {lkdgretim, ortadgretim matematik, fen bilgisi
ve bilgisayar oOgretmeni adaylarinin dahil oldugu calismamin sonucunda, Ogretmen
adaylarinin €-8 tanimini tam olarak anlayamadiklari, bu ifadenin sadece limitin tanimi
oldugunu bildiklerini €, & sembolleriyle ne anlatilmak istendigine yonelik bir agiklama
yapamadiklari belirlenmistir. Bunun yanisira 6gretmen adaylarinin limit tanimi igerisindeki
esitsizlikleri diizenleyemedikleri ve €-6 degerleri arasindaki esitligi bulamadiklari rapor
edilmistir.

Analiz dersi igerisinde yer alan kavramlarin iyi diizeyde anlasilmasi, kavramlarin hem
geometrik hem de cebirsel boyutuna iligkin yeterli seviyede anlama gelistirmeyi
gerektirmektedir (Zimmermann, 1991). Buradan hareketle, dgrencilerin limit kavraminin
formal tanimina yonelik iyi seviyede anlama gelistirmeleri igin, tanim igerisinde yer alan
degiskenlerin ve bu degiskenlerin belirledigi esitsizliklerin hem cebirsel hem de geometrik
boyutta temsillerini belirleyebilmeleri ve bu temsiller iizerinde muhakeme yapabilmeleri
gerekmektedir. Limit kavraminin formal tanimini konu alan yurt i¢inde yapilan ¢aligmalara
bakildiginda, tanimi anlamay1 yalnizca cebirsel boyutta inceledigi, tanim icerisinde yer alan
esitsizliklerin ve degiskenlerin geometrik boyutunun dikkate alinmadigi goriilmektedir.
Yapilan bu ¢aligsma ile literatiirde yer alan bu bosluga katki saglamak amaglanmustir.

1.1. Arastirmanin Amaci

Yapilan bu g¢alismanin amacit Analiz I dersi baglaminda ele alinan limit kavramimin
Ogretimi  sonucunda, Ogretmen adaylarmm limit kavraminin formal tanimma iliskin
gelistirdikleri anlamalar1 ortaya ¢ikarmaktir.
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1.2. Arastirmanin Problemi

Bu amag¢ dogrultusunda aragtirmanin problemi; “Analiz I dersi baglaminda geleneksel
sekilde yriitiilen limit kavramina iligkin 6gretimin sonucunda &gretmen adaylarinin limit
kavraminin formal tanimina yonelik anlamalari nelerdir?” olarak belirlenmistir. Bu ana
problem altinda arastirmada asagidaki alt problemlere cevap aranmigtir:

- Ogretmen adaylar1 limit kavramini tanimlayabilmekte midir?

- Ogretmen adaylar1 limit tamimm icerisinde yer alan degiskenlerin kartezyen
diizlemdeki temsillerini belirleyebilmekte midir?

- Ogretmen adaylar1 bir limit durumunun formal ve informal ifadeleri arasinda gecis
yapabilmekte midir?

- Ogretmen adaylar1 limit tanimi icerisinde yer alan esitsizlikler grafiksel olarak
verildiginde, verilen esitsizlikleri cebirsel olarak ifade edebilmekte midir?

- Ogretmen adaylar1 €-8 degiskenlerinin birbirlerine bagl olarak degerlerini
belirleyebilmekte midir?

2. Yontem

Geleneksel yolla yiiriitiilen Analiz I dersi sonucunda 6gretmen adaylarinin limit kavraminin
formal tammina iliskin gelistirdikleri anlamalar1 ortaya ¢ikarma amaciyla yiiriitilen bu
¢aligmanin 6rneklemini 112 (60 Kiz, 62 Erkek) 6gretmen aday1 olusturmaktadir. Caligmaya
katilan 6gretmen adaylar1 2. sinif ilkogretim matematik 6gretmenligi programi 6grencisi
olup, katilimcilarin timii limit kavraminin ele alindigi Analiz 1 dersini basariyla
tamamlamistir. Calismada veri toplama aract olarak kullanilan test, literatiirde limit
kavraminin tanimina yonelik yapilan calismalar ve uzman goriigleri dikkate alinarak
hazirlanmistir. Test Analiz 1 dersinin bitiminden yaklasik bir ay sonra sinif ortaminda 40
dakikalik siire simrlamastyla uygulanmustir. Ogrencilerin testte yer alan sorulara verdikleri
cevaplar, dogruluk bakimindan kategorilere ayrilarak, kategorilerde yer alan O6grenci
sayilar1 tablolar halinde sunulmustur. Bunun yani sira testte yer alan agik uglu sorulara
ogrencilerin verdikleri cevaplardan alintilar yapilarak ortaya ¢ikan hatalar ve anlamalar
orneklendirilmigtir.

2.1. Veri Toplama Araci

Yiiriitiilen bu ¢alismada veri toplama araci olarak, acik uclu ve ¢oktan segmeli olmak iizere
toplamda 8 soru igeren bir test kullanilmigtir (Ek-1). Calismanin alt problemlerinin 1g181inda
testin igerisinde yer alan sorular limit kavramu ile ilgili 6 kazanima odaklanmaktadir. Bu
kazanimlar ve onlara iligkin sorular Tablo 1’de sunulmustur.
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Tablo 1. Sorularin odaklandigi kazanimlar
Odak Noktalar Soru No

1. Bir fonksiyonun bir noktasindaki limiti  kavramini

tanimlayabilme !
2. Limit tanmm igerisinde yer alan degiskenlerin kartezyen
diizlemdeki temsillerini belirleyebilme 2
3. Formal olarak verilen limit durumunu informal olarak ifade 8
edebilme
4. informal olarak verilen limit durumunu formal olarak ifade 4
edebilme
5. Limit tamimu igerisinde yer alan esitsizlikler grafiksel olarak

I . L . 3
verildiginde cebirsel temsilini tantyabilme
6. eved  degiskenlerinin  birbirlerine  bagli  degerlerini 5_6_7

belirleyebilme

3. Bulgular
3.1. Limit Kavramim Tanimlayabilme

Ogretmen adaylarma sunulan testin ilk sorusunun amaci, dgrencilerin bir fonksiyonun bir
noktasindaki limiti kavraminin tanmimina iliskin bilgilerini ortaya ¢ikarmakti. Ogrencilerden
elde edilen veriler sonucunda dgrencilerin bu soruya verdikleri cevaplar, formal ve informal
ana bagliklar1 altinda dogru(D), yanlis(Y) ve eksik(E) olarak siniflandirilmistir. Tablo 2°de
ogrencilerin cevaplarmin frekanslart ve yiizdelik dagilimlari sunulmustur.

Tablo 2. Ogrencilerin 1. soruya verdikleri cevaplarin dagilimi

Formal Informal
D E Y D E Y

Bos

f % f % f % F % f % f % f %

46 4107 27 2411 5 446 12 10,71 12 10,71 4 357 6 536

Formal dogru simifi altinda toplanan &grenciler soruya cevap olarak limit kavraminin
formal tanimi olan Ve > 0,309(¢) > 0: |x —a| < d oldukga |f(x) — L| < & ifadesini
vermistir. Informal dogru smifi altinda toplanan dgrenciler ise yukaridaki tanim yerine
kavrami kendi ciimleleri ile ifade etmislerdir. Bu simf altinda toplanan &grencilerin
cevaplarmi temsil edebilecek bir 6grencinin ifadesi asagida verilmistir:

0ru 1) Bir fonksmyonun bir noktadasindaki NGk nin formal taniminn yapeiz. Eder formal tamm

hatirlameyorsaniz kendi cimieleriniz tle ifade ediniz
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Ifadelerinde tanmim igerisindeki esitsizlikleri yazan fakat “3,V” niceleyicilerini
kullanmayan Sgrencilerin cevaplar1 formal eksik sinifina dahil edilmistir. informal eksik
smifina dahil edilen 6grenciler ise cevaplarinda “her” ve “en az bir” ya da bunlara denk
olacak ifadeler kullanmadigindan bu sinifa dahil edilmistir. Bu simf altinda yer alan
ogrencilerin cevaplarimi temsil eden bir 6grencinin ifadesi asagida verilmistir:

Ogretmen adaylarindan bir kismi tanim icerisindeki niceleyicileri ve/veya degiskenlerin
yerlerini yanlis kullanmiglardir. Bunun yani sira iki 6gretmen adayr limit tanimi yerine
ifadelerinde tirev tanimimi vermislerdir. Bu katilimcilarin cevaplart formal yanlis sinifi
alinda toplanmugtir. Bazi Ogretmen adaylar1 informal olarak verdikleri tanimlarda,
fonksiyonun limit aranan noktadaki degerini limit degeri olarak ifade etmelerinden Otiir,
informal yanlis sinifina dahil edilmiglerdir. Bu smiftaki 6grencilerin ifadelerini temsil
edebilecek bir 6grencinin ifadesi asagida verilmistir.

Soru 1) Bir fonsivonun bir noktadasindakl Emiti kav nin formal tanimine yapiniz. Eger formal tanimi

hatirlamiyorsaniz kendi cimleleriniz ile ifade ediniz

3.2. Limit Tammm Icerisinde Yer Alan Degiskenlerin Kartezyen Diizlemdeki
Temsillerini Belirleyebilme

Ogretmen adaylarina testin ikinci sorusu, limit tanimu icerisinde yer alan degiskenlerin
kartezyen diizlemdeki temsillerini belirleyebilme amaci dogrultusunda yoneltilmisti.
Ogretmen adaylarmin cevaplar1 dogru veya yanlis olarak siniflandirilmistir. Tablo 3’de
6gretmen adaylarinin cevaplarinin frekans ve yiizdelik dagilimlar1 sunulmustur.

Tablo 3. Ogrencilerin 2. soruya verdikleri cevaplarin dagilimi

D Y

f % f %

68 60,71 44 39,29

Ogretmen adaylarinin cevaplar1 incelendiginde yaridan fazlasimin €, 8, a ve L
degerlerini dogru bir sekilde eslestirdikleri goriilmiistiir. Geri kalan 6gretmen adaylarinin
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cevaplarinda farkli yanliglara rastlanmistir. Bu yanliglar; € ve 8 degiskenlerinin ait oldugu
eksenlerin karistirilmasi, a ve L degerlerinin bulundugu eksenlerin karigtirilmasidir.

3.3. Formal Olarak Verilen Limit Durumunu informal Olarak ifade Edebilme

Ogretmen adaylarina testin sekizinci sorusunda, formal olarak verilen limit durumunu
informal olarak belirlemeleri istenmistir. Ogretmen adaylarmin cevaplar1 dogru, yanlis ve
bos olarak siniflandirilmistir. Tablo 4’de 6gretmen adaylarinin cevaplarinin frekans ve
yiizdelik dagilimlart sunulmustur.

Tablo 4. Ogrencilerin 8. soruya verdikleri cevaplarin dagilimi

D Y B

f % F % f %

101 90,18 9 8,04 2 1,79

Ogretmen adaylarinin biiyiik ¢ogunlugu soruyu dogru olarak cevaplamislardir. Soruyu
yanlis cevaplayan oOgretmen adaylarimin tamami, & degiskenin yer aldigi esitsizlik
icerisindeki ifadeyi fonksiyonun cebirsel temsili olarak kabul eden maddeleri
isaretlemislerdir.

3.4. informal Olarak Verilen Limit Durumunu Formal Olarak ifade Edebilme

Ogretmen adaylarindan testin dérdiincii sorusunda, informal olarak verilen limit
durumunun formal ifadesini belirlemeleri istenmistir. Ogretmen adaylarinin cevaplar
dogru, yanlis ve bos olarak siniflandirilmigtir. Tablo 5°de &gretmen adaylarinin
cevaplarmin frekans ve yiizdelik dagilimlari sunulmustur.

Tablo 5. Ogrencilerin 4. soruya verdikleri cevaplarin dagilimi

D Y B

f % F % f %

96 85,71 15 13,39 1 0,89

Ogretmen adaylarmin biiyiik cogunlugu soruyu dogru olarak cevaplandirmistir. Bununla
birlikte yanlis cevap veren ogretmen adaylarinin € ve & degiskenlerinin veya a ve L
degerlerinin yerlerini karistirdiklar1 belirlenmistir.

3.5. Limit Tammm icerisinde Yer Alan Esitsizlikler Grafiksel Olarak Verildiginde
Cebirsel Temsillerini Tanryabilme

Ogretmen adaylarindan testin iiciincii sorusunda, limit tammi icerisinde yer alan
esitsizlikler grafiksel olarak verildiginde cebirsel temsilini belirlemeleri istenmistir.
Ogretmen adaylarimin cevaplar1 dogru, yanhs ve bos olarak simiflandirilmigtir. Tablo 6’da
O0gretmen adaylarinin cevaplarinin frekans ve yilizdelik dagilimlar: sunulmustur.
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Tablo 6. Ogrencilerin 3. soruya verdikleri cevaplarin dagilinu

D Y B

f % f % F %

83 74,11 28 25,00 1 0,89

Ogretmen adaylarmin cevaplar1 incelendiginde her dért adaydan birinin soruyu yanlis
cevapladigr goriilmektedir. Yanlis cevaplar incelendiginde, esitsizliklerin sinirlarini yanlis
belirlemelerinin yani sira, bagimli ve bagimsiz degiskenlerin ait oldugu esitsizlikleri
karistirdiklart ortaya ¢ikmustir.

3.6. £ ve 8 Degiskenlerinin Birbirlerine Bagh Olarak Degerlerini Belirleyebilme

Ogretmen adaylarinin € ve § degiskenlerinin birbirlerine bagh olarak degerlerini belirleyip
belirleyemediklerini 6l¢gmek amaciyla testin besinci, altinci ve yedinci sorulari sorulmustur.
Testin besinci sorusunda 6gretmen adaylarindan verilen bir € degerine karsilik gelen 6
degerini cebirsel olarak hesaplamalar1 ve devaminda bulduklari  degerinin tekligine iligkin
yorum yapmalari istenmistir. Ogretmen adaylariin soruya ve yoruma iliskin cevaplariin
dagilimi Tablo 7°de goziikmektedir. Tabloda 6 degerini dogru bulan adaylarin cevaplari, &
degiskeninin tekligine iligkin yaptiklar1 yorumlar agisindan tek degil, tektir ve yorumsuz
olmak iizere ti¢ farkl kategoride simiflanmusgtr.

Tablo 7. Ogrencilerin 5. soruya verdikleri cevaplarin dagilimi

D Y B

Tek Degildir Tektir Yorumsuz

f % f % f % f % f %

27 24,11 35 31,25 13 16,07 16 14,29 16 14,29

Ogretmen adaylarmin yaklasik %72’si cebirsel islemler yoluyla tamim icerisindeki
esitsizligi saglayacak sekilde bir delta degeri bulabilmistir. Bununla birlikte cebirsel
islemler yoluyla dogru bir deger bulan adaylarin biiyiik cogunlugu, delta degerinin tekligini
yorumlamada basar1 sergileyememistir. Soruya yanlis cevap veren adaylarin bir kisminin
epsilon ve delta degerlerini birbirine baglayamadiklar1 goriilmiistiir. Ogretmen adaylarinin

yasadig1 bu sikintiy1 temsil eden bir cevap su sekilde ortaya ¢ikmugtir.

Soru 5)

) 3 bllinmektedir. Limit tanimi Igerisinde € = 0.1 olarak verilirse limit tanir

alan egitsizlikleri gercekleyen bir § degeri bulunuz, Sizce bu § degeri tek mi
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Bazi 6gretmen adaylari ise istenen delta degerini negatif olarak bulmustur. Bu hataya
yonelik bir 6gretmen adayinin cevabi su sekildedir.

X =1) = 3 billnmektedir, Umit tanimi Icerisinde ¢

0.1 olarak verilirse limit tan sind
7 Do Y N Mt icensinge yer
dian egitsizlikleri gergekleyen bit § Hegeri bulunuz. Sizce bu § degeri tek midir ? :
]
" L oA - < l 3
9
- JCc 7
(V) ) (
vl e\
7Y
/

Yanlis cevap veren dgretmen adaylarinin geri kalan kismi cevaplarinda delta degeri
olarak bagimsiz degiskenin sinirlarindan birini kabul etmislerdir. Bu yonde yapilan hatalara
ornek olusturan bir cevap su sekildedir.

Limit tanimi icerisinde ¢ 0.1 olarak verilirse lmit tanum) Igerisinde yer

egeri bulunuz. Sizce bu & degeri tek midir ?

Testin altinci sorusunda 6gretmen adaylarindan, bir limit durumunda verilen epsilon
degerine karsilik gelen en biiyiik delta degerinin ne olacagi sorusuna denk olan ifadeleri
belirlemeleri istendi. Altinc1 sorunun segeneklerinden birinci ve tgilincti siradaki ifadeler
dogru cevabi olusturmaktadir. Ogretmen adaylari arasindan her iki ifadeyi secenler
dogru(D), bu ikisinden yalniz birini secenler eksik(E), dogru segeneklerin disinda se¢im
yapanlar yanlis(Y) ve bunlarin disindakiler bos(B) olarak simiflandirilmistir. Ogretmen
adaylarinin cevaplarinin dagilimi Tablo 8’de sunulmustur.

Tablo 8. Ogrencilerin 6. soruya verdikleri cevaplarin dagilimi

D Y E B

I iii

f % f % f % f % f %

77 68,75 8 7,14 10 8,93 15 13,39 2 1,79
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Ogretmen adaylarina € ve § degiskenlerinin birbirine bagl degerlerini grafiksel veriden
hareketle belirleyip belirleyemediklerini 6lgmek amaciyla yedinci soru yoneltilmistir.
Ogretmen adaylarmin cevaplari her bir alt soru icin dogru, yanlis ve bos olarak
smiflandirilmis olup, adaylarin cevaplarinin dagilimi Tablo 9’da sunulmustur.

Tablo 9. Ogrencilerin 7. soruya verdikleri cevaplarin dagilimi

D Y B
f % f % F %
i. 52 46,43 35 31,25 25 22,32
ii. 28 25,00 48 42,86 36 32,14
iii. 27 24,11 49 43,75 36 32,14
iv. 21 18,75 35 31,25 56 50,00

Ogretmen adaylarinin vermis olduklar1 cevaplar her bir soru igin tek tek analiz
edilmigtir. Birinci soruda o6gretmen adaylarinin yariya yakini dogru cevap verirken,
yaklasik iicte biri soruya yanlis cevap vermistir. Ogretmen adaylarmin yanlis cevaplart
incelendiginde bir kisminin delta degeri olarak, epsilon degerinin belirledigi aralifin alt
veya st sinirina karsilik gelen bagimsiz degiskenin degerini aldigi belirlenmistir. Buna
ornek teskil edebilecek bir 6grenci cevabi asagida verilmistir.

Soru 7

Y
', -
-
T K
= ‘
dfhecrncnnanannscns - ou: e Q
13 %
) i |
134 .
| . > Il
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S 'Y * |
Ay
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| ¥
—— - b .«o——fo—" S e S S | V.
y l W ) 4
Yukanda grafigi verilen f fonksiyony vt x.=2 vex,»3 Yeerler daki §

202 ol 1 0 varariasira i ke bir d kol
¢ 0.2 olarak n.Grafikten yararimarak & deliskeni icin bir deger bulun Oyleki x=x,/< §

=2 /1X) = f(X)] < tgarti saglansin,  § = l’

Sekilden goriildiigii iizere aday fonksiyonun goriintii kiimesinde yer alan 3 noktasinin
verilen epsilon komsulugunun alt sinirina karsilik gelen 1.9 bagimsiz degisken degerini
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delta degeri olarak belirlemistir. Bunun yani sira bazi adaylar grafigi verilen fonksiyon i¢in
cebirsel bir karsilik bulmaya ¢alismislardir.

Ogretmen adaylarmin ikinci alt soruya vermis olduklar1 cevaplar incelendiginde ise,
adaylarin yartya yakininin soruyu yanlig cevapladigi ve geri kalanlarin biiyiik kismimin
soruyu cevaplayamadigi goriilmiigtiir. Soruyu yanlis cevaplayan adaylarin cevaplari
incelendiginde yine bir kismimin bir onceki alt soruda oldugu gibi grafigi verilen
fonksiyonu cebirsel olarak ifade etme arayisina girdikleri belirlenmistir. Bunun yani sira
adaylarmn biiyiik kismi istenen delta degeri igin 0.3 yamitim vermislerdir. Ogretmen
adaylariin nigin bu degeri bulduklarini belirleme amaciyla cevaplart incelendiginde su
sonuca varilmistir. Adaylar 3 noktasinin 0.5 komsulugunun siir degerlerine karsilik gelen
bagimsiz degiskenin degerlerini sirasiyla 2.3 ve 1.8 olarak belirleyip, devaminda soruda
delta degiskeninin en biiyiik degeri istendiginden 2.3 degerini sinir deger kabul edip delta
degerini 0.3 olarak belirlemislerdir. Soruyu bu sekilde cevaplayan 6grencilerin cevabini
temsil edebilecek bir adayin ¢6ziimii asagida verilmistir.

Soru 7)
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050 verllsin, Grafikten y
buyuk & degeri nedir ? & Q /b

Ogretmen adaylarinin iigiincii alt soruya vermis olduklar1 cevaplar incelendiginde ise,
adaylarin yariya yakininin soruyu yanlig cevapladiglt ve geri kalanlarin biiyilk kisminin
soruyu cevaplayamadig1 goriilmiistiir. Ogretmen adaylarmin yanhs cevaplar incelendiginde
bir kisminin istenen epsilon degeri olarak, fonksiyonun bagimsiz degiskenin delta
komsulugundaki alt veya tist simir degerini belirledikleri gozlemlenmistir.

srarianarak |x X < 0= |f(x) f(xs)] < T sartiu
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Tablo 9’dan goriildiigii iizere adaylar en ¢ok son soruda zorlanmistir. Ogretmen
adaylarmin yaridan fazlasi soruya iligkin bir yorum yapamazken geri kalan adaylarin
yarisindan ¢ogu soruyu yanlis cevaplamistir. Yanlis cevap veren adaylar epsilon degeri
olarak fonksiyonun deger kiimesinden elemanlari atadiklar1 gézlemlenmistir.

4. Sonug¢ ve Tartisma

Geleneksel olarak yiiriitiilen analiz dersini alan 6gretmen adaylarmin limit kavraminin
formal tammina yonelik gelistirdikleri anlamalar1 ortaya ¢ikarma amaciyla yiiriitiilen bu
aragtirmanin  sonucunda, adaylarin limit kavraminin formal tamimma iligkin yanls
anlamalar gelistirdikleri ve tanim1 anlamada zorluklar yasadiklar belirlenmistir. Calismaya
dahil olan adaylarin biiyiik ¢ogunlugunun limit kavramimin formal tanimini tam olarak ifade
edemedikleri goriilmektedir. Adaylarin biiyiik boliimii, tanimin informal ve formal
kargiliklarint  belirlemeyi isteyen dordiincii, altinct ve sekizinci sorularda basari
gosterdikleri goziikmektedir. Bu sorularda ortaya ¢ikan basariya, sorularin ¢oktan segmeli
yapida olmasindan &tiirii sans faktoriiniin bir dereceye kadar etki ettigi diigtiniilebilir.
Bununla birlikte tanim igerisindeki niceleyicilerin ve degiskenlerin analitik diizlemdeki
temsillerini belirlemeyi isteyen ikinci soruda adaylarin gosterdigi basar1 ve verilen epsilon
degerine karsilik bir delta degiskeni bulmayi isteyen besinci soruda adaylarin negatif deger
atamas1 adaylarin formal tanimi tam olarak anlamadan ezberlediklerine isaret etmektedir.
Bununla birlikte besinci soruda cebirsel islemler yoluyla istenen & degerini bulmada bagarili
olan adaylarin orami ile & degerinin tekligine iliskin yorum yapmada basar1 gosteren
adaylarin oran1 dikkate alindiginda, adaylarin tanimi ezberlemenin yani sira tanim {izerinde
yapilan islemleri de ezberleme yoluna gittikleri goriilmektedir. Ozetle adaylar tanimin
farkli ifadelerini tantyabilmekte fakat tanim igerisindeki degigkenler iizerinde yorum
yapamamaktadirlar. Elde edilen bu sonug literatiirde yer alan ¢alismalar ile paralellik
gostermektedir (Barak, 2007; Queseda ve dig., 2008).

Esitsizliklerin cebirsel ve grafiksel temsilleri arasinda iliski kurmay1 gerektiren ikinci ve
lclincii sorularda adaylarin basarilart géz Oniine alindiginda, i¢ilincii soruyu dogru
cevaplayan adaylarin ikinci soruyu dogru cevaplayan aday sayisindan daha fazla oldugu
goriilmektedir. Dolayisiyla adaylarin bir kismi grafiksel olarak verilen esitsizliklerin
cebirsel formunu tamiyabilirken, tamm igerisinde yer alan esitsizliklerin diizlemdeki
temsillerini belirleyememektedir. Bu durum bir {ist paragrafta ortaya koydugumuz,
adaylarin formal tammm tam olarak anlamak yerine ezberledikleri sonucunu
desteklemektedir.

Adaylarin tanimin grafiksel boyutuna iligkin sorulan testin ikinci ve {igiincii sorularinda
gosterdikleri basar1 ile yedinci soruda gosterdikleri basari arasindaki fark goz Oniine
alindiginda, adaylarin grafiksel baglamda tanim iizerinde yorum ve muhakeme yapmada,
tammmin grafiksel boyutta temsilini tanimaya nazaran olduk¢a geride olduklar
goziikmektedir. Dolayisiyla adaylar tamim igerisinde yer alan degiskenlerin ve
esitsizliklerin diizlemdeki temsillerini taniyabilseler de, bu esitsizlikler {izerinde grafiksel
verilerden hareketle muhakeme ve yorum yapamamaktadir. Bunun sonucu olarak adaylarin
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bliylk bolimi grafiksel olarak sunulan bir limit durumunda, epsilon ve delta
degiskenlerinden biri verildiginde sadece grafiksel verilerden digerini elde edememekte ve
degiskenler iizerinde muhakeme yapamamaktadir. Bununla birlikte adaylarin bir kismi
verilen esitsizlikleri saglayan epsilon ve delta degiskenlerini bulmak i¢in, grafigi verilen
fonksiyonun cebirsel ifadesinin elde etme egilimi gosterdikleri belirlenmistir. Bu durum
yine daha once ifade ettigimiz, adaylarin tanimin yani sira tanim tizerinde yapilan iglemleri
de ezberleme yoluna gittikleri sonucunu destekler niteliktedir. Ozetle adaylarin biiyiik
boliimii bir limit durumuna iliskin yalniz grafiksel bilgiden ¢ikarim yapamamaktadirlar.

5. Oneriler

Caligmanin sonuglar1 geleneksel olarak gerceklestirilen limit kavrammin O6gretiminin
adaylarin kavramin formal tanimina iligkin yeterli bir anlama gelistirmede yetersiz kaldigini
gostermektedir. Buradan hareketle kavramin formal taniminin iizerinde G6gretim
stireclerinde daha fazla vurgu yapilmasini ve Ogrencilerde anlamli 6grenmeye yardim
edecek etkinliklerin uygulanmasint Onermekteyiz. Bunun yami sira ¢aligmaya katilan
adaylarin yalmizca grafiksel verilerden hareketle tanim igerisindeki esitsizliklere ve
degiskenlere yonelik ¢ikarim yapamamalari, gelencksel olarak yiiriitilen Ogretim
stireglerinin limit kavramimm formal tammmimin grafiksel boyutuna iligkin anlama
gelistirmede yeterli olmadigina isaret etmektedir. Bu sonugtan yola ¢ikarak limit
kavramimin formal tamminin 6gretiminde cebirsel boyutun yam sira grafiksel boyutuna da
agirlik verilmesini dnermekteyiz.
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Prospective Elementary Mathematics Teachers Understandings about
the Formal Definition of Limit

Extended Abstract

The concept of limit holds a central point among topics in analysis. The importance of this
concept stems from the fact that the majority of the concepts included in calculus
curriculum are defined on the basis of its definition. In addition to its importance on the
construction of mathematical concepts, the concept of limit is regarded as a bridge in
transition to advanced mathematical thinking. Because of its importance in both
mathematics and mathematical thinking, the concept of limit has been a subject of study for
many mathematics education researchers. These studies investigated various aspects of
teaching and learning of limit concept. Among these, those focused on the formal definition
of limit are much less compared to others and this is especially true for Turkish
mathematics education literature.

The formal definition of limit consists of variables, quantifiers that bind those variables,
and inequalities. On the other hand, it is the first experience for students to deal such a
complex definition during their mathematics education. For these reasons, it is not
reasonable to expect students fully understand the meaning of this notation-rich definition
with ease. Therefore in this study we investigated the understandings of prospective
elementary mathematics teachers after a calculus course in which traditional teaching
method was used. The sample of the study consists of 112 prospective elementary
mathematics teachers all of whom successfully completed the course. To assess the
understandings of the participants a test that consists of open ended and multiple choice
questions was used. In the construction of the test we took into account the previous studies
and the suggestions of field experts. The findings of the study revealed several difficulties
that students experience in understanding the formal definition of limit concept. In the light
of the results some suggestions are made for improving learning and teaching of limit
concept.

Key Words: Teaching and learning calculus, limit concept, formal definition
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Ek-1 Test
Soru 1) Bir fonksiyonun bir noktasindaki limiti kavraminin formal tanimini yapiniz. Eger
formal tanimi hatirlamiyorsaniz kendi ciimleleriniz ile ifade ediniz.

Soru 2) f(x) bir fonksiyon ve  lim,_,, f(x) = L oldugu bilinmektedir. Limit tanim1
icerisinde yer alan g, §,a ve L degiskenlerinin kartezyen diizlemdeki temsillerini verilen
harfler ile eslestiriniz.

AY € k
) m
a t
L p

v

Soru 3)
Yandaki grafikte resmedilen durumun cebirsel temsili
asagidakilerden hangisinde dogru olarak verilmistir?

a) [x— 1] < 0.3 = |f(x) — 3] < 0.1
b) |x — 1] < 0.1 = |f(x) — 3| < 0.3
¢) [x— 3] < 0.1 = |f(x) — 1] < 0.3
d) x—3| <03 = |f(x) — 1] < 0.1

| Soru 4) f(x) = x? + 3 olmak iizere lim,_,; f(x) = 12 oldugu bilinmektedir. Asagidaki
ifadelerden hangisi bu fonksiyonun x = 3 noktasindaki limitinin 12 oldugunu ifade eden
formal tanimdir?

a) Ve > 0 i¢in 386 > 0 6yleki; [x — 3] < § oldukga |f(x) — 12| < ¢
b) V6 > 0 igin 3& > 0 6yleki; |x — 3| < § oldukea |f(x) — 12| < ¢
€) Ve > 0i¢in 38 > 0 dyleki; |x — 12| < 6 oldukea |f(x) — 3| < ¢
d) V86 > 0 i¢in & > 0 6yleki; |x — 12| < eoldukea |[f(x) — 3| < §
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Soru 5)

lim,_,,(2x — 1) = 3 bilinmektedir. Limit tanimi igerisinde € = 0.1 olarak verilirse limit
tanimu igerisinde yer alan esitsizlikleri gergekleyen bir & degeri bulunuz. Sizce bu § degeri
tek midir ?

Soru 6)
lim,_,,(2x — 1) = 3 bilinmektedir. Eger € = 0.1 olarak verilirse, §'nin alabilecegi en
biiyiik deger nedir?

Yukaridaki ifadeye denk olan ifadeleri isaretleyiniz?

i. x degiskeni 2 degerine en fazla ne kadar uzak olabilir dyleki 2x-1 degerinin 3
degerine olan uzakligi 0.1 degerinden kiigiik olsun.

i. x degiskeni 3 degerine en fazla ne kadar uzak olabilir dyleki 2x-1 degerinin 2
degerine olan uzaklig1 0.1 degerinden biiyiik olsun.

iii. |X-2|<8 olduk¢a|2x-4|< 0.1 sartin1 dogrulayan en biiyiik 6 degeri kagtir?

iv. |X-3|<8 oldukga [2x-3]|<0.1 sartin1 dogrulayan en biiyiik 6 degeri kagtir?

Soru 7)

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
4
3

P = o - - —— -

|
|
|
|
|
|
|
4
2 2

Yukarida grafigi verilen f fonksiyonu ve Xo=2 ve x;=3 degerleri i¢gin agagidaki sorulari
cevaplayniz.
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i €=0.2 olarak verilsin.Grafikten yararlanarak § degiskeni i¢in bir deger bulun 6yleki
‘ |x — x| < 8= |f(x) — f(xo)| < € sart1 saglansin. § =...........
i €=0.5 olarak verilsin. Grafikten yararlanarak [x —x,| < 6= [f(x) — f(xo)| < ¢
sartini saglayan en biiyiikd degeri nedir 76 =...............
| iii. 8 = 0.3 olarak verilsin. Grafikten yararlanarak|x — xo| < 8 = |f(x) — f(x0)| <
€ sartin1 saglayan en kiiciik € degeri nedir ? e=...........
‘ iv. Grafikten yararlanarak Oyle ¢ degeri bulunuzki, |x — x| < 8§=|f(x) —
f(x1)| < & (X" e dikkat edin) sartim1 saglayan hi¢ bir & degeri olmasin ?

Soru 8)
| ve > 0icin 38 > 0 6yleki; |x — 4| < & oldukea |—x? + 2x + 8| < &. Bu ifadenin dengi
asagidakilerden hangisidir?

a) f(x) == x — 4 olmak iizere f(x) fonksiyonun x = —8 degerindeki limiti 4’tiir.
b) f(x) := —x? + 2x olmak iizere f(x) fonksiyonunun x= 4 degerindeki limiti -8 dir.
¢) f(x) == —x? + 2x olmak iizere f(x) fonksiyonunun x=-8 degerindeki limiti 4 tiir.
d) f(x) = x — 4 olmak {izere f(x) fonksiyonun x = 4 degerindeki limiti -8dir.




