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IKi BOYUTLU DIiREKT DINAMIiK PROBLEMIN
ANALITIK COZUM YAKLASIMLARI

Gékhan SEVILGEN®

Ozet: Bu caligmada, “m” kiitleli parcacigm polar koordinat sisteminde iki boyutlu egrisel hareketine
iliskin diferansiyel denklemlerin analitik ¢dziimleri gelistirilmistir. Non-lineer ve homojen olmayan iki
adet diferansiyel denklemin es zamanli analitik ¢dziimii farkli durumlar i¢in gergeklestirilmistir. Diger
taraftan, analitik ¢6ziim sonuglari, MATLAB paket programi yardimiyla elde edilen sayisal ¢oziim
sonuglari ile karsilastirilmig ve her iki metotla elde edilen sonuglarin uyum igerisinde oldugu goriilmiistiir.
Elde edilen ¢oziim fonksiyonlarmin, ¢esitli miithendislik problemlerine uygulamalart 6rneklemelerle
sunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Direkt Dinamik Problem, Analitik C6ziim, Polar Koordinat Sistemi

The Analytical Approaches to the Solution of the Two Dimensional Direct Dynamic
Problems

Abstract: In this paper, the analytical solutions of the differential equations of a curvilinear motion of a
particle of mass “m” in polar coordinate system were developed. The coupled solutions of the non-linear
and inhomogeneous differential equations were obtained analytically for different cases. On the other
hand, the analytical solutions were compared to the numerical results obtained by using MATLAB
software package and the results were good agreement with the numerical data. The solution functions
obtained from the analytical methods were also applied for sample problems on engineering mechanics.
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1. GIRiS

Miihendislik problemlerinin biiyiik bir kismi, analitik olarak ¢6ziim ihtiva etmeyen lineer ve
homojen olmayan diferansiyel denklemlerden olusur. Genelde bu tiir problemlerin ¢ozimii,
belirli kabuller(baglangic ve smir sartlar1) altinda yari analitik ve sayisal ¢ozliimlemelerin
yaninda deneysel verilerle elde edilen ampirik bagintilar ve gézlemler sonucunda elde edilebilir.
Ancak muhtemel analitik ¢oziimler, miihendislik mekanigi problemlerinde ortaya c¢ikan
zorluklar1 agmak ve pratik bir takim bilgiler elde etmek i¢in 6nemli bir matematiksel aragtir.
Dinamik problemleri genel olarak direkt dinamik ve ters dinamik problem olmak {izere iki
grupta incelenebilir (Sevilgen, 2003; Enferadi ve Akbarzadeh, 2010). Direkt dinamik
problemlerde, belirli kuvvetler altinda hareket eden cismin yoriingesi tayin edilmeye
calisilirken, ters dinamik problemlerde ise hareket denklemlerinde yer alan hiz ve agisal hiz gibi
verileri kullanarak belirli bir zaman araligi icin, ilgili kinematik bagintilarin ¢ézimil
gergeklestirilir. Diger taraftan direkt dinamik problemlerin analitik ¢6ziimlerine iliskin
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literatiirde yapilan ¢alismalar sinirla sayidadir (Pala ve dig., 2004). Literatiirde genel olarak
belirli algoritmalar kullanilarak gergeklestirilen sayisal ¢oziimlemeler mevcuttur (Akbarzadeh
ve Enferadi, 2011). Bu ¢alismada, baslangicta maddesel notanin hareketini i¢ine alan direkt
dinamik problemlerin kuvvet bilesenlerinin sabit oldugu durumda hareket denklemlerinin 6zel
¢Oziimiine iligkin yontemler sunulmakta sonrasinda ise kuvvet bilesenlerinin degisken oldugu
durumlar i¢in bir takim ¢dzlim Onerileri getirilmektedir.

2. MATERYAL VE YONTEM

2.1. Kutupsal Koordinatlarda Maddesel Noktanin Hareket Denklemleri

Diizlemde, “m* kiitleli maddesel noktanin tiizerine etkiyen bileske kuvvet >F, kutupsal
koordinat(r,#) sisteminde bileske kuvvetin » ve € dogrultusundaki bilesenleri sirasiyla 2 F; ve
2 F¢ olmak tizere, m kiitleli bir cismin diizlemde egrisel hareketine iliskin bileske kuvvet ve
kuvvet bilesenleri Sekil-1’de gdsterilmis olup, maddesel noktanin hareketine iligkin diferansiyel
denklemler ise (2.1) ve (2.2) ifadelerinde yer almaktadir (Sevilgen, 2003).

!

Sekil 1:
Kutupsal koordinatlarda m kiitleli maddesel noktanin egrisel hareketi

d? de >

> F,=m dr; (=) } @.1)
2

Y Fy=m p&rdo 470 (2.2)
dt dt dt?

Yukarida (2.1) ve (2.2)’de belirtilen hareket denklemleri, non-lineer homojen olmayan adi
diferansiyel denklem ozelliklerine sahip olup bu denklemlerin birlikte es zamanli analitik
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¢cOziimiine iliskin caligmalar literatiirde oldukca sinirh sayidadir. (2.1) ve (2.2)’te yer alan
denklemler, miihendislik notasyonu ile agsagidaki gibi tekrar yazilabilir.

SF= mir—r(0)) (2.3)
D> Fp zm(Z;éJrr.G.) (2.4)

Hareket denklemlerinde yer alan hiz(dr/ dt) , agisal hiz (d6 /dt) gibi verilerin belirli bir zaman
aralig1 i¢in ¢6ziimi isteniyorsa burada yapilacak olan dogrudan dogruya istenen veriler dikkate
alinarak belirli bir t(zaman) anma ait kinematik bagintilar1 bulmak olacaktir. Bu tiir dinamik
problemlere “ters dinamik problemler” adi verilir.

Yukaridaki denklemlerin ¢6ziimii i¢in problem verileri esitligin sol tarafinda yer alan kuvvetler
ile ilgili olup, ¢6ziim i¢in esitligin sag tarafinda yer alan diferansiyel terimler kullaniliyor ve
dogrudan matematiksel ¢oziimler igeriyorsa, bu tiir dinamik problemlere “direkt dinamik
problemler” ad1 verilir.

Kuvvet bilesenlerinin belirli oldugu durumda ¢o6ziim icin iki adet nonlineer diferansiyel
denklemin birlikte es zamanl ¢oziimii gerekir (Ames, 1968). (0) dogrultusunda yer alan kuvvet
bileseninin sifir oldugu durumda, merkezcil hareket ve uzay mekaniginde oldugu gibi, analitik
¢Oziimler miimkiin hale gelmektedir (Hibeler, 1995; Pala, 2000).

Bu calismada ise direkt dinamik ¢6zlim yaklasimi ile kutupsal koordinat sisteminde “m” kiitleli
maddesel noktanin hareketine iliskin diferansiyel denklemlerde (2.3-2.4) yer alan kuvvet
bilesenlerinin sabit oldugu durumlar ic¢in analitik ¢oziimler gelistirilmeye calisilmistir.
Gelistirilen analitik ¢oziim fonksiyonlari, kisitlayict fonksiyonlar, ¢ozlime iliskin kabuller ve
baslangic kosullart Tablo 1 ‘de yer almaktadir.

I. ve II. Durumlarda olusturulan analitik ¢Oziimler matematiksel bir ¢oziim olusturmakla
beraber, fiziksel olarak gercek hayatta baslangic kosullar {izerinde getirilen kisitlayici sartlar bir
takim uygulama zorluklar1 ortaya ¢ikarabilir. Bu bakimdan III. Durumda gelistirilen analitik
¢Oziim, sadece kuvvet bilesenleri {izerinde kisitlayicilar kullanmak hem matematiksel hem de
fiziksel uygulanabilirlik bakimindan daha kullaniglt bir ¢6z{iim yontemidir.

Tablo 1. Analitik ¢6ziim fonksiyonlar: ve baslangic anindaki kisitlayici sartlar

Durum Kabuller Coziim Yaklagimi Baslangic ( ¢ =1, ) anindaki kisitlayicilar

2 adet kisitlayicr sart

de _ ab . * .
. T_(CO)rt r():ZF'g g #0 OO:C—O;«&O
Y. Fr sabit 3ep Jro
I _ (o6ziim sonucunda elde edilen analitik fonksiyonlar:
2Fsabit 30,2 7 , 10)
o(r) = 0* In(r)+ ¢ r(t)z[(i)tJrCz] r0)=e
2F, 3eg
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Tablo 1. (devam) Analitik ¢céziim fonksiyonlar: ve baslangi¢c anindaki kisitlayic sartlar

Durum Kabuller Coziim yaklagimi Baslangi¢ ( ¢ = ¢y ) anindaki kisitlayicilar

b 2 adet kisitlayici sart
r(v=alft) Y

ZFr sabit G(t) =c; +c0.ln(f(t)) 1 = 2an # 0 N 9() = Co/l’l #0

I Coziim sonucunda elde edilen analitik fonksiyonlar:

> Fgsabit
f=t+n  O@W)=c,+cyn(t+n) r)=aft+n]’

Durum Kabuller Coziim yaklagimi Baslangic (¢ = ¢y ) anindaki kisitlayicilar

* Kuvvet bilesenleri i¢in 2 adet kisitlayict sart

)y 7
r([):—oy(n[-l,-d)s ° 2 " o o
2 Fr sabit 0@t) =c.In(nt +d) d 2

III

2 Fgsabit  Coziim sonucunda elde edilen fonksiyonlar

r;t)Z%)(nt-}—d) 0(t)=c.In(nt+d)

2.2. I. Durumda Analitik Céziim Yaklasimi

Agisal hiz fonksiyonunun (2.5)’de oldugu gibi degistigi varsayimi ile ¢oziime baglayalim.
do a.b
W_Z_(Co)r t (2.5)

Bu durumda agisal ivme igin (2.6) ‘daki ifade elde edilir.

—%:%:(co).a.ra_l.r.tb+(c0).ra.b.tb_1 (2.6)

(2.5) ve (2.6) “da yer alan bu ifadeler (2.4)’de yerine yazilirsa,
F9*=—(CO)(a + 2 T ab ey )by AT b0 2.7)
, .

(2.8) ifadesi elde edilir. (2.7) ‘de yer alan ifade de b = 0 alalim. Bu durumda yeniden diizenleme
yapildiginda (2.8) elde edilir.

Fg* = M(a + 2).r a+1.; (2.8)
r

(2.8) denklemi ile dr/dt tiirev ifadesini (2.9) daki gibi elde edebiliriz.

_ Fy (779

g )(a+2) (29)
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(2.9) ifadesinin, zamana gore birinci tlirevini ve (2.5) ifadesini (2.3)’te yerine yazarsak (2.10)
elde edilir.

2

oo %

L] 2
* F —2a- a
Foo=(r-r0 ):_{ml T ey )7 (2.10)

(2.10) esitliginin saglanmasi i¢in gerekli yaklasimlardan bir tanesi esitligin sag tarafinda yer
alan terimlerin sabit olmas1 gerektigidir. Bu durumda a = - 0.5 olarak tayin edilebilir. Bulunan
bu katsayr degeri (2.10) ifadesinde yerine yazilip k =(c,) ° alinarak diizenleme islemleri
yapilirsa, (2.11)’deki gibi k’ ya bagimli ikinci dereceden bir fonksiyon bulunabilir. (2.11)’de yer
alan ikinci dereceden denklemin kokleri (2.12) ‘te yer almaktadir.

9k% +(9F, Jk—2(Fy )? =0 (2.11)

R, 81 2 +72(Fy" )P
18

ko= (2.12)

k ‘min pozitif degeri bir ¢oziim olusturur ve ayrica karekok iginde yer alan ifade F,” ve F,’nin
tiim degerleri icin tanimli oldugundan dolay1 kuvvetlerin se¢iminde ¢6ziim agisindan herhangi
bir kisitlama olmadigin1 sdyleyebiliriz. a = - 0.5 katsayisini1 yukarida belirtilen denklemlerde
yerine yazip, integrasyon islemleri uygulandiginda, (2.13)’te belirtilen ¢dziim fonksiyonlar elde
edilmis olur.

3¢’ Fy 2
O(r)=——=In(r)+ ¢, r(f)=[(%)t+02]

2F,

(2.13)

Burada yer alan k ve ¢; (i = 0,1,2) sabit katsayilar1 problemin baslangi¢ kosullarindan
hesaplanabilir. Ornek olarak m = 0.2 kg kiitleli maddesel noktanin, iizerine asagida verilen sabit
kuvvetler uygulanmis olsun.  Bu durumda Pargacigin hareket yoriingesini kutupsal
koordinatlarda bulmaya caligalim.

9=1Nve JF, =6Nvet=0annda;, r=7r;=0,5m ; 6 = §,=0rad olsun.

B (S )m=()=30=r-r(0) (2.14)

o =(ZF9)/m=012:5:z;2é+ré 2.15)

Problemde verilen maddesel nokta i¢in hareket denklemleri (2.14) ve (2.15)’deki gibidir. Bu
durumda sabit katsayilar1 bularak, ¢6ziim fonksiyonlarini yazalim.
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Co: €1 C; Kkatsayilarinin bulunmasi: (2.12)’te yer alan ifade, problem verileri icin diizenlenip
¢oziiliirse ¢, katsayisi asagidaki gibi hesaplanir.

2
—270+~2707 —4.9.50 k=0.184=c ; cp=0.429

%% +270k-50=0 :k; 5 =
: 18

Hesaplanan ¢, katsayis1 (2.14)’te yer alan ¢6ziim fonksiyonlarinda =0 i¢in » = ry = 0.5m ve
0=60=0 rad yazildiginda ¢; = 0.03827 ve c; =./0,5 olarak hesaplanir. Bu durumda ¢dziim

fonksiyonlarinda bulunan katsayilar yazilip diizenleme yapilir ise (2.16)’daki ¢o6ziim
fonksiyonlar elde edilir.

(18.181 6-0.696)
(2.16)

F(t)=15.09t7 +5.494t + 0.5  O(r)=0.055In(r)+0.03827 r=e

Ornek olarak verilen problemde yer alan m kiitleli maddesel noktanin hareket yoriingesi,
baslangi¢ kosullar1 lizerindeki kisitlayicilar dikkate alinarak elde edilebilir hale gelmistir. Ayni
problemin verileri ve kisitlayic1 sartlar1 dikkate alinarak MATLAB programinda sayisal
cOziimleme islemi gerceklestirilmistir.

2.3. Kuvvet Bilesenlerinin Sabit Oldugu I. Durumda Hareket Denklemlerinin Ornek
Problem I¢in Sayisal Coziimii

Boliim 2.1°de ornek olarak verilen probleme ait hareket denklemlerini ayni baglangi¢ kosullari

icin MATLAB programinda sayisal olarak ¢ézmeye g¢alisalim. Asagida problemin baslangi¢
kosullar1 yer almaktadir.

m=02kg ; YFy =INve 2 F, =6N

Fr*:&=i=30 -FG*_Z:F(9 1

»

0.2 m 0.2
- * _2F, 03 =
t=0igcin r=1y=05m ; ro=—=-,/1 = =5.494 m/s
3¢y 3. (0 429)

c 0429

; 90—\/— \/—

0=0p=0rad =0.607 rad/s

(2.14) ve (2.15) ‘deki 2.denklemleri sayisal olarak MATLAB programinda ¢ozdiirebilmek i¢in
bu denklemleri 1. Mertebeden denklem sistemine doniistiirmek gerekir. Bu amagcla x(1) , x(2),
x(3) , x(4) seklinde dort adet yeni degisken tanimlayalim. Burada,

x(I)=r; x(2)=dr/dt; x(3)=0 ; x(4)=deo/adt (2.17)
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Tanimlamis oldugumuz x degiskenleri arasindaki iligkiler (2.18) ve (2.19) ‘da gosterilmistir.

dr _dx(l) _ do _dx(3) _

= x(2 = x(4

dt dt 2 dr dt 9 (2.18)
d’r _dx(2) d’0 _ dx(4) (2.19)
dt’ dt dt’ dt

(2.18) ve (2.19) ifadeleri, (2.14) ve (2.15)’da yerine yazilirsa,

D) B "y x()x(d (2220)
dt
dx“’)—(F 0 ) (2 )22 221)

x() x(1)

MATLAB programinda (2.20) ve (2.21) ifadelerinin ¢6ziimii i¢in “duruml” adinda
olusturdugumuz fonksiyon dosyasi drnekte verilen problem igin Tablo 2’ de verilmigtir.

Tablo 2. durum1.m dosyasi

function dx = duruml (t,x)

dx(1)=x(2) ;

dx(3)=x(4) ;

dx=[x(2);30+x(1)*x(4)"2;x(4),;(5 / x(1)) - (2 / x(1)) *x(2) *x(4)];

MATLAB programinda adi diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimiine iligkin Runge-Kutta
metodunu kullanan Ode45 fonksiyonu, problemin baslangi¢ degerleri yazilip ¢alistirildiginda
(Tablo 3), hareket denklemlerine sayisal ¢oziimii gergeklestirilmis olur. Sayisal ¢6ziim sonucu
elde edilen degerler Tablo 4’te yer almaktadir.

Bu durumda MATLAB programinda elde edilen ¢oziime ait sayisal degerlerin grafikleri Sekil 2
ve Sekil 3’te gosterilmis olup Excel yaziliminda, Tablo 4’teki degerlere quadratik egri uydurma
islemi uygulandiginda elde edilen fonksiyonel denklemin (2.16)’deki gibi elde edildigi goriiliir.

Tablo 3. Ode45 fonksiyonunun kullanimi

% Diferansiyel denklemin ¢oziimii:
%[t, x] =oded5 ( ‘duruml’, [ty t, ], [ro (dro/dt) Gy (d6,/dt)])
[t, x] = ode45 ( ‘duruml’, [0 5], [0.5 5.494 0 0.607] )

Dolayisiyla belirli kisitlayici sartlar altinda m kiitleli maddesel noktanin hareket yoriingesinin
tayini i¢in 6zel ¢ozim niteligi tasiyan analitik ¢6ziim sonuglarinin sayisal ¢dziim sonuglari ile
uyum igerisinde oldugu soylenebilir.
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Tablo 4. MATLAB yazihminda sayisal ¢6ziim sonrasi elde edilen sayisal veriler

t(s) r(t) t(s) r(t) t(s) r(t) t(s) r(t)

t x(1) t x(1) t x(1) t x(1)
0,000 0,50 0,115 1,33 0,857 16,30 3,019 154,60
0,000 0,50 0,136 1,53 0,931 18,69 3,144 166,91
0,000 0,50 0,158 1,74 1,005 21,25 3,269 179,69
0,000 0,50 0,179 1,97 1,079 23,98 3,394 192,95
0,000 0,50 0,200 2,20 1,152 26,87 3,519 206,67
0,001 0,50 0,227 2,53 1,247 30,83 3,644 220,87
0,001 0,51 0,254 2,87 1,342 35,05 3,769 235,54
0,002 0,51 0,282 3,24 1,437 39,55 3,894 250,68
0,002 0,51 0,309 3,63 1,532 44,32 4,019 266,29
0,004 0,52 0,344 4,17 1,653 50,84 4,144 282,38
0,006 0,53 0,378 4,74 1,775 57,80 4,269 298,93
0,008 0,55 0,413 5,35 1,897 65,22 4,394 315,96
0,010 0,56 0,448 5,99 2,019 73,08 4,519 333,46
0,021 0,62 0,493 6,87 2,144 81,62 4,639 350,76
0,031 0,68 0,538 7,82 2,269 90,63 4,759 368,49
0,041 0,75 0,582 8,82 2,394 100,11 4,880 386,66
0,052 0,82 0,627 9,88 2,519 110,07 5,000 405,27
0,068 0,94 0,685 11,33 2,644 120,49
0,083 1,06 0,742 12,89 2,769 131,39
0,099 1,19 0,800 14,54 2,894 142,76

270

Sekil 2:
Maddesel noktanin Kutupsal koordinat sisteminde[r=f(6)] hareket yoriingesi
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Sekil 3:
Maddesel noktanin Kartezyen koordinat sisteminde [r=f(t)] hareket yoriingesi

2.4 I1. Durumda analitik ¢6ziim yaklasimi

Coziim fonksiyonlarinin, stirekli bir f{z) fonksiyonunu igerecek sekilde a, b, ¢, c¢; sabit
katsayilar olmak iizere (2.22)-(2.23) ‘te belirtildigi formda olduklarmi kabul ederek ¢oziime
baslayalim.

0(1) = c; +cq.In(f(v) (2.22)
b
rt)=a.[f(1)] (2.23)
(2.22) ve (2.23) ‘te yer alan ifadelerin zamana gore tlirev ifadeleri (2.3) ’te yerine
yazilirsa,(2.24)’te yer alan ifade elde edilir.

2 o
Fo=abfb -Df0 "2.00) + b ) ]-afv P2 co? 0 (224

Bu ifadede 5=2 igin 6zel bir ¢6ziimiin oldugunu kabul edelim. Bu durumda;

2

E'=2al(0) + f0-fi9] - acy’ fit) (2.25)

(2.25) ifadesi elde edilir. Bu ifadede esitligin sol tarafinda yer alan kuvvet igeren ifadenin degeri
sabit oldugu icin esitligin sag tarafinin da sabit olmas1 gerekir. Bu kosulu saglayan durumlardan
bir tanesi ise esitligin saginda yer alan tiim terimlerin ayri1 ayri sabit olmasi durumudur.
Dolayisiyla, f(#) fonksiyonunun zamana bagl tiirevinin sabit olmasi durumunun bir 6zel ¢dziim
fonksiyonu olusturacagini soyleyebiliriz. Bu durumda f{#) fonksiyonunu asagidaki gibi dogrusal
fonksiyon olarak secebiliriz.

fi)=t+n (226)
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Analitik yaklagim sonucunda, ¢6ziim fonksiyonlar1 (2.27-2.32)’teki gibi elde edilir.

rt)=a.ft +nj’ 2.27)
0(t)=c; +cy.In(t +n) (2.28)
r()=2at +n] (2.29)

r (1) =2a (2.30)

() = tcfn 231)
0(t) = 7 -+CZ) . (2.32)

Kuvvet bilesenlerinin sabit degerini katsayilar cinsinden elde etmek igin (2.27-2.32)’deki
ifadeleri (2.3) ve (2.4)’te yerine yazilir ise (2.33) ve (2.34)’deki ifadeler elde edilir.

L] '2
E =(r-r6 )=2a-ac,’ (2.33)
Fe* =(2r0+r6 )=3ac, (2.34)

a, ¢, 0, ¢;_katsayilarimin bulunmasi:

a, ¢y, n, c; katsayilarin1 baslangi¢ sartlarindan bulabiliriz. Bu baslangi¢ sartlar1 asagida ifade
edilmistir.

[ ) [ ) [ ]
c
t=ty icin r:r():anz ; 0=0p ;r=1r =2an#0 ; 9:90:—07&0
n

¢y katsayisini bulmak icin (2.33) ve (2.34) ifadelerini birbirine oranlayarak e orant1 sabitini £
olarak tanimlayalim.

* 2 2
Fr*:ZFr ,_ FH*:ZFQ F_r*:k:2a—aco _2-¢

m m F, 3acy 3¢,

¢,” +3key—2=0 (2.35)

k degeri problemin baslangi¢ verilerinden belirli oldugundan dolay1 ¢, katsayisi (2.35)’da yer
alan 2. dereceden denklemin ¢6ziimii ile bulunabilir. Burada ¢, > 0 “dir.
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—3k+\9k’ +8

C =
0(1.2) P

(2.36)

¢y katsayisi ve m Kkiitleli maddesel noktanin iizerine etki eden kuvvet bilesenleri belirli
oldugundan dolay1 a katsayisi (2.37) ifadesinden bulunabilir.

_Fy (2.37)
3¢y

a

n katsayis1 t = ¢, i¢in » = r 4 baslangi¢ sartinin (2.27) denklemine uygulanmasi ile asagidaki
ifadeden bulunabilir.(n>0)

r,=a.[t,+n]’
c; katsayis1 ¢ = ¢y igin € =6, baslangi¢ sartinin (2.28) denklemine uygulanmasi ile agagidaki
ifadeden bulunabilir.
0y =c; +cy.In(ty+n)
Baslangi¢ sartlarindan anlasilacagi gibi bu ¢oziim yontemi igin kisitlama sadece v, (m/s) ve

w(rad/s) hizlarinin t=t, anindaki baglangi¢ degerleri i¢in getirilmektedir. Bu iki degisken disinda
diger parametrelerde herhangi bir kisitlama yoktur.

2.5 Kuvvet bilesenlerinin sabit oldugu I. durumda hareket denklemlerinin 6rnek problem
icin sayisal ¢oziimii

Analitik ¢6ziim yonteminin gegerli oldugu baslangi¢ kosullarini igeren bir problem Ornegi
asagida yer almaktadir.

m=02kg ; YFy =INve 2 F, =3N vet=t,=0 sn icin r=ro=0.5m ve 6=6,=0 rad olsun.

F. = 2ty =——=15; Fy = h =—=20 olarak hesaplanir.
m 0.2 m 0.2

Bu problemin ¢oziimiinde gelistirilen analitik ¢6ziimiin uygulanabilmesi i¢in asagida yer alan
baslangi¢c kosullarinin olmasi gerektigi ifade edilmisti. Bu nedenle oncelikle a, ¢y, n, ¢
katsayilarini bulalim.

r=ry=2an ; 0=0,=cy/n

o 3 _—2.25+(81/16)+8

s=k=— €001,2) = 5

Co;=0.682 ¢py==2.932 ¢, =0.682(c>0)
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*

FS 20
3¢y 3.(0.682)

9.773 ry=alfty+n]’=05=9.773.n;n=0.226

Op=0=c;+cy.In(ty+n)=c; +0.682.In(0.226) ;c;=1.014

r=rn)=2an 0=0p=c/n
v, =1y =9.773.(0.226)° = 4.417m/s w=0y=0.682/0.226 = 3.018 rad/s

Baslangi¢ kosullarinda yer alan kisitlayici parametrelere (v,, wy) ait degerler bulunduktan sonra
¢ozlim olarak gelistirilen fonksiyonlarda yerine yazilirsa (2.38),(2.39) ve (2.40) da yer alan
¢Oziim fonksiyonlar elde edilmis olur.

r(t)=9.773t° +4.418t +0.499 (2.38)
0(t)=1.014+0.682.In(t +0.226) (2.39)
r=f{0)=(0.499).¢*%% (2.40)

Analitik ¢6ziimii karsilastirmak amaci ile bu problemi sayisal olarak MATLAB programi
yardimi ile ¢ozmeye caligalim.

— F — F,
Fr:—z r:i:]5 ; Fez—z 021220
m 0.2 m 0.2
t=ty=0i¢cin r=1n=05m ; 0=0p=0rad ;

r=ro=4417m/s ; =09 =3.018 rad/s
x(l) =r ; x(2)=dr/dt ; x(3)=0 ; x(4)=do/dt

Tablo 5 ve Tablo 6’da sayisal program ve MATLAB Command Window ekranindaki ¢6ziim
icin olusturulan komut satirlar1 goriilmektedir.

Tablo 5. Sabit2.m programi ve Komut Satir

function dx = sabit2(t,x)

dx(1)=x(2) ;

dx(3)=x(4) ;

dx=[x(2);15+x(1)*x(4)"2;x(4);(20 / x(1) - (2 / x(1))*x(2) *x(4)];

Tablo 6. Sabit2.m programi ve Komut Satir

% Diferansiyel denklemin ¢éziimii:
%[t, x] =oded5 ( ‘sabit2’, [ty t. ], [ro (dro/dt) Oy (d6y/dt)])
[t, x] = ode45 ( ‘sabit2’, [0 5], [0.54.417 0 3.018])
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Komut satirinin c¢alistirilmasi sonucu diferansiyel denklemin sayisal ¢6ziimii elde edilmis olur.
Sayisal ¢oziim sonrasi elde edilen » = f (1) ve r = f( 0 ) egrileri Sekil 4 ‘te gosterilmistir.
Egriler i¢in uygulanan egri uydurma islemi ile elde edilen =f{#) fonksiyonunun analitik ifadesi

(2.41)’de belirtilmistir.

r(t)=9.773.t +4.418t +0.5001

240
2.93126 270
r=(0.499).e
(a)
300 T T T T T ™ T T T
: : : : : : P | — data1
——  quadratic
25D ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, -
ol W0)=Gi77s i+ aqdgt+gs001] i |
[N Y I S R R I O S R R R -
1] H
A I
.
T é ...................................... -
0 | | 1 i 1 1 | |

Maddesel noktanin (a) Kutupsal koordinat sisteminde[r=f(6)] (b) Kartezyen koordinat

0 05 1 1.5 2 25 3 35 4 45 5

t(sahiye)
(b)

Sekil 4:

sisteminde [r=f(t)] hareket yoriingesi
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MATLAB programi kullanilarak problemin sayisal olarak ¢ozdiiriilmesi sonucunda elde edilen
analitik ifadeler kabul edilebilir bir hata payiyla birbirine yakin ifadelerdir. Bu sonu¢ bu
boliimde gelistirilmeye calisilan analitik ifadenin uygun baslangic kosullart segilerek, bu tiir
direkt dinamik problemlerin ¢6ziimiinde kullanilabilecegini dogurur.

2.6. I11. Durumda analitik ¢c6ziim yaklasim

Gelistirilen analitik ¢6ziim fonksiyonlar1 belirli baglangi¢ kosullarini ihtiva eden kisitlayict
fonksiyonlar icermektedir. 2.4 ve 2.5’te agiklanan analitik ¢6ziim yaklasimlari, baslangig
kosullarinda kuvvet bilesenlerine iliskin herhangi bir kisitlayici sart igermemesine ragmen
uygulamada baslangi¢ kosullar1 iizerinde getirilen kisitlayici sartlar bir takim zorluklar ihtiva
edebilir. Bu acgidan degerlendirildiginde, analitik ¢oziimde sadece kuvvet bilesenleri iizerinde
kisitlayict sart kullaniminin, hem matematiksel hem de fiziksel uygulanabilirlik bakimimdan
daha kullanigl bir ¢6ziim yontemi oldugu sdylenebilir. Bu bdliimde kuvvet bilesenlerinin sabit
oldugu ancak kisitlayict sartlarin kuvvet bilesenleri i¢in olusturuldugu bir analitik ¢oziim
gelistirilmeye ¢alisilmistir. ¢, d, n, s katsayilar1 sabit birer say1 olmasi kosuluyla, (2.3) ve (2.4)
yer alan hareket denklemlerine ait ¢6ziim fonksiyonlarinin (2.42), (2.43) ‘deki gibi oldugunu
kabul ederek analitik ¢6ziime baslayalim.

1) = %(nt p (2.42)
0(t)=c,.In(nt +d) (2.43)

(2.43)’te yer alan ifadeye zamana gore integrasyon islemi uygulanirsa r(¢) fonksiyonu (2.44)
‘deki gibi elde edilir. Burada integrasyon sabitini(c;) sifir kabul ederek (2.42) ve (2.43) ‘te yer
alan ifadelerin tiirevlerini (2.3) hareket denkleminde yerine yazarsak; (2.45)-(2.46)’da yer alan
ifadeler elde edilir. Bu ifadelerin gegerli oldugu durumlardan bir tanesi, esitligin sag tarafinda
yer alan her bir terimin sabit olmasi sart1 kullanilarak elde edilebilir. Bu durum s = / alinarak
saglanabilir.

ra)—————————mt+df+1 i (2.44)
d*(s+1)
Fr* 7 - sn( t+dP 1 r0 (c5. n) (nt +d)* )i (2.45)
d’ n(s+1).d’
Fy' =202 g gt - 02 LIPS (2.46)
d’ n(s+1).d’

s = [ alinarak yukarida yer alan ifadeler yeniden diizenlenirse, (2.47), (2.48), ve (2.49) elde
edilir.

;m=%mww (2.47)

72



Uludag Universitesi Miihendislik-Mimarlik Fakiiltesi Dergisi, Cilt 17, Sayi 2, 2012

o r(’ "2 ] (2.48)
* 3]’0.1/1.02 3]’0.60

F = =
0 2d > (2.49)

¢z, d ve n katsayilarinin bulunmasi:

Baslangic Sartlari:

r=ny#0 ;0=6) * 2 3.
=0 igin o o e o F* 0 n[]_i :%
r=r#z0,;0=00%0 :

c; katsayisimin bulunmasi: (2.48) ve (2.49) denklemlerini birbirine oranladigimizda olusan
ifade (2.50) ¢, katsayisina bagli ikinci dereceden bir denklem olup, c; katsayis1 bu denklemin
pozitif reel kokiidiir ve asagidaki gibi bulunabilir.

*

L=k ¢’ +3ke,—2=0 (2.50)
Fy

2
_—3ki\/9k +8 (2.51)

C, = P

d_Kkatsayisinin bulunmasi: ¢ =¢, icin = 6= c ,.ln (d) baslangic sartindan d katsayisi
asagidaki gibi bulunur.

d = el (2.52)

n_Kkatsayisimin bulunmasi: ¢ =t, i¢in d@ /dt =d 6,/ dt =c,.(n/d)) baslangig
sartindan n katsayis1 agagidaki gibi bulunur.

(2.53)

Yukarida agiklanan baslangi¢ kosullar1 dikkate alinarak gelistirilen bu ¢6ziimii sayisal veriler
iceren bir mithendislik problemine uygulamaya ¢alisalim.

> F,=3N, m=02kg

7"0 750:017’” N 90 zorad
t=0 icin . .
r, #0=(2/3)Ym/s ; 0o = Irad/s
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Yukarida baslangic kosullari verilen problem igin (2.50) ifadesi uygulamirsa, Fy = 1 ve
2 Fo=5N olarak hesaplanir. d katsayis1 “1” ve ¢, ve n katsayilar ise sirasiyla 0.044 ve 22.52
olarak bulunur. Bu durumda ¢6ziim fonksiyonlar1 (2.54)’deki gibi elde edilebilir.

o

dS
O(t) = c,.In(nt +d) = 0,044 In(22,52t +1)

(1) =

(nt +d)* = %(22,52 +1) > r(t) =15,02¢° +%+o.1
(2.54)

Yukaridaki problem igin elde edilen konuma ait ¢6ziim fonksiyonunun grafigi Sekil 5’te yer
almaktadir.

rit)

t(s)

Sekil 5:
Konumun zamana bagl degisim grafikleri

Bu yontemin, kuvvet bilesenleri iizerine getirilen kisitlama diistiniildigiinde, diger kisimlarda
gelistirilen yontemlere gore daha uygun oldugu sdylenebilir.

3. BULGULAR VE TARTISMA

Bu calismada, “m” kiitleli parcacigin polar koordinat sisteminde iki boyutlu egrisel
hareketine iliskin diferansiyel denklemlerin analitik ¢ézlimleri gelistirilmistir. Non-lineer ve
homojen olmayan iki adet diferansiyel denklemin es zamanli analitik ¢6ziimii kuvvet
bilesenlerinin sabit oldugu durumlar i¢in gerceklestirilmistir. Ug farkli durum igin sonuglar
irdelenmis ve ¢oziim fonksiyonlarmin hangi durumlar igin gegerli oldugu belirtilmistir.
MATLAB paket programi yardimiyla elde edilen sayisal ¢6ziim sonuglar ile karsilastirilmis ve
her iki metotla elde edilen sonuc¢larin uyum igerisinde oldugu goriilmiistiir Ayrica uygulama
acisindan diigiiniildiigiinde, kuvvet bilesenleri i¢in kisitlayicilar igeren ¢6ziim fonksiyonlarinin,
fiziksel olarak gercek hayatta daha uygulanabilir oldugu belirtilmistir.
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4. SONUCLAR

Gergeklestirilen bu calismanin, literatiirde direkt dinamik problemlerin ¢dziimiinde analitik
yontemlerin az sayida olmasi ve analitik yontemlerin pratikte kolay ve uygulanabilir olmasi

nedeniyle bircok arastirmaciya yoOn verecegi

kanaatindeyim. Elde

edilen ¢Oziim

fonksiyonlarinin, c¢esitli miihendislik problemlerine uygulamalar1 &rneklemelerle sunularak
belirli kosullar igeren problemler igin pratik sonuglar almanin miimkiin oldugu sonucuna
varilmistir. Daha sonraki ¢aligmalarda ise kuvvet bilesenlerinin degisken oldugu durumlar igin
analitik ¢oziimler gelistirmeye yonelik sayisal ve matematiksel ¢aligmalar tizerinde durulacaktir.

SIMGELER DIiZiNi
a, b, co, Cp, Cod, n, s

F

2F,

2Fy

: Sabit katsayilar
: Kuvvet (N)

: Radyal (r) dogrultudaki toplam kuvvet bileseni (N)
: (0) dogrultusundaki toplam kuvvet bileseni (N)
: Kiitle (kg)

: II. dereceden fonksiyonda bagimsiz degisken

: Silindirik koordinatlarda ac1 (radyan)

: Silindirik koordinatlarda yer degistirme vektori

: Yer degistirme vektoriinlin zamana gore 1. tiirevi

: Yer degistirme vektoriiniin zamana gore 2. tiirevi
: Zaman(saniye)
: Hiz (m/s)

: Agisal hiz (radyan/saniye)

: Agisal fonksiyonun zamana gore 1. tiirevi

: Agisal fonksiyonun zamana gore 2. tiirevi
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