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Vullleumier Makinasi Nonlinear Analizi

Necati ULUSOY

SDU. Miih-Mim Fak. Makina Miihendisligi Béliimii, ISPARTA

Termik olarak tahrik edilen Vuilleumier makinasi, sogutma ve 1sitma amacli kullanilabilen bir
1s1 pompasidir. Giines enerjisi dahil hemen her tiirlii 1s1 kaynagini kullanabilme o6zelligi,
yenilenebilir enerji kaynaklarindan yararlanmak i¢in alternatif bir makine olarak
degerlendirilmesini saglamaktadir. Serbest pistonlu tip Vuilleumier makinesinde iki piston,
titresim yapan iki serbestlik dereceli bir yay-kiitle sistemi olusturmakta ve dinamik olarak bir
cift ikinci dereceden nonlineer diferansiyel denklemle modellenebilmektedir. Bu ¢alismada
soz konusu iki serbestlik dereceli nonlineer dinamik sistemin bir siniizoidal kuvvetle
zorlanmas1 halinde genlik cevabi ¢ok zaman oOl¢ekli metotla arastirildi.  Sistem
parametrelerinin, sabit genlikli ¢0zlimiin kararliligt ve catallanmasi(bifurcation) iizerine
etkileri belirlendi. Sonuclar, degisik zorlayic1 frekans araliklarinda sistemin sabit genlik
cevabinda sigrama olayinin ortaya ¢iktigini gostermistir.
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Nonlinear Analysis Of Vuilleumier Machines
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Thermally driven Vuilleumier machine is a heat pump used for both heating and cooling.
Ability to use almost all kind of heat source, including solar energy, makes it a viable
alternative machine for using with renewable energy sources. Two pistons in Free-piston type
Vuilleumier machine is essentially a vibrating two degree of freedom spring mass system and
can be dynamically modeled, leading to a set of coupled nonlinear ordinary differential
equations. In this study, amplitude response of the system to an harmonic force is investigated
using the method of multiple time scales. Effects of the system parameters on the stability and
bifurcation of stationary amplitude response are determined. Results show that, jump
phenomena in the stationary amplitude response occur at some values of the forcing
frequency.
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1 GIRIS

Vuilleumier c¢evrimi ile c¢alisan 1s1
pompalarinin sogutma ve 1sitma amagh
kullanilabilecegi son yillarda yapilan
caligmalarla gosterilmistir [1]. Vuilleumier
1s1 pampasi termik olarak tahrik edilen bir
1s1 pompasidir. Yeterince yiiksek sicaklik
saglayabilen herhangi bir 1s1 kaynag: tahrik
i¢in kullanilanabilir. Bu ozelligi,
Vuilleumier makinasini, gilines enefjisi
veya jeotermal enerji gibi yenilenebilir
enerji kaynaklarinin 1sitma ve sogutma
amach kullaniminda O6nemli bir alternatif
yapmaktadir. Vuilleumier 1s1 pampasinin
verimlilik, yenilenebilir enerji
kullanabilme ve ¢evre kirliligi agisindan
mevcut CFC Kkullanan 1s1 pompalarina gore
belirgin ustiinliikkleri olmasina ragmen
birim agirlik basina diisiik gii¢ iiretmesi
onun mevcut 1s1 pampalar1 ile rekabetini
onlemektedir.Diisiik birim gii¢ iiretiminin
sebebi  Vuillemier 1s1  pompalarinda
kullanilan  biiyiik ve  agir  krank
mekanizmasidar. Birim gili¢ {retiminin
arttirllmasinin ~ bir yolu bu makinay:
kranksiz yani serbest pistonlu olarak

caligmalar ve tasarlanip iiretilen serbest
pistonlu Vuilleumier prototip 1s1 pampalari
iimit vericidir [2,3].

Sekil 1 de [2] tarafindan tasarlanip tiretilen
ve test edilen bir prototip serbest pistonlu
Vuillemier 1s1 pompasi sematik olarak
goriilmektedir. Makina bir sicak silindir,
bir soguk silindir ve bir yanma
odasindan(sekilde gosterilmemistir)
olugmaktadir. Silindirler i¢erisinde bulunan
pistonlar eksenel olarak ileri geri hareket
ederken makina igerisinde bulunan sabit
miktardaki gaz silindirlerin bir ucundan
diger ucuna 1s1 degistiricilerden gegerek
hareket etmektedir. Sicak silindir i¢erisinde
1sinarak genlesen gaz 1s1y1 ise ¢evirmekte,
soguk silindir bu isi kullanarak 1s1
pompalamaktadir.  Sicak  ve  soguk
silindirler icerisinde bulunan serbest
pistonlar birer yay aracilifi ile makina
govdesine baglanmislardir. Bu haliyle
pistonlar iki serbestlik derecesine sahip bir
dinamik kiitle-yay sistemi olugturmaktadir.

tasarlamaktir.  Son  yillarda  yapilan
Sicak
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Sekil 1. Serbest Pistonlu Vuilleumier Is1 Pompasi Sematik Goriiniisii
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Sistem zorlamasiz kendi dogal frekansi ile
titresebildigi halde, istenilen frekans ve
genlikte hareket elde etmek icin, sicak
piston bir lincer elektromotor tarafindan
eksenel olarak tahrik edilmekte ve bunun
sonucu zorlanmis yay-kiitle sistemi haline
gelmektedir.

Serbest pistonlu Vuilleumier makinasi
dinamiginin lineer analizi [2] ve [3]
tarafindan gerceklestirilmistir. S6z konusu
caligmalarda, sistemi matematiksel olarak
modelleyen diferansiyel hareket
denklemleri lineerlestirilerek pistonlar igin
notr kararli periodik hareket sartlar
arastirilmistir.  Lineer olarak  bulunan

Bu calismada serbest pistonlu Vuilleumier
makinasi dinamigi bir  nonlineer
matematiksel ~ modelle  incelenmistir.
Modelde gaz basinci degisimi pistonlar
lizerine etkiyen bir lineer soniimleyici ve
nonlineer geri ¢agirict kuvvet olarak yer
almaktadir.  Lineer elektrik  motoru
siniizoidal bir tahrik kuvveti olarak kabul
edilmistir.

Cok zaman Olcekli metot kullanilarak
ikinci derece diferansiyel hareket denklemi
ciftinden, sistemin rezonans dinamigini
belirleyen dort adet birinci derece
diferansiyel genlik denklemleri elde edildi.
Matematica [4] kullanilarak, genlik

periodik hareket yapisal olarak kararl denklemlerinin sabit ¢Oziimlerinin
olamaz. Thmal edilen yiiksek dereceden kararliligt ve catallanmasi (bifurcation)
terimler periodik hareketin arastirildi.

soniimlenmesine veya bir bagka stasyoner
¢Oziimiin ortaya ¢ikmasina sebep olabilir.

2 HAREKET DENKLEMLERI

Sekil 1 esas alarak, sicak ve soguk pistonlar i¢cin hareket denklemleri asagidaki gibi
yazilabilir:

m, %, +¢,X, +k,x, = A, (R, — P)+ F,cosat
mcxc +CcXc + chc = Acr (Pbc - P)

(1)

Burada, ch ve c., sicak ve soguk silindirlere ait 1s1 degistiricilerde viskoz siirtiinme nedeni ile
meydana gelen basing diismelerini temsil eden soniimleme terimlerinin katsayilaridir. m
piston kiitlesi, Anr Ve A¢r sicak ve soguk piston kollarinin kesit alanlar1 ve Fe sinlizoidal motor
tahrik kuvveti genligidir. Calisma hacmi igindeki P gaz basincinin ani degerinin hacimsel
olarak tiniform oldugu kabul edilmistir. Silindirler ve 1s1 degistiriciler izoterm kabul edilerek
kiitlenin korunumu ve ideal gaz kanunlar1 kullanilarak P basinci asagidaki gibi ifade
edilebilir [5]:

_ Po _E Ah_Ahr_ﬁ _1 i_AC_ACI' _ \L
P lrax —ax ah_g|: T TJ’ a”JT T } g_sz @)

c

m m

Burada indis j Sekil 1 de gosterilen hacimleri temsil etmektedir. V ve T ilgili hacmi ve
icerisindeki gazin sicakligini gostermektedir. Sigrama hacimlerindeki degisim orani kiigiik
oldugundan bu hacimlerdeki basinglar sabit ve xp=X=0 konumundaki ortalama gaz basinci P,
e esit kabul edilmistir: Pp,=Ppc=P,. Denklem (2) de verilen P ifadesi xn=x=0 etrafinda ligiincii
dereceye kadar Taylor serisine agilarak (1) denklemlerinde yerine yazildiginda hareket
denklemleri asagidaki hale gelir:
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m, %, +¢, %, +(k, —P, A, a, )x, =—P, A ax, + POAh,(— y2+ y3)+ F.coswt
mcxc +CcXc +(kc + I:)oAcra'c )Xc = IDoAcrahXh + PoAcr (_ y2 + y?:) (3)
y= ah Xy — ac X,
Denklem (3) den, sicak pistonun pozitif bir rezonansa sahip olabilmesi i¢in kn>P,Apan sartini

saglayan mekanik bir yaya gereksinim oldugu, soguk pistonun mekanik yay olmadan (k.=0)
da bir pozitif rezonansa sahip oldugu anlasilmaktadir.

Denklem (3) asagidaki tanimlamalar kullanilarak boyutsuzlastirilmistir:
d d

T =ot —=0— u, =X /L u =x_/L y=vVy/L
dt dT h h/ c c/ y y/
Cy Ce PA, P A @,
= = —_0 =_o o Q = —
g 2m, @ ‘. 2m o M et ° me’L "
F
Qc:& f,=—% o, =a,L o, =al
w m,o°L
w, = \/(kk - I:)oAhra‘h )/mh o, = \/(kc + PoAcrac )/mc

Burada L, maksimum piston genligi, o, Ve o sicak ve soguk piston dogal frekanslaridir.
Yukarida verilen tanimlamalar denklem (3) de yerine konuldugunda asagidaki boyutsuz
hareket denklemleri elde edilir:

Uy +25,U) + Q2 = u(—au, — 2 +§°)+ f,cosT @

u(r:r + chu(’: + quc = /uc (ahuh - ‘y‘Z + 'y*s)
Burada (") t ya gore tiirevi gostermektedir.

3 COK ZAMAN OLCEKLI METOT

Denklem (4) de verilen sistemin rezonans civarinda tahrik edilmesi durumunda genlik
cevabini incelemek i¢in ¢ok zaman oOl¢ekli metot kullanilmistir[6]. Bunun i¢in asagidaki
tanimlamalar yapilmistir:

Uy (7;8) = Uy (Ty, Tp) + Uy (T, Ty)
U (758) = Uy, (Ty, Ty) + &Uy (Tp, Ty)

Burada T, =rhizli zaman Glgegi ve T, =¢rise yavas zaman Olcegidir. Zamana gore tiirevler

(5)

asagidaki sekli almaktadir:

4 D, +D,
T
42 (6)
~D? +2¢D, D,

2
T

Burada D, =&/oT, ve D, =8/éT; dir ve O(¢?) terimleri ihmal edilmistir. Ikinci olarak asagidaki
yeniden Ol¢eklendirme islemleri yapilmigtir:

ghz‘ggh gc:‘gg/c /’lh:‘g’?h /Llc:g??c erSF
Q? =1+¢0, Q2 =1+e(o, +0,) (7)
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Burada ¢, birden kiigiik pozitif seriye a¢ilim parametresidir ve oniine geldigi terimlerin kii¢iik
oldugunu ima etmek i¢in kullanilmaktadir (0 < & < 1). o; sicak piston dogal frekansi ile
zorlayict kuvvet frekansi arasindaki farki, o, ise soguk ve sicak piston dogal frekanslari
arasindaki farki temsil etmektedir. (5-7) ifadeleri (4) denklemlerinde yerine konulup
esitliklerin iki tarafindaki ayni mertebeden € un katsayilar1 esitlendiginde asagidaki
denklemler elde edilir. O(1) igin:

2 _
DoUpo + Uy =0

DU, +U, =0 ©)
ve O(e) igin:
Diu,, +U,, =—2(c,+D,D, + &, D), + 17, (—ex Uy, — Yo +Yo)+Fcost )
Diu, +Uy, =-2(c, +o,+ DyD, + £ DU + 717, (@ Upy — YE + Ve)
(8) denklemlerinin kalic1 ¢ozlimleri asagidaki gibidir:
u, = A (T,)e™ +cc. 10)

U = A (T,)e™ +cc.

Burada cc. kompleks esleniktir. An(T1) ve A¢(T1) nin zamanla degisimi (9) un ¢éziimii ile
belirlenecektir. (10) da verilen ¢oziimler (9) da yerine konuldugunda asagidaki ifadeler elde
edilir:

Dozuhl +Uy =

{-2[A, + (0, +i) Al -ma A +3(a, A, —a A ) (a, A, —a A)+F /2}e™ +cc.

Dozucl TUy =

{-2fiA + (o,+ o, +iC)AT+n.0, A, +3(a, A, —a A (a, A —a A )™ +cc.

(11) denklemlerinin sag tarafindaki frekansi 1 olan (sekiiler) terimlerin elimine edilebilmesi
i¢in:

(11)

_Z[IAf: +(01+i§h)Ah]_nhacAc +3(ahAh _acAc)z(ahKh _acz‘c)-" F/2=0
—2fiA; + (o, + o, +iG ) A ]+ ., A, +3(a A _acAc)Z(ahAh —a,A)=0
sartinin saglanmasi gerekir. Burada A, =0A, /0T, A, ise An m kompleks eslenigidir.

(12)

Kompleks degerli (12) denkleminden reel degerli ifadeler elde etmek icin asagidaki
tanimlamalar yapilmistir:

A =%rheiﬁh ve A =%rceiﬁc (13)

(13), (12) de yerine konulup reel ve sanal kisimlar ayrilirsa asagidaki genlik ve faz acisi
denklemleri elde edilir:

K= ¢t SFsin g, + Saun,r sin(B, — f)ll+ > (@2r? +alr2)] -
2 2 4 (14)

3 )
gaczahﬂh r’r, sin2(3, — B,)
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By =ty — 5 F 08 B+, cos(f, — )L+ Sl — )] - )
gaczahnhrczrh cos 2(B. — p) _%aczrcznhrhah
=G+ Sy, SinB, — )L+ S (@2r? + afr?)] -
2 4 (16)
3 ) 5 .
gacahncrc rh sin Z(ﬂc _:Bh)
r _ 1 _ E 2.2 g 2,2 _
rcﬂc _(O-l +02)rc + ahncrh COS(ﬁC ﬁh)[1+ ah r-h + ac rc )]
2 4 4 (17)

gaczar?ncrczrh Cos 2(ﬂc - ﬂh) _gafrcsnc

Bilindigi gibi (14-17) denklem sisteminin denge noktalar1 (4) de verilen dinamik sistemin
periyodik ¢6ziimiinii temsil eder. Denge noktalari ise r/ =0 ve g/ =0(i=h,c) sartin1 saglayan
ri ve Bi degerleridir. Denklem (14-17) nin sag taraflari sifira esitlenerek bulunan pozitif ry Ve I
genlik degerleri, (14—17) denklem sisteminin stasyoner ¢oziimiidiir. Stasyoner ¢oziimlerin
kararlilig1, (14-17) denklemlerinin denge noktasinda hesaplanan Jakobiyen matrisinin 6z
degerleri incelenerek belirlenebilir Jakobiyen matrisinin biitiin 6z degerleri negatif reel kisimli
ise denge noktas1 kararli, en az bir pozitif reel kisimli 6z degeri varsa denge noktasi
kararsizdir [7].

4 ORNEK UYGULAMA

Sistem parametrelerin degisik degerleri i¢in Mathematica programi kullanilarak onceki
boliimde agiklanan yolla yapilan incelemelerin sonuglar1 grafik olarak verilmistir. Sonuglar
(F,01) catallanma (bifurcation) seti ve (rn, 1) genlik-frekans diizlemlerinde verilmistir. Biitiin
sayisal incelemelerde:

Nh=9,2 Ne=38 o, =-0,06 an=0,04 ao.=0,02

degerleri kullanilmistir. Soniimleme katsayilar1 &, ve & nin iki farkli degeri i¢in inceleme
yapilmistir. £,=E:=0,5 degeri ile yapilan inceleme sonuclar1 Sekil 2 ve 3 de verilmistir. Sekil 2
stasyoner ¢Oziimiin ¢atallanmasini saglayan (F, 6;) parametre cifti degerlerinin olusturdugu
noktalar1 gostermektedir. Sekil 3, ry stasyoner genlik degerinin o; frekansi ile degisimini F nin
ti¢ farkli degeri igin gdsteren rezonans diyagramidir. £,=£=0,35 degeri i¢in elde edilen (F, o)
catallanma diyagrami Sekil 4 de, farkli iki F degeri i¢in elde edilen (rh, o) rezonans egrileri
Sekil 5 de goriilmektedir.

100
90
80
70
60
50

30
-2 -15 -1 -05 0 0.5 1
Ol

Sekil 2. Stasyoner Genlik Coziimii Catallanma Diyagrami: ,=£.=0.5

7
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-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1
O1

Sekil 3. Stasyoner Genlik Degerinin Frekansla Degisimi: £,=E£:=0.5

5 SONUCLAR

(F,o1) parametre seti Sekil 2 deki ¢atallanma diyagraminda S1 ve S2 egrileri arasinda kalan
bolgede secildiginde (14-17) denklem sisteminin iki kararli ve bunlar arasinda bir kararsiz
olmak {tizere ii¢ farkli stasyoner ¢6ziimii vardir. Bu durum Sekil 3 de F=40 a karsilik olan
rezonans egrisinin yaklasik —1,1<c,<-0,7 araliginda kalan bolgesinde gozlenebilmektedir.
Burada ve diger biitlin rezonans egrilerinde kararli stasyoner c¢oziimler siirekli, kararsiz
coziimler kesik c¢izgilerle gosterilmistir. (F,o;) seti Sekil 2 deki iki egrinin diginda
secildiginde stasyoner ¢oziim tek degerli olmaktadir. Sekil 2 de F nin 32,4 iin altindaki
degerleri i¢in stasyoner ¢oziimler her o degeri icin tek degerlidir. Sekil 3 de F=32.4 e karsilik
gelen egri tek degerli ¢oziim ve ii¢ degerli ¢oziim arasindaki gegisi gostermektedir. F=30 igin,
Sekil 2 ve 5 den acgikca goriildiigli gibi her o degerinde dinamik sistemin tek bir kararl
stasyoner ¢Oziimii vardir. Sekil 2 deki egrilerin iizerindeki (F,o;) Siir degerlerinde stasyoner
¢Oziim catallanmaktadir. Bu noktalarda rezonans egrisinde bir biikiilme meydana gelmekte ve
kararli stasyoner genlik degerinde bir sigrama meydana gelmektedir.

Soniimleme katsayilari &, ve & degerlerindeki azalma daha kiigiik tahrik kuvveti genliklerinde
(F) de stasyoner ¢oziimde c¢atallanma meydana gelmesine sebep olmaktadir. Z,,=£:=0,5 i¢in
32,4 iin iizerindeki F degerlerinde catallanma gozlenirken(Sekil 2), £n=£:=0,35 i¢in F in
yaklagik 1,8 in {izerindeki degerlerinde catallanma gozlenmektedir(Sekil 4). Ayrica
soniimleme katsayilarinin degerindeki azalma pargali rezonans egrilerinin ortaya ¢ikmasina
sebep olmaktadir. Sekil 4 da S1 ve S2 catallanma egrilerinin birlesme noktasi (yaklagik F=13)
ile F=1,8 arasindaki F degerleri i¢in rezonans egrileri pargali olmaktadir(Sekil 5b).
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Sekil 4. Stasyoner Genlik Coziimii Catallanma Diyagrami: £,=£.=0.35

4 4
- F=15 - b F=5
3 | 3 | \
Ih - h -
2 - 2 L
O L | L | . | , | , | , | 0 n . | . | . | | |
2 15 -1 05 0 05 1 2 15 -1 -05 0 05 1
O] O]

Sekil 5. Stasyoner Genlik Degerinin Frekansla Degisimi: §=£:=0.35
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