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Oz

Dalga denklemi, uygulamali matematik ve fizik alanlarinda sik karsilasilan kismi diferansiyel denklemlerden bir
tanesidir. Dalga denklemi hiperbolik tipte ikinci mertebeden bir kismi diferansiyel denklemdir. Dalga denklemi
birgok doga olaymi modellemektedir. Ornegin yer¢ekimi dalgalari, ses dalgalari, 151k dalgalari ve yay hareketi gibi
olaylar dalga denklemi ile ifade edilebilir. Bu ¢aligmada iki baslangi¢ kosuluna ek olarak iki adet karigik tipte
sinir kosuluyla tanimlanmis potansiyel iceren dalga denkleminin sonlu aralikta ¢6ziimiin olabilmesi i¢in gereken
kosullar incelenmistir. Fourier yontemi yerine d’Alambert formiiliine benzer bir integral denklemi elde edilip bu
denklemin ¢oziilebilmesi igin gereken sartlar incelenmis ve gosterilmistir. Son olarak bu integral denklemi sonucu
elde edilen ¢6ziim ile Fourier yontemiyle elde edilen ¢6ziim karsilastirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Dalga denklemi, d’Alembert formiilii, Fourier yontemi.
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|. GIRIS

Dalga denklemi, uygulamali matematik ve fizik alanlarinda sik karsilagilan kismi diferansiyel
denklemlerden bir tanesidir. Dalga denklemi hiperbolik tipte ikinci mertebeden bir kismi diferansiyel
denklemdir. Dalga denklemi bir¢ok doga olayini1 modellemektedir. Ornegin yercekimi dalgalari, ses
dalgalar, 151k dalgalar1 ve hatta yay hareketi gibi olaylar dalga denklemi ile ifade edilebilir. Burada
dalganin tipine ve ortama bagli olarak “c” 151k hizi, ses hiz1 veya dalganin yayilma hizi gibi farkli
kavramlara karsilik gelmektedir.

Bir boyutlu homojen olmayan dalga denklemi asagidaki sekilde tanimlanmaktadir [1,2,3].

o°u  , U

—7 = +F(xD @
u(x,0)= f(x) 2
2 x0)=9(9 o)

(2) ve (3) kosullar1 baslangi¢ kosullari olarak adlandirilir. Burada fiziksel olarak u(X,t) X noktasinda t
anindaki konumunu belirtir. f(X) baslangi¢ anindaki konumunu ve ¢(X) ise baslangigtaki hizini temsil

eder. Problem sonlu aralikta tanimlandiginda iki baslangic kosuluna ek olarak asagidaki gibi iki adet
karisik tipte sinir kosulu verilebilir. [4, 5].

Z—”(o,t)—hu(o,t)w(t) ©)
X

%J (m, )+ Hu(z,t) =w(t) (7

Fiziksel olarak homojen olmayan kisim F(X,t) disaridan yapilan fiziksel bir kuvvet etkisini temsil
etmektedir. Bu ¢alismada homojen olmayan dalga denkleminin bir formu olan

o°u ou
o = e Ao ©

denkleminin sonlu aralikta ¢oziimii incelenecektir. Sonlu aralikta tamimli problem incelenirken
problemin taniml1 oldugu bolge genisletilecektir. Bu genisleme tanim araliginin hem soluna hem de
sagina dogru olacaktir. Ayni sekilde denkleminin ¢Oziimiiniin olmast i¢in gereken kosullar
incelenecektir. Sonlu aralikta problemin ¢dziimil Fourier yontemi ile verilmektedir. Bu yontem ilk
olarak d’ Alembert tarafindan dalga denklemini ¢6zmek i¢in dnerilmistir. Daha sonra Fourier tarafindan
gelistirilmigtir. Ostrogradski tarafindan ise en genel durum igin genellestirilmistir. Bu yontem sadece
dalga denkleminin ¢oziimiinde degil 1s1 ve laplace denklemi gibi kismi diferansiyel denklemlerin
¢oziimlerinde de kullanilmaktadir [2,3,4,6,7]. Fourier yontemi sonucunda ¢éziim bir sonsuz toplam
serisi seklinde elde edilmektedir. Homogen olmayan durumda ise ele alinan kismi diferansiyel denklem
bir Sturm-Liouville problemine doniismektedir [5]. Sturm-Liouville problemi ¢ok ¢aligilan bir konu
oldugundan sonlu aralikta homogen olmayan problemin ¢oziimiinde ¢gogunlukla Fourier yontemi tercih
edilmektedir. Sonlu aralik i¢in d’Alambert formiilii tipi ¢oziimler tercih edilmemektedir. Cattaneo ve
Fontana sonlu agirlikli sebekelerde tanimli dalga denklemi problemi igin d’ Alembert tipi bir ¢6ziim elde
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etmislerdir [8]. Akca ve Resulov hazirladiklar: yiiksek lisans tezinde, homogen olan dalga denklemi i¢in
karakteristik denklemin koklerine bagli olarak d’ Alembert tipi ifadeler etmislerdir [9].

[I. BULGULAR VE TARTISMA

A. SONLU BiR ARALIKTA KARISIK PROBLEMIN COZUMU

Bu boliimde sinirli bir aralikta bir boyutlu dalga denklemi i¢in karigik sinir deger problemi iizerinde
duracagiz. Genelligi bozmadan araligi [O, 7[] olarak alabiliriz.

ou o

o o 10 ©
ux0)=f(0), Mx0)=0 (10)
ot

0

200 -hu(0.) =p() )
ou

— (7,t) + Hu(z,1t) = w(t) (12)
OX

Fonksiyonun 6zfonksiyonlar1 cinsinden genislemesine bagvurmadan genisleme methoduyla (9)-(12)
probleminin ¢oziilebilecegi gosterilecektir.Genisleme X =0 noktasinin solunda ve X =7 noktasmin
saginda gergeklestirilecektir.

q(x) fonksiyonu[O,ﬂ] araliginda siirekli olsun. Siirekliligi bozulmayacak sekilde g(X) tiim reel

eksene genisletilir ve (9)-(12) probleminin ¢6ziimiinii asagidaki formda aranir.

u(x,t) = %[ f(x+t)+f (x—t)]+%xfw(x,t,s) f (s)ds (13)

x—t

Burada f(t) fonksiyonu (11) —(12) sinir  kosullar1  kullanilarak [0,7[] araliginin  digina

genisletilmelidir. ilk olarak ¢(t) ve w(t) fonksiyonlarinin saglamasi gereken kosullarin belirlenmesi
gerekir.

(11) kosulundan

o(+0) = f'(+0) — hf (+0) (14)
(11) kosulundan ve (10) nun ikinci kosulundan

@ (+0)=0 (15)

Acik bir sekilde (12) kosulundan ve (10) nun ikinci kosulundan
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w(+0) = f (7 —0)+ Hf (z-0) (16)

y (+0)=0 (17)

(11) smr kosulunu kullanarak f(t) fonksiyonu (0,7[) araligindan (—7[,0) araligina genisletilir.

f (t),p(t) € C*(0, ) oldugunu varsayalim. f (t) fonksiyonunun C? (—72', 7T) sinifina ait olacak sekilde
genislemesinin olmasi igin gerekli ve yeterli sartin (14) ve (15) kosullarini saglamasidir. f (t)

fonksiyonu (7[, 271') araliginda genisletmek icin (12) sinir kosulu kullanilir ve yukarida goérildiigi gibi

(16) ve (17) kosullart elde edilir. F(t) fonksiyonunun (”' 2ﬁ) araligina genigletildikten sonra
2
C*(0,27) sinifina ait olmasi i¢in (16) ve (17) kosullar1 gerekli oldugu kadar ayn1 zamanda yeterlidir.

(13) ifadesi (12) sinir kosulunda yazilirsa asagidaki esitligi elde ederiz.

f(r+t)+ f (m=t)+ f (r+)W(7,t, 7 +t) —W(7z,t, 7 —1) f (7 1)

T+t T+t (18)
+j W, (7,t,8)f(s)ds+H | f(r+t)+f(r-t)+ j w(z,t,5) f (s)ds
=2y (1)

f (7 +1t) (0 <t < rx)fonksiyonunu belirlemek i¢in bir integral-diferansiyel denklemi elde edilir. Bu
denklem bir kere integre edilirse, 0 zaman f (z +t) i¢in Volterra tipi bir integral denklemi elde edilir.

(18) i yeniden yazip Integralin sol tarafinda degisken degisimi yaparsak,

f(r+t)— f(;z+0)+j H +w(7z,s,;z+s)+j}<1(t,s)dt f (7 +s)ds (19)

K(t,s)

Simdi su integral denklemi diisiinelim.
t
f(ﬁ+t)+IK(t,s)f(n+s)ds:g(t)+C (20)
0

C keyfi bir sabittir. (20) integral denkleminin her keyfi C i¢in bir ¢oziimii ayn1 sekilde (19) integral-

diferansiyel denkleminde bir ¢6ziimiidiir. Dolayisi ile C = f (7 —0) igin (20) denkleminin bir ¢6ziimii

vardir. Bu ayni zamanda (19) denkleminin de bir ¢dziimiidiir. (20) de t =0 ve C = f (x —0) yazilirsa

f(z+0)= f(z-0) (21)
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elde edilir. Yani f(t) genisletilmis fonksiyonu t=7 noktasinda siireklidir. (19) dat =0 yazilirsa ve
(16), (21) den

f'(r+0)=f (z—0) 22)

elde edilir. Yani f(t) fonksiyonunun birinci tiirevi t=7 noktasinda siireklidir. Son olarak f (t)

fonksiyonunun ikinci tiirevini incelemek igin (19) denklemi t’ye gore tiiretilirse t =0 yazilirsa ve (17),

(12) ve (22) den

(23)

f'(z+0)~f (z-0) = f(ﬂ)[dw(ﬂ’t’ﬂ_t) _dW(mt,mt)}

dt dt

(23) ifadesinden fonksiyonun ikinci tirevi t =7 noktasinda siireklidir.
f (z+0)=f (z-0)

f (t) fonksiyonu (0, z) arahigindan (—z,0) ve (7,2x) araliklarina genisletilebilir. Bu genisleme

C?*(~7,27) smifina aittir. (20) integral denklemi f (t) fonksiyonunun tiim eksene genisletilmesine
olanak saglar. Ornegin f (t) fonksiyonunun (—27,—r) araligma genislemesi igin t degerinin (0, 27)

araliginda degistigi kabul edilirse, Volterra denkleminin ¢ézliimii istenildigi kadar diferansiyellenebilir

oldugu icin genisleme C*(—27,0) smifindadir. Sonug olarak genisleme C*(—27,27) sinifindadir. Bu

sekilde adim adim ilerleyerek tiim eksene genisletilebilir ve bu genisleme o% (—00,0) smifindadur.

B. DALGA DENKLEMINEFOURIER AYRISIM METODUNUN UYGULANMASI

Uy, = Uy =—G(X)u (24)
u(x,0)=f(x) (25)
u(x,0)=0 (26)
[u,—hu] 4 =0 (27)
[u,+Hu],, =0 (28)

Boliimde ispatlandig gibi, eger f(X) siirekli ikinci tiireve sahip ve su kosullari
f'(+0) — hf (+0) =0, (29)

f'(1—0)—hf (1-0) =0, (30)
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sagliyor ise yukaridaki karigik smir deger probleminin her t>0 igin ¢dziimii vardir. Bu ¢dziimii U, (X,1)
ile isaretleyelim. Belirli bir t degeri igin U, (X,t) smir kosullarini saglar ve siirekli ikinci tiireve sahiptir.

Dolayist ile Uy(X,t) belirli t degerlerinde
y +[A-a(x)]y=0 (31)

y (0)—hy(0)=0, y@)+Hy@®)=0 (32)

Sturm-Liouville operatoriiniin 6z fonksiyonlarina gbére mutlak ve diizgiin yakimsak seri agilimina

sahiptir. Yani

U (6 8) = 36, (00, (¥)
= (33)

e, (1) = Uy (x D, ()0
0 (34)

ve @, (X) (31),(32) probleminin 6z fonksiyonlaridir. C,(t) katsayilarin belirlemek igin éncelikle €, (0)

ve C;(0) degerleri belirlenecektir. Bunun igin(25) ve (26) baslangi¢ kosullar1 kullanilacaktir. (34)

ifadesinde t=0 yazilirsa ve (25) dikkate alinirsa

C, (0) = .l[ f (X)¢n (X)dX =4a,

35)
elde edilir. (34) ifadesi t degiskenine gore tiiretilir ve t =0 yazilirsa
1
ou, (x,t)
¢,(0) = [ XXV (x)dx=0
=% (36)

elde edilir. Tekrar (34) ifadesinin t degiskenine gore ikinci tiirevini aldigimizda ve ilk integrale iki kere

kismi integrasyon uygulanirsa

&0 = [us (D[~ (X =26, 5y
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eldedilir. Dolayzst ile C,(t) nin belirlenmesi igin su Cauchy problemi elde edilir.

c(t)+Ac (t) =0, c,(0)=a, ¢/ (0)=0.

Bu problemin ¢6ziimii

38
c,(t)=a, cos\/Zt 8
seklindedir. Bu ifade(33) de yerine yazilirsa
Uy(X,1) = "8, C0s\[2,tg, (X) (39)
n=0

elde edilir. Eger f"(x) Lipschitz kosulunu [0,1] araliginda a >0 iistel degeri igin sagliyorsa, (39)

serisi x degiskenine gore iki kere tiiretilebilir. Yani

o, <
—2 =" "a, cos./A,te!(X)
ox’ Z;‘ (40)

serisi diizgilin yakinsaktir. Simdi (39) ifadesinin t degiskenine gore tiirevinden elde edilen serinin mutlak

yakisakligini gosterecegiz. « ile

a, = [ 1700 —a0) f ()], (x)dx

integralini isaretleyelim. Bu ifadeye iki kere kismi integrasyon uygulanirsa, (29), (30) ve (32) goz 6niine

alindiginda

1
a =-11f(x X)dx
" n! (X () elde edilir. Buradan da

" (41)

bulunur. (39)serisinin t degiskenine gore tiirevi alinirsa
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ou N (42)
- = a,\[4, sin 4, te, (X)
n=1

(41)ve Cauchy-Bunjakovski esitsizligi kullanilarak
f"(x)—q(x) f(x) e L2 [0,1] ve A, = (n;z)2 +0(1/n) gbz 6niine alindiginda

a, . 2% @ig o
HEEe {35 @

elde edilir. Buradan (42) serisinin mutlak yakinsak oldugu goriiliir. Simdi t’ye gore ikinci tiirevin

00
n=1

yakinsakligini inceleyelim. (33) ve (40) serilerinin yakinsakligindan

ou =
6’[20 = —Z_ll A.,a, cos \/Z t., (X) serisinin yakinsaklig1 elde edilir. Simdi
u(x,0)=0u,(x,0) = f(x) (44)

oldugu durumu diisiinelim. (24), (44), (27), (28) probleminin ¢dziimiinii U, (X,t) ile isaretlendirelim.
t 0 1

U, (%, 1) = [uy (%, 27 U (1) = D d, O, (0, dy (1) = [u,(x, D, (x)dx
0 n=0 0

yazilirsa d, igin asagidaki Cauchy problemini elde ederiz.

420+, =0 d,(0) =0 d7(0) =a, = | 1 (), () (1) =2

; Y

sin\[4,t elde edilir.

C. ORNEKLER
C.1. Ornek

D’Alembert formiili ile degiskenlere ayirma yontemi arasindaki iliski: Seri ¢oziimiiniin D’ Alembert
formiilii ile gosterimi
1

sina cos f = > [Sin(a — f)+sin(a + ,8)] Trigonometrik ~ 6zdesliginden yararlanarak

81 . nx anrt. . nrw
— > = sin—cos——tsin—x=
2 2 2

7°%=in
1 > gzsinn—”]sin—m(x_at)+2( fzsinn—”]sin—n”(wrat)
2| =\ 7z°n 2 2 =\7zn 2 2
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olarak yazalim. Ilk basta tamimladigimiz ¢(x) fonksiyonunun (-c0,00) araligma 2l devirli tek

fonksiyon olarak uzantisi s6z konusu oldugundan esitligin sag tarafinin

%[(p(x —at) +p(x+at)]

toplamina esit oldugunu goriiriiz. Bu ise problemin D’Alembert yontemiyle elde edilen ¢6ziimiidiir.
C.2. Ornek

D’Alembert formiilii ile degiskenlere ayirma yontemi arasindaki iligki: D’ Alembert formiiliinden seri

¢Oziiminiin elde edilmesi

Yukaridaki 6rnekte seri ¢6ziimiinden yola ¢ikarak  (X) =0 durumu igin seri ¢6ziimiiniin D’ Alembert
formiilii ile gosterimini verdik. Simdi de w(X) # 0 durumunda D’ Alembert formiiliinden yola ¢ikarak

Seri ¢oziimiinii elde edelim: D’Alembert formiiliinden yararlanmamiz igin hiperbolik problemi

(—o0,0) X(0,0) bolgesinde incelememiz gerekir. Fakat seri ¢oziimiinde elde ettigimiz problemin
p(x) ec’ [O, I] vey (x) ect [0, |] giris verileri yalmzca (0,1) araliginda tanimlanmstir. O halde bu

fonksiyonlar bir sekilde (—o0,0) araligina devam ettirmemiz gerekir. (0,l) araliginda verilmis ¢(x)

ve y(X) fonksiyonlarinin (—I,0) araligina uzantisini tek fonksiyonlar olarak tanmimlayalim:

_ o Jetdxeo)) o [w(x),xe[01)
P00 {—¢(—X), xe(-1,0)’ %= {—t//(—x), x €(-10)

Daha sonra da bunlarin 21 devirli fonksiyonlar olarak, (—oo, o) araligina devamini tamimlayalim:

{(ﬁ(x) = @(x+21),x € (=0,00) [17(x) =17 (x+2l),x & (—o0,0)
P(x) = (x),x € (0,1) v (x) =y (x),x (0,1)

(—o0, 00) araliginda tanimlanmig @(X) ve(X) cauchy verilerinin belirledigi

hiperbolik probleminin D’ Alembert yontemiyle ¢6ziimii (X,t) € (—o0,0)X(0,) igin

xX+at

v(x,t) = %[@(x —at) +@(x+at)] +% I w(E)dE

X—at
fonksiyonu ile verilir. @(x) ve y(x) fonksiyonlari tek fonksiyonlar oldugundan dolay1

V. = [p-a) +(@)] + - | #(E)dE =0

—at
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olur. Benzer sekilde v(I,t) =0 oldugunu gosterebiliriz. Gergekten yukaridaki denklemde X =1

yazarsak

I+at

v(l,t) == [(p(l—at)+(p(l+at)]+% [ w(&)de

I-at
olur. Burada 2| devirli tek fonksiyonun tanimindan yararlanarak
o(I—at) =—@(-1 +at) =—@(2l -1 + at) = —¢(l + at),

esitliklerini yazabiliriz. Buradan ¢@(l —at)+ @(l +at) =0 sonucuna varabiliriz. 7 (x) tek fonksiyon
oldugundan sag taraftaki integralin sifir oldugu agiktir. V(X,t) ¢6ziimii tiirdes Dirichlet kosullarini da
sagliyor. O halde her iki problemin ¢dziimiiniin tek oldugunu dikkate alirsak u(X,t) = v(x,t) sonucunu
elde ederiz.Bunun da sonucu (0,1) sonlu araliginda tanimlanmis problemin ¢oziimiinii (—o0, %) sonsuz

araliginda tanimlanmis problemin ¢éziimiinden seklen

X+at

u(x,t) == [go(x au)w(x+at)]+2—1a j w(&£)dE xe(0,1),t>0

x—at

(3

bi¢iminde buluruz.”’seklen ¢’ sdziiniin buradaki anlami sudur: X € (0,1) ve t >0 olmasina ragmen
X—at <0 olabilir ve bu durumda problemin giris verileri olan ¢@(X) ve w(X) fonksiyonlar tammli

olmaz. Fakat burada ¢(x) ve y(Xx) fonksiyonlarinin yerine bunlarin Fourier serilerini yazarsak

n=1

21a J‘ {Zw: w, sin —5}15

x—at L n=1

u(x,t) = 22% [sm—(x+at)+sm—(x at)}

Ve sag taraftaki birinci toplamda
1. . .
E[sm(oc + f8) +sin(a — B] =sinacos B

formiiliinii dikkate alirsak bu engel ortadan kalkmis olur. Sag taraftaki 2. toplamda da integralleme
islemi yaparsak(yakimsak serinin terimlerinin integrallenmesinden elde edilen seri de yakinsaktir)
u(x,t) ¢oziimiini

arzn

- . 7tn arzn, <«
u(x,t)=z(pnsmecos +Z sm—xsm—t
) o la;m I |
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serisi seklinde buluruz. Sag taraftaki toplamlar birlestirirsek problemin

i azn | . azn.| . zn
u(x,t) = COS——t+—— Ssin——t [Ssin—X

seri ¢oziimiinii elde ederiz.

111. SONUC VE ONERILER

Kansik smir kosulu (11) ve (10) verildiginde @(+0) = f (+0) —hf (+0) ve ¢ (+0) =0 kosullarinin
saglanmasi gerekmektedir. Boylece tiim eksene yapilan genisleme sonucunda d’Alembert formiilii
uygulandiginda denklemin baglangi¢ ve simir kosullarini saglayan ¢6ziim elde edilmis olur. Potansiyel
iceren dalga denklemi sonlu aralikta incelendiginde (11) ve (12) karigik sinir kosullart altinda ¢6ziimiin
elde edilebilmesi i¢in

@(+0) = f '(+0) —hf (0)
w(+0) = f (7 —0) + Hf (z -0),
y'(+0)=0

kosullarindaki genislemeler sonucu d’Alembert formiilii uygulanabilmektedir ve elde edilen ¢oziimler

C? fonksiyon smifina ait olmaktadir.Bu ¢alismada birinci dereceden tek boyutta dalga denklemi igin
sinirh aralikta karisik problemin ¢oziimiinii ve dalga denkleminin ¢éziimiinde zaman ve konumun
degiskenlerine ayrilarak (Fouriermethodu) ¢6ziilebildigini inceleyebilirsiniz.
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