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Dolar Kuru ile Tiiketici Fiyat Endeksi Arasindaki iliskinin
Archimedean Kapula ile Modellenmesi
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Ozet

Bu calismada, tiiketici fiyatlarinin on iki aylik ortalamalara gére degisimi (TUFE) ile dolar kuru arasindaki
bagimlilik yapisi iki boyutlu Archimedean kapulalar kullanilarak modellenmistir. Calismanin temel varsayimi,
bu iki degigsken arasindaki bagimliigin Archimedean kapula ailesine ait olan Gumbel, Clayton ve Frank
kapula fonksiyonlarindan biriyle modellenebilecegidir. Bagimlilik yapisini modelleyebilecek iki boyutlu
Archimedean kapula fonksiyonun tahmini icin Genest ve Rivest (1993) calismasinda 6nerilen yontem
kullanilmigtir. Bagimlihgr modelleyecek en uygun kapula fonksiyonu, aday kapula fonksiyonlarindan her biri
ile ampirik kapula fonksiyonu arasindaki uzakligi minimum yapacak sekilde segilmistir. Bulgulara gére, TUFE
ve dolar kuru arasindaki bagimhlik yapisini modelleyen iki boyutlu Archimedean kapula fonksiyonu Gumbel

(9 =100 ) olarak tahmin edilmis ve degiskenlerin birlikte artmaya egilimli olduklari gértlmustur.
Anahtar Sozcuikler
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JEL Siniflamasi: E37.

Modelling the Relationship between Dollar Exchange Rate and Consumer Price Index via
Archimedean Copula

Abstract

In this paper, the dependence structure between rate of change in twelve months for consumer price indeks
(CPI) and dollar exchange rate is modelled. The main assumption of this study is the dependence structure
between of these two variables can be modelled by one of Gumbel, Clayton and Frank copula functions
that belong to Archimedean copula family. The method that is suggested by Genest anad Rivest (1993) is
used to estimate the bivariate Archimedean copula function that describe dependence structure. The copula
function that provides most approriate fit to data is selected by minimizing the distance between considered
copula function and the emprical copula function. The results show that bivariate Archimedean copula
function that model the dependence structure between CPI and dollar Exchange rate is estimated to be

Gumbel (0 =100 ). Consequently, the variables tend to be increasing together can be said
Keywords

Copula, Archimedean coplua family, dependency, consumer price endex, exchange rates.
JEL Classification: E37.
GIRIS
Fiyat istikrarin1 temel amag olarak kabul eden bir parasal otorite i¢in doviz kurundaki

hareketlerin enflasyon iizerindeki kisa ve orta vadeli etkilerinin (gegiskenlik etkisi) anlagilmasi
para politikas1 uygulamalar1 acisindan Onemli olmaktadir. Ekonomiyi farkli kanallardan
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etkileyebilme potansiyeli barindiran doviz kuru gelismelerinin en 6nemli etkilerinden biri de
enflasyon lizerinde goriilmektedir ki bu etkiye literatiirde “Do6viz Kurundan Fiyatlara Gegis
Etkisi” denir. Gegis etkisinin, tiiketici fiyat indeksi (TUFE) ile olan iliskisi para politikalart
bakimindan 6nemli olmaktadir. Doviz kurundan fiyatlara gegcis etkisine iliskin bilgi enflasyon
analizi agisindan yararli olacaktir. Buradan hareketle, bu calismada TUFE ile dolar kuru
arasindaki bagimlilik yapist Archimedean kapulalar kullanilarak modellenmistir.

Bagimlilik yapisimi bir baska ifadeyle ortak dagilimi kapula fonksiyonlar1 kullanilarak
tahmin etmek marjinal dagilimlarin segiminden bagimsiz olarak yapilabilmektedir (Genest ve
Rivest, 1993). Bu nedenle, kapula bagimlilig1 modellemek icin gercekei ve daha az kisitlayici bir
aractir. Caligmada, degiskenlerin sahip oldugu bagimliligi modelleyecek en uygun iki boyutlu
Archimedean kapula fonksiyonun tahmin edilmesi {izerinde durulmustur. Veriyi modelleyecek
uygun kapulanin tahmin yontemi i¢in, Genest ve Rivest (1993)’in 6nerdigi parametrik olmayan
yontem esas alinmistir. Kapula parametresinin tahmini i¢in ise Kendall’in tau katsayisina
dayanarak elde edilen tahmin edici kullanilmistir (Genest ve Rivest, 1993). So6zii edilen yontem,
sirastyla Tiirkiye Cumhuriyeti Merkez Bankasi’nin (TCMB) ve Tiirkiye Istatistik Kurumu’ nun
(TUIK) web sitesinde yaymladigi dolar als fiyatlar1 ile tiiketici fiyatlarimn on iki aylik
ortalamalara gore degisimi (TUFE) verileri kullanilarak uygulanmis ve sonuclar yorumlanmistir.

1. KAPULA KAVRAMI

Kapula, marjinal dagilimlar1 ortak dagilimi olusturmak amaciyla iligkilendiren bir

fonksiyondur. u (ul' un)e[O ] rasgele degisken vektorii olmak fizere, C ortak
dagilim fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanir.

C(,,u,,..,u;0)=PU, <u,U, <u,,..,U, <u,) (1)

0 ,burada kapula parametresidir. Kapulalar tek bir parametre ile belirlenebildigi gibi bir
parametre vektoril ile de belirlenebilmektedir. Bagimlilik ya da birliktelik parametresi olarakta

adlandirilan bu parametre(ler) bagimliligin derecesini géstermektedir. Caligmada ¢ icin kapula
parametresi ifadesi kullanilmistir.

Caligmanin bundan sonraki asamalarinda, ¢alismanin amaci goéz Oniine alinarak iki
boyutlu kapula fonksiyonlar ile devam edilmistir.

. 2
Iki boyutlu kapula fonksiyonu, marjinalleri ue [0’1] olan ¢ '[0’1] - [0’1]
tanimlanan siirekli bir dagilim fonksiyonudur ve asagidaki 6zelliklere sahiptir.

seklinde

L Yu e[O,l] icin C0O,u)=C(u,0)=0
, Vu €[0,1] icin CUD = o CALU)=u

u, <V, _u Uy, U, ), (v, V) €[0,1]x[0,1] icin

3. 17 lwe 2 <V olanher(
C(v,,v,)—C(v;,u,)—C(uy,V,)+C(u,,u,) >0

Sklar’in teoremi ile ‘Copula’ kelimesinin kullanimi agiklik kazanmaktadir. Sklar (1959)
bu terimi ‘¢ok boyutlu dagilimi kendi tek boyutlu marjinali ile iligkilendiren (baglayan)’
fonksiyonu adlandirmak i¢in kullanmistir ve Copula terimi matematik literatiiriinde ilk kez Sklar
(1959)’da goriilmiistiir.
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Buna gore Sklar teoremi agagidaki gibi ifade edilebilir.

XY sirasiyla, F(x), G(y) stirekli dagilim fonksiyonuna sahip rasgele degiskenler

olsun. Sklar (1959) teoremine gore, ortak dagilim fonksiyonu H(xy) ’yi tanimlayan tek bir C
kapula fonksiyonu vardir ve asagidaki gibi ifade edilir (Sklar ,1959), Sklar (1973).

F(x.y)=C(F().G(Y))

Bagimlilik yapisinin belirlenmesinde kapula fonksiyonunun kullanilmasinin bir takim
getirileri asagida 6zetlenmistir (Nelsen 1999), (Genest ve Favre, 2007).

e Kapula marjinal dagilimlarin ve ortak dagilimin yani bagimlilik yapisinin ayri ayri
modellenmesine olanak tanir.

e Kapula fonksiyonu, bagimliligin derecesini ve ayni zamanda bagimliligin
yapisinin elde edilmesini saglar. Dogrusal korelasyon, kuyruk bagimlilig1 i¢in bilgi
vermezken, kapula fonksiyonu asimetrik bagimlilik hakkinda bilgiye ulagmaya
olanak tanir.

e Kapulalar, artan ve siirekli doniisiimler altinda degismezdir. Ornegin, kapula ile
ifade edilen bir bagimlilik yapisi, logaritmik doniisiim altinda degismez. Buna
karsin, korelasyonlar sadece dogrusal doniisiimler altinda degismezdir.

Literatiirde ¢ok sayida kapula fonksiyonlarina ulasmak miimkiindiir. Kapula teorisi i¢in
Sklar (1973), Schweizer (1991), Nelsen (1999), Kolev, Anjos ve Mendes (2006) g¢alismalari
refereans olarak onerilebilir. Yaygin olarak kullanilan kapula fonksiyonlarindan olan, Gaussian
kapula kuyruklardaki bagimliligin modellenmesinde, Student t kapula asimetrik kuyruk
bagimliliginin modellenmesinde yeterli olmazken, Archimedean kapula ailesi, iist ve alt kuyruk
bagimliligin modellenmesinde oldukga kullanisli modeller igermektedir. Archimedean kapula
ailesi literatiirde, cok boyutlu dagilimlarin tek boyutlu olarak ifade edilmesine olanak
tanimasindan ve kolaylik saglayan bazi matematiksek 6zelliklerinden dolay1 olduk¢a 6nemli bir
yere sahiptir (Genest ve Mackay ,1986b), (Genest ve Rivest, 1993), (Genest ve Favre,2007).

Calismada, matematiksel Ozelliklerinin avantajlart goz Oniine alinarak bagimliligin
modellenmesinde Archimedean kapula ailesine ait olan Gumbel (Gumbel, 1960),
(Hougaard,1986), (Genest ve Rivest, 1989), Frank (Frank, 1979), (Genest, 1987) ve Clayton
(Clayton, 1978), (Genest ve Rivest, 1993) kapulalar ile ¢alisilmustir.

2. ARCHIMEDEAN KAPULA FONKSIYONLARI

Bir kapula eger asagidaki bigimde yazilabiliyorsa, Archimedean kapula olarak
adlandirilir.

C(xY) =4 H{p{F}+4{GW})

¢ [0'1] - [0’ OO] stirekli fonksiyonu, iretici fonksiyon olarak adlandirilir. Bu
fonksiyon, Archimedean kapulayi tek olarak belirler ve agagidaki 6zelliklere sahiptir.

i ¢M=0
i. #0)=x
vte(01), ¢'(t) <0

(3)
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v, Vi1 4[>0

1. Py
¢ fonksiyonunun tersi vardir, ¢ '[O’OO] - [0’1] ve bu ters fonksiyon ¢(0)=1 ve

-1 _
¢ ()=0 ozellikleri haric, ¢ iiretici fonksiyonun diger 6zelliklerini tasimaktadir.

Calismada kullanilan, Archimedean kapula ailesine ait olan ii¢ kapula fonksiyonu asagida
Ozetlenmistir. Aileye ait diger kapula fonksiyonlarina Nelsen (1999) gibi ¢esitli kaynaklardan
ulagsmak miimkiindiir.

2.1. Clayton Kapula

Archimedean kapula ailesine ait olan asimetrik yapidaki Clayton kapulasi i¢in iiretici

fonksiyon
-0
- _1, 6>1
o @

#(2) =

dir.

Burada, 0 kapula parametresidir. Clayton kapulasi ise (5) ile gosterilmistir.

C (U uy) = (u) ™ + (w0 -p7VO -

Clayton kapula i¢in sol kuyruk bagimliligi dikkate alinmali ve yorumlanmalidir. Birlikte
azalig gostermeye, birlikte artis gostermekten daha egilimli olan gozlemler Clayton kapula ile
modellenebilmektedir (Clayton, 1978), (Genest ve Rivest, 1993), (Nelsen,1999).

2.2. Gumbel Kapula

Archimedean kapula ailesi tiyesi olan asimetrik yapidaki diger bir kapula ise Gumbel
kapuladir. Bu kapulaya ait liretici fonksiyon

#(2) = (_In 2)0 0>1 (6)

bi¢imindedir.
0 kapula parametresi olmak iizere, Gumbel kapula (7) ile gosterilmistir.

C (uy,uy) =exp[-[(~In u1)9 +(=In u2)9]1/9] o

Gumbel kapulada, 0=1 gurumu bagimsizlig1 gosterir ve 0 =0 dqurumu ise giiclii
bagimliliga isaret etmektedir. Gumbel kapula ile modellenen goézlemler i¢in sag kuyruk
bagimliligi yorumlanmalidir(Gumbel, 1960), (Hougaard,1986), (Genest ve Rivest, 1989),
(Nelsen,1999).
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2.3. Frank Kapula

Clayton ve Gumbel kapulanin akisne simetrik bir yapida olan Frank kapulasina ait {iretici
fonksiyon

-0z
-1
p@)=-In"—g—, ~w<f<o
e -1 (8)

seklindedir ve 0 kapula parametresine sahip Frank kapula (9) ile gosterilmistir.

[a-e0)——e “ya—e 2 ),
(1 — e_e) (9)

Frank kapula ile negatif bagimliligin da modellenebilir olmas1 ve genis bir parametre
uzayina sahip olmasi Frank kapulay1 uygulamada tercih edilebilir yapmaktadir. Bagimlilik Frank
kapula igin iki kuyrukta da simetriktir (Frank, 1979), (Genest, 1987) ve Clayton (Clayton, 1978),
(Genest ve Rivest, 1993), (Nelsen,1999).

Dikkat edilecegi lizere, bu ii¢ kapula da tek parametreli kapulalardir. Rasgele degiskenler
arasindaki bagimliligi modelleyecek en uygun kapula fonksiyonun tahmini etmek igin dncelikle
kapula parametresinin tahmini elde edilmelidir. Bu ¢aligmada, kapula parametresinin tahmini,
gozlemlerin siralamasi (rank) temel alinarak elde edilmistir. Bu yontem, Kendall’in tau degerine
ve momentler tahmin yontemine dayanmaktadir. Archimedean kapula ailesi ile Kendall’in tau
iligki katsayisi arasindaki iligki Tablo 1 ile gosterilmistir (Genest ve MacKay,1986b), (Genest ve
Rivest, 1993).

C (U ) = () In{

Tablo 1: Calismada Kullanilan Archimedean Kapulalar ile Kendall’in Tau
Katsayis1 Arasindaki Iliski

Aile 0 deger kiimesi T
Gumbel 0 e [l,oo) -1
0
Clayton 0e [O,oo) 0
0+2
Frank 0 < (o0, +0) 1—:[1— D,(9) ]

D,(6)

tanimlanmaktadir.

nt t
D,(X)=— dt, n>0
!et—l

Debye fonksiyonudur ve olarak

3. IKi BOYUTLU ARCHIMEDEAN KAPULA FONKSiYONLARININ
PARAMETRIK OLMAYAN TAHMINi

Daha once s6z edildigi gibi, bir Archhimedean kapula (10) ile gosterildigi ifade edilir.
_ a1
C¢(U1V) - ¢ [¢(U) +¢(V)] (10)
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Bu fonksiyon, [0’1] araliginda tanimli1 olan

z
K(z)=z- M
¢'(2) (11)
fonksiyonu ile tek boyutlu olarak belirlenebilmektedir (Genest ve Rivest, 1993). Diger
bir ifadeyle, K(2) fonksiyonu kapulanin dagilim fonksiyonu ve asagidaki bicimde ifade edilir.

K(z) =P[H(X,Y) <z]=P[C{F(X),G(Y)}< 7] (12)

Dolayistyla, K(2) ‘nin tahmin edilmesi ayni zamanda kapula fonksiyonun tahmin
edilmesi anlamina gelmektedir. Bu 6zelligi nedeniyle, Archimedean kapula ailesi matematiksel
olarak bir¢ok kolaylik saglamaktadir.

Iki boyutlu Archimedean kapulalarin parametrik olmayan tahmin igin Genest ve Rivest
(1993) bir yontem Onermistir. Bu yontemin basamaklar1 kisaca asagidaki ozetlenmistir. Bu

yonteme gore, (XpY0)in (X0, Yy) H(X,Y)
F(X) ye G(Y)

, ortak dagilim fonksiyonu ve marjinalleri sirasiyla
olan bir rasgele orneklem olsun. Bu gozlem ciftlerinden olusan rasgele
orneklem igin, C kapula fonksiyonun Archimedean kapula ailesinden bir kapula oldugu
varsayilsin.

Bu durumda, C kapula fonksiyonun tahmin edilmesi igin asagidaki adimlar izlenir.

1. Kapula parametresinin tahmini elde edilir.

2. K(2) opin yani, PIH(X,Y) <2]=PIC{F (X),G(Y)}< 7]

’nin parametrik olmayan

tahmini, Ka(2) elde edilir. Bunun igin ilk olarak sézde (pseudo) gozlemler elde edilmelidir.

Ciinkdi, Ka(2) aslinda K(2) "nin ampirik dagilimdir. Z, ’lerin elimizde olmamasindan dolayi,
ilk adim s6zde gozlemleri elde etmektir.

Z =H (XY, =i[| {X; <X &Y <Y }]/(n+1), i=1..,n
. =

> 1(Z,<7)
K((@z)="2———
i. (@) n+1
K K(z) = z——¢'(z)
iii. K(2) nin parametrik tahmini (¢ @) ), ¢'(2) iliskisi
kullanilarak elde edilir.

1, xeA

l,: X >{0,1}, |A:{0 A

Burada, | gosterge fonksiyonu ;
tanimlanir.

seklinde

3. Orneklemden elde edilen K. (2) degerleri ile teorik K¢n (@) degerlerinin birbirinden
uzakligi karsilastirlir.
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Aday kapulalarin her biri ile 6rneklemden elde edilen ampirik kapula fonksiyonu
arasindaki (13) ile ifade edilen uzaklik belirlenir. Bu uzakligin en kiiciik oldugu kapula
fonksiyonu segilir.

YK, @-K@] g

4. Boliimde bu yontem gercek bir veri seti i¢in kullanilmis ve sonuglar degerlendirilmistir.
4. TUFE VE DOLAR KURU VERISI ILE BiR UYGULAMA

Boliim 3’te anlatilan yontem, TCMB’nin web sitesinde yayinladigi 2005 Ocak - 2014
Aralik tarihleri arasinda 120 ay boyunca her ay sonuna ait dolar alis fiyatlari ile ayn1 dénem igin
TUIK’in web sitesinde yayinladigi, yine 120 ay boyunca aylik tiiketici fiyatlarmin on iki aylik
ortalamalara gore degisimi (TUFE) verileri kullanilarak uygulanmustir. Elde edilen sonuglar
yorumlanmustir. On iki aylik ortalamalara gore degisim cari aya ait endeks degeri dahil, geriye
doniik 12 aya ait endekslerin ortalamasinin bir 6nceki 12 aylik endeksler ortalamasina
oranlanmastyla bulunmaktadir (Fiyat Endeksleri ve Enflasyon, TUIK).

TUFE ve dolar kuru arasindaki bagimlilik yapisinin Archimedean kapula fonksiyonlar
olan Gumbel, Clayton ve Frank kapula fonksiyonlarindan biriyle modellenebilecegi
varsayllmistir. Verideki bagimliligt modelleyecek olan uygun kapula fonksiyonun parametrik
olmayan tahmini i¢in Genest ve Rivest (1993)’te 6nerilen yontem kullanilmistir. Bu amagla ilk
olarak, aday kapula fonksiyonlarina ait kapula parametrelerinin tahminleri elde edilmistir. Bu
tahminler, Tablo1 ile 6zetlenen Kendall’in tau katsayisi ve kapula parametresi arasindaki iligki

A A

yardimiyla elde edilmistir. Sonuglar, Gumbel( Oumbe ), Clayton(ec'aym") ve Frank( eFra”k) olarak
gosterilmis ve Tablo2 ile 6zetlenmistir.

Tablo 2: Birliktelik Parametresinin Tahminleri

Kapula

Gumbel

Kapula

Clayton

Kapula

Frank

gGumbeI

=100

0

Clayton

=198

0Frank =

398

Sonraki agamada (11) ile gosterilen K(2) fonksiyonunun parametrik olmayan tahmini,
Ka(2) , 21 ve 2ii ile anlatildig1 gibi bulunmustur. Z ’ler burada sdzde (pseudo) gozlemleri ifade
etmektedir ve 2i ile gosterildigi sekilde bulunmustur. Boliim 3’te anlatildigi ve (12) ile gosterildigi

iizere, K(2) fonksiyonu, iki boyutlu Archimedean kapula fonksiyonun dagilim fonksiyonudur.
Burada amagclanan, bu fonksiyonun tahminini ampirik olarak elde etmek ve aday kapulalarin
dagilim fonksiyonlar1 tahminleri ile karsilastirmaktir. Aday kapulalar i¢in dagilim fonksiyonlar1

tahminleri, Gumbel (KGumbel (Z)), Clayton (Kc'ay‘m(z)), Frank (KFfa“k(Z) ), (11) ile gosterilen
iliski yardimmyla elde edilmistir.

Son olarak, aday kapulalar i¢in bulunan, Keunber (2) : Ketayon (2) ve Keranc (2)

degerleri, amprik Ka(2) degeri ile karsilastirllmistir. Burada aday kapulalarin dagilim
fonksiyonlari ile ampirik dagilim arasindaki uzaklik (13) kullanilarak elde edilmistir. Elde edilen
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bu uzakliklar Tablo3 ile verilmistir. Amprik dagilim ile aday kapulalar arasindan, Oeumper =100
parametresiyle Gumbel kapula fonkiyonu arasindaki uzakligin minumum oldugu goriilmiistiir.

Tablo 3: Karsilastirma Sonuglar:

Aday Kapulalar ZI:K% (2)- Kn(Z):'Z
Clayton Kapula 0.0024
Gumbel Kapula 0.0021
Frank Kapula 0.0029

Gumbel kapula ile modellenen bu veri i¢in sag kuyruk bagimliligi daha giicliidiir. Yani,
tiikketici fiyatlarinin on iki aylik ortalamalara gére degisimi ile dolar kuru arasindaki bagimlilik
yapisinin Gumbel kapula ile modellenmesi, bu iki degiskenin birlikte artmaya daha egilimli
oldugunu gostermektedir.

TARTISMA VE SONUC

Bu c¢alismada, gozlemler arasindaki bagimlilik yapisinmi ortaya koyabilecek bir arag
olarak, ozellikle finans alaninda ¢ok yaygin olarak kullanilan kapula fonksiyonlarindan
yararlanilmigtir. Kapula literatiiriinde matematiksel 6zellikleri nedeniyle 6nemli bir yere sahip
olan Archimedean kapula fonksiyonlari ile calistlmistir. Iki boyutlu kapula teorisini ¢ok boyutlu
kapula teorisine genisletilmesinde ¢oziilmemis bir takim problemler oldugundan calismada
sadece iki boyutlu Archimedean kapula fonksiyonlar1 ile ¢alisma yiiriitiilmiistiir. Iki boyutlu
Archimedean kapula fonksiyonlarinin parametrik olmayan tahmini icin Genest ve Rivest
(1993)’in 6nerdigi yontem temel alinmistir. Birliktelik parametresinin tahmini i¢in, momentler
yontemine dayanan ve Kendall’in iligki katsayisi kullanilarak elde edilen tahmin ediciler
kullanilmigtir. Kapula parametresin farkli yontemlerle tahmin edilerek yontemin uygulanmasi
baska bir ¢alismaya birakilmistir.

Tiketici fiyatlarmin on iki aylik ortalamalara gore degisimi ile dolar kuru arasindaki
bagimlilik yapisimin Archimedean kapula ailesinden, Clayton, Gumbel ve Frank kapulalarindan
biriyle modellenebilecegi varsayilmis ve bu aday kapulalar iginden degiskenler arasindaki
bagimlilik yapisina en yakin modelin Gumbel kapula ile modellenebilecegi bulunmustur.
Degiskenlerin Gumbel kapula ile modellenebilir olmasi, iki degiskenin birlikte artmaya daha
egilimli oldugu gostermistir.

Calismanin, bagka aday kapulalar da goz Oniine alinarak genisletilebilecegi aciktir.
Benzer sekilde, aday kapula fonksiyonlar1 arasindan en uygun kapula fonksiyonun se¢imi igin
farkli secim kriterlerinin kullanilmasi ile de ¢alisma gelistirilebilir. Caligmada, sadece ii¢ aday
kapula ile calisilmasi, verinin Archimdean kapula fonksiyonlariyla modellenebileceginin
varsayilmasi bu ¢aligmanin 6nemli bir kisitidir. Calismada, s6z konusu ti¢ aday kapula arasindan
bagimlilik yapisin en yakin modelleyen kapula fonksiyonu se¢ilmistir. Bu durumda, bagimliligi
modelleyecek daha iyi modellerin bulunabilecegi goz ard1 edilmemelidir. S6z konusu varsayimin
ortadan kaldirilmasi ve aday kapula sayisinin arttirilmasiyla ¢alismanin daha gelisecegi g6z 6niine
almmalidir.
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