',,é‘ Nigde Universitesi Miihendislik Bilimleri Dergisi, Cilt 2, Sayr 2, (2013), 43-49

STURM-LIOUVILLE OPERATORUNUN SAYISAL OZDEGERLERI
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OZET

Bu makale, Dirichlet sinir sartlariyla ve —y” (x) + q(x)y(x) diferansiyel ifadeyle tiretilen Sturm Liouville
diferansiyel operatorleriyle ilgilidir. Burada g(x) sonlu sayida tekil noktalar1 olan Lebesque integrallenebilir
potansiyel fonksiyondur. Niimerik yontemlerden sonlu farklar yontemi kullanilarak, Sturm Liouville diferansiyel
operatoriin 6zdegerleri elde edilmistir. Bu 6zdegerlerin perturbasyonlar1 hesaplanmistir.

Anahtar Kelimeler: Ozdeger, Sonlu Farklar Metodu, Sturm-Liouville

NUMERICAL EIGENVALUES OF STURM-LIOUVILLE OPERATORS

ABSTRACT

This paper relates to Sturm Liouville differential operators generated by the differential expression —y" (x) +
q(x)y(x) and by Dirichlet boundary conditions. Here q(x) is a Lebesque integrable potential function having
finite number of singular points. Using the finite difference method from numerical methods, eigenvalues of the
Sturm Liouville differential operator are obtained. Perturbations of these eigenvalues are calculated.

Keywords: Eigenvalue, Finite Difference Method, Sturm-Liouville

1.GIRiS

Bir¢ok kuantum mekanik ve miithendislik problemi ¢6ziimiinde Sturm Liouville operatorii kullanilmaktadir. Bu
problemlerde 6zdeger ve 6zfonksiyonlarin bulunmasi kuantum mekanik, miihendislik ve matematik gibi bilim
dallarinda ¢ok 6nemlidir. Sturm Liouville probleminin 6zdegerleri ve 6zfonksiyonlarinin bulunmasiyla ilgili pek
¢ok caligsma yapilmistir.

Klasik c¢aligmalarda, adi diferansiyel denklem tarafindan tretilen diferansiyel operatoriin 6zdegerleri ve
Ozfonksiyonlarinin bulunabilmesi i¢in bu diferansiyel denklemin katsaylarinin belirli bir mertebeden tiirevlere
sahip olmas1 gerekmektedir [1-8]. Niimerik ¢aligmalarda; Paine, Hoog ve Anderssen [9] asimptotik dogruluk
teknikleriyle sonlu farklar metodunu birlikte kullanarak 6zdegerler igin etkili sonuglar elde etmislerdir. Andrew
ve Paine [10], sonlu elemanlar yontemini kullanarak regiiler Sturm Liouville probleminin yaklasik 6zdegerlerini
bulmuglardir. Attili [11], Sturm-Liouville simir deger probleminin ¢6ziimii i¢in Adomian Decomposition
metodunu kullanmis ve niimerik 6rnekler vermistir. Bu alanin arastirmacilarndan biri olan Baily [12] SLEIGN
programint kullanmistir. Yine Baily ve digerleri tarafindan [13], SLEIGN2 adli program kullanilmistir. Tekil
Sturm Liouville problemlerini de [14]'de gérmek miimkiindiir. Ghelardoni ve Gheri [15] Sturm-Liouville
problemlerinin yaklasik 6zdegerlerini priifer ve shooting yontemlerini kullanarak elde etmiglerdir. Ledoux ve
digerleri [16] fizik alaninda karsilasilan problemler igin shooting metodunu, varyasyonel yontemleri Sturm-
Liouville problemlerinde uygulamiglardir. [17], [18] makalelerinde tekil sinir deger problemleri igin sonlu
farklar metodunu kullanarak, lineer ve lineer olmayan sinir deger problemlerine niimerik 6rnekler verilmistir.
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Kumar ve Singh [19] tekil sinir deger problemlerinin ¢6ziimiinde, farkli hesaplama tekniklerini bir araya getiren
ve siniflandiran bir ¢aligma yapmiglardir.
Yilmaz ve Veliev'in [20] makalesinde L,[0,1] uzayinda L(q) operatorii

=y"(x) +q(x)y(x)
y(0) =y(1) =0

Dirichlet sinir sartlariyla verilmistir. Bu operatorde q(x) potansiyel fonksiyonuna higbir tiirev sarti koymaksizin,
0zdeger ve Ozfonksiyonlar i¢in asimptotik formiiller bulunmustur. Sonlu sayida tekil noktasi olan q(x)
potansiyel fonksiyonu i¢in Yildiz ve digerlerinin [21] makalesinde L(q) operatoriin asimptotik ve niimerik
yontemle Ozdegerleri elde edilerek, iki yontemle elde edilen O6zdegerler perturbasyon teknigiyle
karsilastirilmistir.

Bu ¢aligmada, sonlu sayida tekil noktasi olan q(x) potansiyel fonksiyonunun [21]’de alinan tekil nokta sayisi
arttirilarak L(q) operatoriiniin 6zdegerleri, sonlu farklar yontemiyle elde edilmistir. Ayrica, siir sartlari tekil
noktalara bagl olan Sturm Liouville probleminin, sonlu farklar yontemiyle 6zdegerleride elde edilmistir.

2. SONLU FARKLAR YONTEMIYLE OZDEGERLER

Sonlu farklar yontemi, bir sinir deger problemini, diigiim noktasi olarak adlandirilan m tane noktaya bélerek
kesikli bir sistem haline doniistiiriir. Bu sistem i¢in Merkezi Fark Formiilleri,

=y"(x) + q()y(x) = y ()
y(0)=y(1) =0 2

(1) ve (2) smur deger problemine uygulanirsa; [0,1] araligi, m > 2 tamsayist igin, h = ﬁ olmak tizere m + 11
esit alt araliga boliiniir. Alt araliklarin ug noktalari; j = 0,1,2,...,m + 1 olmak iizere x; = jh diigiim noktalaridir
[22]. y fonksiyonunu x; civarinda fi¢iincii dereceden Taylor polinomuna agarak, x;,, xj_; noktalari igin Taylor
polinomlar1 Taylor teoremine gore yazilirsa ve y''(x;) fonksiyonu i¢in ortalama deger teoreminden;

" (xi+1) = 2y(%) + y(x5-1)
v (1) =2 Z

y”(xj) icin Merkezi Fark Formiilii elde edilir. (1)’e merkezi fark formiilii uygulanirsa,

—Y;_42Yj-Y; .
—=E 4y =y j=12,..m 3)
elde edilir ve (2) siir sarti;
Yo=0, Yy =0 4

bicimindedir. (4) smur sartiyla birlikte (3) denklemlerinin olusturdugu denklem sisteminin ¢dziimiinden A
yaklagik 6zdegerleri elde edilir.

3. OZDEGERLERIN PERTURBASYONU

Bu boliimde, farkli potansiyel fonksiyonlar kullanilarak Sturm Liouville operatoriiniin 6zdegerlerinin
perturbasyonlari elde edilmistir.
[21] numarali makalede, v pozitif tamsay1 ve
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k=012..v

olmak tizere

dz
L(gi) = =5+ qx(x)

L(qy,) operatériin n. 6zdegeri AX semboliiyle gosterilmistir. v+1 sayida g, (x) potansiyel fonksiyonlarm toplami

0@ =) @
k=0

olmak iizere L(Q,) operatdriin n. ozdegeri Ay, semboliiyle verilir. L(q,) operatoriin n. ozdegeri igin
perturbasyon

ph = In — (n7)’
ve L(Q,) operatoriin n. dzdegeri i¢in perturbasyon

BY = A}, — (nn)?
esitlikleriyle hesaplanir. PY ve p¥ perturbasyonlar1 kaynak [21]’de ii¢ tekil noktali potansiyel fonksiyon icin
hesaplanmistir. Bu boliimde dort tekil noktali potansiyel fonksiyon i¢in, sonlu farklar yontemiyle 20000 alt
aralikta k = 0,1,2,3,4 olmak iizere P} ve p¥ perturbasyonlar Tablo 1’ de verilmistir. Bu tabloda Q,
potansiyelinin L(Q,) operatdriiniin 6zdegerlerindeki etkisi Py perturbasyonuyla, g, potansiyellerinin L(q;)

operatdrlerinin 6zdegerlerindeki etkisinin toplam p¥ perturbasyonlarinin toplamiyla verilmistir.

Tablo 1. L(Q,) ve L(q;) operatorlerinin 6zdegerleri igin perturbasyonlar

4 4
n p* Z 2 B — Z 2
k=0 k=0

1 12,48674823 11,18139989 1,305348341
2 12,32142869 13,71594489 1,394516198
3 12,26193743 11,73140544 0,530531994
4 10,31245853 10,21931131 0,093147219
5 12,30007762 11,73350445 0,566573174
6 12,28313095 13,00655413 0,723423177
7 12,26640238 11,83260985 0,433792533
8 10,88308505 10,78835338 0,094731669
9 12,27648743 11,84356732 0,432920106
10 12,27456622 12,80389735 0,529331126
20 11,39567724 11,28684393 0,108833305

Kaynak [21]’de Tablo 2’nin son siitunuyla bu ¢aligmadaki Tablo 1’in son siitunu karsilastirilirsa; kaynak [21]
Tablo 2°de, Q, potansiyelinin L(Q,) operatdriiniin ilk yirmi 6zdegerindeki etkisiyle, k = 0,1,2 degerleri i¢in gy,
potansiyellerinin toplamimin L(q;) operatorlerinin ilk yirmi 6zdegerindeki etkisinin toplamlar1 arasindaki fark
5.107° ve 2.1072 sayilar1 arasinda degismektedir. Tablo 1’in son siitunuysa (9.1072,1.3) arahginda degisen
degerler arasinda kalmaktadir. Iki tablodan elde edilen veriler karsilastirildiginda, Sturm Liouville problemindeki
potansiyel fonksiyonun tekil nokta sayisi lic oldugunda 6zdegerlerdeki etkisi, bes tekil noktasi olan potansiyel
fonksiyonun Sturm Liouville Probleminin &zdegerlerindeki etkisinden (8.1072,1.28) araligindaki degisen
degerler kadar azalmaktadir.
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4. SINIR SARTLARINDA TEKIL NOKTALAR
Q, (x) potansiyel fonksiyon sifir oldugunda
-y =y,
y(©0)=y(1) =0
smir deger probleminin dzdegerleri (nz)? dir. Siir sartlar1 degistirilirse,
-y =y,
B> =0

simr deger probleminin ézdegerleri v?(nx)? dir. Smir sartlar: % ve % tekil noktalara bagli olan

k=012,..,v

k k+1

" 1
—y" + Theo—3y =4y, x€b =557, 5)

=5
ok
v

y(5)=(5)=0 ®)

smir deger probleminin sonlu farklar yontemiyle elde edilen n. d6zdegeri Sy, (b,) semboliiyle gosterilmek ilizere
v’ye bagl alt araliklar m = 10iy (i=23,..,0), l € Z* olacak bigimde

S%(lz’k) S V2 (7)
An

esitsizligi gerceklenir.
Asagidaki tablolarda ve grafiklerde farkli tekil noktalar ve alt araliklar i¢in (7) bagintisin1 saglayan sonuglar

verilmistir.

Tablo 2. i = 3 ve v = 4 igin (5)-(6) simr deger probleminin 6zdegerleri ve bu 6zdegerlerin oranlari

n Sn Sn(b)/Sx Sn(b1) /Sy Sn(b2)/Sn Sn(b3)/Sn

1 22,32089661 7,52388972 7,549518292 7,549518292 7,52388972
2 51,77056607 12,40563876 12,41687075 12,41687075 12,40563876
3 101,0535077 14,17140955 14,17718314 14,17718314 14,17140955
4 168,2260039 15,08457842 15,08805080 15,08805080 15,08457842
5 259,0030954 15,28531296 15,28756958 15,28756958 15,28531296
6 367,5582788 15,49704153 15,49863216 15,49863216 15,49704153
7 495,8400493 15,62801359 15,62919292 15,62919292 15,62801359
8 642,5357726 15,74657079 15,74748098 15,74748098 15,74657079
9 811,6747687 15,77268171 15,77340229 15,77340229 15,77268171
10 999,2001733 15,81530326 15,81588864 15,81588864 15,81530326
20 3959,159551 15,95685198 15,95699974 15,95699974 15,95685198

Tablo 2’de verilen tigiincii ve dordiincii siitunlardaki degerler Sekil 1°de gosterilmistir.
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Sekil 1. Bes tekil noktali potansiyel fonksiyon i¢in (5)-(6) sinir deger probleminin 6zdeger oranlart

Tablo 3.i =3 vev =7 i¢in (5)-(6) sinir deger probleminin 6zdegerleri ve bu 6zdegerlerin oranlari

n Sy Sa(by)/ S, Sa(b)/ Sy Sa(b)/ Sy
1 30,66967685 16,31217148 16,34915623 16,36702504
2 59,95173392 32,55738096 32,57653207 32,58572867
3 109,2212817 40,01292228 40,02346020 40,02851411
4 178,2725490 43,50495126 43,51141314 43,51451076
5 267,0701655 45,33778596 45,34210111 45,34416921
10 1007,293507 48,02913479 48,75443871 48,03082799
20 3968,106417 48,75414808 48,75443871 48,75457795
30 8902,826469 48,89029241 48,89042195 48,89048401
40 15811,25812 48,93823616 48,93830910 48,93834404
50 24693,26908 48,96049745 48,96054416 48,96056653
n Sa(b3)/ Sy, Sa(by)/ S, Sa(bs)/ Sy Sa(be)/ Sy
1 16,37249171 16,36702504 16,34915622 16,31217148
2 32,58853814 32,58572867 32,57653206 32,55738096
3 40,03005759 40,02851411 40,0234602 40,01292228
4 43,51545669 43,51451076 43,51141313 43,50495125
5 45,34480072 45,34416921 45,34210111 45,33778596
10 48,03099545 48,03082799 48,03027952 48,02913479
20 48,75462046 48,75457795 48,75443871 48,75414808
30 48,89050296 48,89048401 48,89042195 48,89029241
40 48,93835471 48,93834404 48,9383091 48,93823616
50 48,96057336 48,96056653 48,96054416 48,96049745

(5)-(6) siir deger probleminin potansiyel fonksiyonunun tekil nokta sayisi sekiz oldugunda, Tablo 3’de

verilen 6zdeger oranlar1 asagidaki Sekil 2°de gosterilmistir.
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Sekil 2. Sekiz tekil noktali potansiyel fonksiyon i¢in (5)-(6) sinir deger probleminin 6zdeger oranlari

5. SONUC

Potansiyel enerjiyi belirleyen potansiyel fonksiyon; tekil noktali potansiyel fonksiyon oldugunda, diferansiyel
operatoriin 6zdegerlerinin kesin degerlerini bulmak miimkiin degildir. Bu ¢alismada, sonlu farklar yontemiyle
sonlu sayida tekil noktast olan Sturm Liouville Diferansiyel operatdriin enerji seviyelerini belirleyen 6zdegerleri
elde edilmistir. Bes tekil noktali potansiyel fonksiyonun L(Q,) operatoriiniin 6zdegerleri {izerindeki etkisini
belirleyen P} ve pk perturbasyonlari hesaplanmustir. k = 0,1,2,3,4 degerleri icin q,(x) potansiyellerinin
toplami1 Q,(x) potansiyelini vermektedir. Bu potansiyeller arasindaki baginti g6zoniine alindiginda, gy
potansiyelli L(q,) operatorlerinin dzdegerleri icin pX pertubasyonlarinin toplami, L(Q,) operatdriiniin
dzdegerleri igin P} perturbasyonuna (9.1072,1.3) araligindaki degerler kadar yaklasmaktadir.

Sinir sartlar1 tekil noktalara bagli olan (5)-(6) sinir deger probleminin 6zdegerleri elde edilmistir ve (7)
bagmtis1 Tablo 2 ve Tablo 3’te verilmistir. Tablo 2°de 20. 6zdegerden biiyiik 6zdegerlerin v2’ye 1072
mertebeyle yaklastigi, Tablo 3°de 40. 6zdegerden biiyiik 6zdegerlerin v2’ye 1072 mertebeyle yaklastig1 tespit
edilmistir. Tablo 2 ve Tablo 3 karsilastirilirsa, potansiyel fonksiyonun tekil nokta sayisi arttiginda (7)
bagintisinin n > 1 degerleri igin gergeklestigi goriilmektedir.

KAYNAKLAR

[1] BIRKHOFF, G.D., "Boundary Value and Expansion Problems of Ordinary Linear Differantial Equations”,
Trans. Amer. Math. Soc., 9, 373-395, 1908.

[2] TAMARKIN, J. D., "Some General Problems of the Theory of Ordinary Linear Differential Equations and
Expansion of an Arbitrary Function in Series of Fundamental Functions”, Math. Zeit., 27, 1-54, 1927.

[3] TITCHMARSH, E.C., "Eigenfunction Expansions", Oxford University Press, Vol I., 1962.

[4] NAIMARK, M. A, "Linear Differential Operators", 4th Edition, George G. Harrap and Company, 1967.

[5] MARCHENKO, V. A., "Sturm-Liouville Operators and Applications”, Basel, Birkhauser Verlag, 1986.

[6] EVERITT, W.N., Gunson, J., "Some Comments on Sturm-Liouville Eigenvalue Problems with Interior
Singularities", Journal of Applied Mathematics and Physics., 38, 813-838, 1987.

[7] PARLETT, B. N., "The Symmetric Eigenvalue Problem", Englewood Cliffs, Prentice-Hall, N. J., 1980.

[8] DUNFORD, N., SCHWARTZ, J. T., "Linear Operators", Part 3, Spectral Operators, Wiley-Interscience, MR
90g:47001c, New York, 1988.

[9] PAINE, J. W., HOOG, F. R., ANDERSSEN R.S., "On the Correction of Finite Difference Eigenvalue
Approximations For Sturm-Liouville Problems"”, Computing, 26, 123-139, 1981.

[10] ANDREW, A., PAINE J., "Correction of Finite Element Estimates For Sturm-Liouville Eigenvalues",
Numer. Math.,50, 205-215, 1986.

48



G. YILDIZ, B. YILMAZ

[11] ATTILLI, B.S., "The Adomian Decomposition Method For Computing Eigenelements of Sturm-Liouville
Two Point Boundary Value Problems", Appl. Math. Comput.,168, 1306-1316, 2005.

[12] BAILY, P.B., "Modified Prufer Transformation”, J. Comput. Phys, 29, 306-310,1978.

[13] BAILY, P.B., EVERITT, W.N., ZETTL, A., "Computing Eigenvalue of Singular Sturm-Liouville
Problems", Results Math, 20, 391-423, 1991.

[14] BAILY, P.B., EVERITT, W.N., WEIDMANN, J., ZETTL, A., "Regular Approximations of Singular Sturm
Liouville Problems" Results in Mathematics,22, 3-22,1993.

[15] GHELARDONI, P., GHERI, G., "Improved Shooting Technique For Numerical Computations of
Eigenvalues in Sturm-Liouville Problems", Nonlinear Analysis, 47, 885-896, 2001.

[16] LEDOUX, V., VAN DAELE, M.G., BERGHE, V., "Efficient Computation of High Index Sturm-Liouville
Eigenvalues for Problems in Physics", Computer Physics Communications,180, 241-250, 2009.

[17] KUMAR, M., "A New Finite Difference Method for a Class of Singular Two-Point Boundary Value
Problems"”, Applied Mathematics and Computation, 143, 551-557, 2003.

[18] KUMAR, M., AZIZ, T., "A Uniform Mesh Finite Difference Method For a Class of Singular Two-Point
Boundary Value Problems", Applied Mathematics and Computation, 180, 173-177,2006.

[19] KUMAR, M.; SINGH, N., "A Collection of Computational Techniques For Solving Singular Boundary
Value Problems”, Advances in Engineering Software, 40, 288- 297, 2008.

[20] YILMAZ, B., VELIEV, O. A, "Asymptotic Formulas For Dirichlet Boundary Value Problems",
StudiaScientiarum Mathematicarum Hungarica,42, 153-171, 2005.

[21] YILDIZ, G., YILMAZ, B., VELIEV, O. A."Asymptotic and Numerical Methods in Estimating
Eigenvalues"”, Mathematical Problems in Engineering, http://dx.doi.org/10.1155/2013/415479, 2013.

[22] BURDEN, R. L., "Numerical Analysis", 7th Edition, Pacific Grove, CA : Brooks/Cole, 2001.

49


http://dx.doi.org/10.1155/2013/415479

