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Ozet

Cizgelerde yapisal karmagikligi 6lgmek icin entropi kullanilabilir. Entropi olglisii ¢izgelerdeki digiim ve
kenarlarin yerlesimi hakkinda bilgiler verir. Elde edilen 6l¢li kompleks sistemlerin yorumlanmasina yardimci
olur. Bu galismada Shannon entropi 6lgiimler i¢in kullanildi. Hesaplamalarda ¢izgedeki toplam diigiim sayisi,
toplam kenar sayisi, toplam diigtim derecesi, maksimum olusabilecek kenar sayisi gibi parametreler kullanilarak
entropi degerleri bulundu. Farkli ¢izge tlrlerinde bu parametrelerle elde edilen sonuglar karsilagtirildi. Diigiim
sayis1 birer birer artirilarak Olciimler tekrarlandi. Diigiim sayis1 ve kenar sayisi arttikca degerlerin ne yonde
olustugu gozlemlendi. Hangi ¢izge tliriinde hangi parametrenin kullaniminin dogru olacagi 6rneklerle gosterildi.

Anahtar Kelimeler: Cizge, Karmasiklik, Shannon Entropi

Use of Different Parameters in Quantifying Structural Complexity in Graphs

Abstract

Entropy can be used to measure structural complexity in graphs. Entropy value gives information about the
placement of nodes and edges in graphs. The measure obtained helps to interpret complex systems. In this study
Shannon was used for entropy measurements. In the calculations, the entropy values were found by using
parameters such as total number of nodes, total number of edges, total node degree, maximum number of edges
that can occur in the graph. Entropy values were compared with these parameters in different graph types.
Measurements were repeated by increasing the number of nodes by one in the graphs. It was tried to be
understood in what direction the values would occur as the number of nodes and the number of edges increased.
It was shown with examples that which parameter would be accurate to use in which graph type.

Keywords: Graph, Complexity, Shannon Entropy

1. GIRiS

Entropi kavrami, ¢izgelerin yapisal karmasikligin1 ve bilgi icerigini 6lgmek igin; bilgisayar bilimi, bilgi
teorisi, istatistik, biyoloji, kimya, sosyoloji gibi birgok disiplinde ¢ok¢a kullanilmaktadir[1]. Cizgelerde
iligkilerin ¢esitli niteliklere gore olasilik dagilimlarinin 6lgiilmesi miimkiindiir. Bu olasilik durumlari entropi
hesaplamalarinda kullanilabilmektedir. Yapisal karmagiklik, ¢izgenin belki de en 6nemli 6zelligidir. Clnki
karmasik bir agda diigimlerin ve kenarlarin diizenlenme seklini ortaya koyar ve islevlerin énemli oranda
etkinligini gosterir[2]. Shannon entropi [3] veya birgok farkli entropi [4]-[7] olasilik dagilimiyla birlikte
uygulanabilir. Yapisal 6zelligin bir indeksi olarak sayisal bir deger elde edilebilir. Bu deger ¢izge hakkinda
yorum yapmamizi saglar. Cizgelerde merkezilikleri bulmak [8], [9] ve kiimelemeleri tespit etmek [10], [11] ig¢in
entropi fazlasiyla kullanilmaktadir.

Rashevsky [12], Trucco [13], Mowshowitz [14], ¢izge entropisini tamimlayan ve inceleyen ilk
aragtirmacilardir. Korner [15], bilgi ve kodlama teorisindeki problemlerle ilgili farkli bir ¢izge entropi taninmu
ortaya koymustur [1]. Tanimlanan ve ¢esitli problemlerin ¢6ziimii i¢in kullanilan birgok farkli entropi Gnerisi
vardir [16]-[18]. Entropi tabanli 6l¢iimlerin insasinda diigiim say1si, diigiim derece dizisi ve genigletilmis derece
dizileri (yani ikinci komsu, tgiincii komsu vb.) gibi birkag ¢izge degismezi kullanilmistir [12]. Diigiimler, bir
¢cizgenin ayn1 yoriingesine aitlerse topolojik olarak esdeger olarak kabul edilirler. Bu prensibi kenar otomorfizm
grubuna uygulayarak, Trucco [13] benzer entropi Olglimleri getirmistir. Mowshowitz [14], entropi temelli
Olgiilerin  Ozelliklerini olugturmak ve hesaplamayi basitlestirmek icin ¢esitli ¢izge islemleri ve sonuglar
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Uzerindeki hesaplamalarin etkisini inceledi. Her bir entropi taniminin ¢6ziime katki sundugu alanlar, problemler
farkli olabilir.

George ve ark. [19], markov zinciri tarafindan olusturulan entropi oranini bagh bir ¢izge tUizerinde maksimize
edip ve onceden belirlenmis bir sabit dagilima tabi tutarak kapsamli bir analiz sagladilar. Aggarwal [20], bir
karar vericinin bir 6l¢iit degerinin dznel faydasimni modellemek i¢in entropi tabanli bir yontem sundu. Onerilen
yontem ve yaklagim, gercek bir araba se¢imi vaka ¢alismasinda uygulandi. Zhou ve ark. [21], belirsiz subjektif
yargilarin dahil edildigi, cesitli 6z nitelikli karar verme problemleriyle basa ¢ikmak icin karar vermenin risk
tercihini dikkate alan entropi tabanl bir agirlik atama siirecini gosterdi. Birden ¢ok oznitelik tiirli ve entropi
temelli agirlik atamasi ile kanita dayali akil yiiriitme yaklagimi sunuldu. Manzoor ve ark. [22] topolojik indeksler
kullanarak molekuler cizgelerin entropi dlgciimlerini yaptilar.

Karmagik, anlagilmasi zor durum, 6gelerinin veya gerekli islemlerin sayisinin ¢oklugu ve ¢esitliligi yiliziinden
anlagilmas1 ve yapilmasi gii¢ olan, komplike, sofistike anlamlarina gelir [23]. Karmagiklig1 bir parametre olarak,
yani bir seyin bir dl¢iisii olarak anlayabiliriz. Genelde karmagik sistemler, elemanlarin iligkileri ile ilgili bilgileri
yakalamak ve 6lgmek i¢in ¢izge yapisinda modellenir. Bu modeller ile sistemdeki eleman sayisi, kiimelenmeler,
iliskilerin derecesi, 6nemi, derinligi, uyum ve anlamsallig1 6l¢iilebilir [24]. Cizgelerin karmagikligini 6lgmek
bircok alanda karsiligi olan bir sorundur. Mevcut yaklagimlar ya rasgtele (olasiliksal) ya da istatistiksel
(deterministik) karmasikliga dayanir. Rastgele karmasiklik, bir yapinin rastlantisallik veya daginiklik derecesini
nicellestirmeyi amaclamaktadir. Istatistiksel karmasiklikta ise diigiim derecesi, kenar yogunlugu veya Laplacian
spektrumu gibi istatistiksel 6zellikler kullanilarak sonu¢ alinmaya calisilir [25], [26].

Bu calismada Shannon entropi ile ¢izgenin farkli yapisal nitelikleri kullanilarak karmagsikligi (belirsizlik)
Ol¢llmistiir. Bu 6l¢timlerin, farkli tiirdeki ¢izgelerde nasil sonuglar verecegi, bu sonuglara gére hangi yéntemin
kullanilmasinin daha iyi olacagi anlasilmaya calisilmistir. Farkl tiirdeki ¢izgelerde kullanimlarinin avantajlarmin
neler olabilecegi gozlemlenmistir.

Kullanilan ¢izge tiirlerinde merkeziligi yiiksek olan diigiim sayis1 1°dir. Ya da genelde biitiin diigiimler ayni
ozelliklere sahiptir. Bu sekilde, kullanilan olasilik hesaplama ydnteminin etkisi daha iyi gorulur. Seyrek
cizgelerden tam bagli ¢izgeye entropi degerlerinin doniisiimii gdzlenmistir.

2. CIZGELER

Cizge G = (V,E) seklinde tanimlanacak olursa; G gizgeyi, V digiimleri, E kenarlar ifade eder. Bir gizge
Sekil 1’de  goriildiigic.  gibi  gosterilebilir. V={AB,C D} digimler kimesidir. E =
{(4,B),(B,(),(B,D),(C,D)} kenarlar kiimesidir. Diigiimler arasindaki kenar ¢ok farkl ifadelere sahip olabilir.
Arkadaglik, mesajlagma gibi herhangi bir iliskisel yapiytr gosterebilir. Bu iligki tiirii yonlii veya yonsuzdir.
Ayrica kenarlar agirliklandirilabilir. Bu yapilar matrisler ile matematiksel olarak ifade edilebilir. Agirliksiz
cizgelerde iki diigiim arasinda iligki varsa kenar 1 degerini alir, yoksa 0 degerini alir.

C

Sekil 1. Cizge yapis1 6rnegi

n = diigiim sayis1 = 4

e = toplam kenar sayis1 = 4

d = diigiim derecesi = (d,=1, dg==3, d==2, dp==2)
td = toplam diigiim derecesi =(d, + dg + d¢ + dp) = 8

n(n-1) _ 4x3 _
==

6

te = maksimum kenar say1si=
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Diigiim say1si, diiglim derecesi, kenar sayisi, kenar agirliklart gibi degerler ¢izgenin yapisi hakkinda ¢ok bilgi
ihtiva eder. Bu degerler sayesinde bu yapiya doniistiiriilen sistemler yorumlanir, analizler gergeklestirilir.
Cizgeler matematiksel olarak ifade edilmesi kolay, ayrica farkli disiplinlere de ayni mantikla uygulanabilir bir
¢oziim sunar. Bu yiizden giiniimiizde birgok farkli alanda kullanilmaktadir. iliskisel yapilar cizge yapisina
rahatlikla doniistiiriilebilir.

Bu calismada kullanilan ¢izge yapilar1 yildiz, yol, dairesel, tekerlek, tam bagh ¢izgelerdir. Segilen bu tir
cizgelerde diigiim derecesi 1, 2, 3 ve (n-1) olan digiimler vardir. Yildiz ¢izge diiglimlerin merkezi tek diigiime
baglandig1 ve bilginin merkezi diigimden tiim diigiimlere iletildigi bir ¢izge olarak tanimlanabilir. Merkezi
diigim kaldirildiginda biitiin kenarlar kalkmig olur. Yol ¢izgelerde bir diigiimden digerine gegis i¢in tek yol
vardir. Bir ¢izgede, esit 6zellikte diigtimlerin oldugu yapiy: ifade eder. Dairesel ¢izgedeki biitiin diigiimlerin
diigim derecesi 2°dir ve biitiin diigiimler tek yol tizerinden birbirlerine baglanirlar. n digiimli bir dairesel
cizgede n adet kenar vardir. Bir ¢izgede esit 6zellikte diigiimlerin oldugu yapiy1 ifade eder. Tekerlek cizgeye
yildiz ve daire gizgelerin birlesmis hali denilebilir. Dairesel bir ¢izgeye, cizgedeki biitiin diigiimlere baglantist
olan bir diigiim eklendiginde tekerlek ¢izge olusur. Tam bagl ¢izgeler, biitiin diigiimlerin dogrudan birbiriyle
baglantili oldugu ¢izgelerdir. Her diigiim diger biitiin diigiimlere baghdir.

e

Yildiz Cizge Yol Cizge
Dairesel Cizge Tekerlek Cizge

=P

Tam Bagh Cizge

Sekil 2. Farkli ¢izge yapilart

3. CiZGE ENTROPI

Entropi, bir sistemin yararl bir is yapmak i¢in kullanilamayan termal enerjisinin dlgiistidiir. Fizikte kullanilan
bir termodinamik terimdir. Bir sistemdeki rastlantisallik, dizensizlik (bozukluk) ve belirsizlik olarak ta ifade
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edilebilir. Fizik diginda istatistikten, bilgisayar bilimlerine kadar bir¢ok farkli alanda kullanilmaktadir. Entropi
kavrami, birgok alanda kendiliginden degisimin yonii hakkinda derinlemesine bilgi saglar [27]. 1850'de Alman
fizik¢i Rudolf Clausius tarafindan ifade edilen kavram, 19. yiizyil fiziginin en 6nemli 6zelliklerinden biridir.
Termodinamigin ikinci yasasi olan entropi, evrende diizensizligin siirekli olarak tek yonlii bir sekilde arttigim
soyler [28],[29]. Entropinin istatistik biliminde de kullanim1 vardir. Ludwig Boltzmann Unli denkleminde S =
k log W ile entropi degerini hesaplar. W mikroskobik durumlarmn sayisini ifade eder. k ise Boltzmann sabitidir
[30].

Entropi (E) = —Xi_,p; log p; 1)

Claude E. Shannon veri iletiminde entropi kullanmustir [3]. Tletilecek bilginin kag farkli olasihigmin oldugu
bulunur, buna gére bilginin kag bit ile iletilecegi entropi ile hesaplanir. Denklem 1°de p degeri her bir durumun
olastligidir. Ornegin yazi tura sonucunu kars tarafa iletecegiz. Her bir durumun olasihig p; = 1/2 ve p, = 1/
2’dir.

Entropi formdiillinde yerine yazarsak;
- G) log, (%) - G) log, G) = 0,5+ 0,5 = 1 bit bulunur.
Zar olaymi diisiiniirsek atilan zar sonucunu

1 1 1 1 1 1 1 1 1
(= (5)109: (5) = (B) o2 () = (5) o3z (5) = (§) tos= (5) = (5) 32 (5) = (£) 02 (5) = 258 bie
hesaplamasi ile kag¢ bit ile karsiya iletecegimizi Ogrenebiliriz. Zar sonucu (001, 010, 011, 100, 101, 110)
seklindeki sonuclardan biri olan 3 bit ile karsiya iletilir.

Cizge yapilarda belirsizliklerin 6l¢iimii entropi ile yapilabilmektedir. Bir ¢izge diigiim ve kenarlardan olusur.
Cizge entropi ile biitiin diigiimlerin entropisi hesaplanir. Sonrada ¢izgenin toplam entropisi hesaplanir. Her bir
diigiimiin ¢izgedeki durum olasilig1 ¢esitli sekillerde hesaplanabilir. Bir ¢izgedeki kenar sayisi, diigiim sayis,
diigiim dereceleri gibi degerler bu olasilik hesabinda kullanilabilir. Gergek ¢izgelerde diigiim ve kenar sayilar
birbirinden ¢ok farklidir. Bu calismada olasilik hesaplarken pay kisminda her bir diigiimiin derecesi
kullanilmistir. Payda da ise gesitli varyasyonlar denenmigtir. Hangisinin kullaniminin daha anlamli oldugu
anlasilmaya c¢aligilmistir. Cizgedeki toplam kenar sayisi, toplam diigiim sayisi, biitiin diigimlerin toplam derece
sayist ve maksimum olusabilecek kenar sayisi i¢in entropi degerleri hesaplanmistir. Bu degerlerden yola
cikilarak, olasilik hesaplamalarinda hangisinin segilmesinin dogru olacagina cevap bulunmaya ¢aligilmistir.
Yildiz gizgelerde entropi degeri toplam diigiim sayisina gore;

=15 111501 nolg gttt
E=|(ZF " tlog ) + (Stlog Y] 2)
Yildiz ¢izgelerde entropi degeri toplam diigiim derecesine gore;

n-11 (n-1) (n-1)
E= (X" =log ) + (FPlog =2 3)

Yildiz ¢izgelerde entropi degeri toplam kenar sayisina gore;
= 1(Z1 " 2 log D) + (PP 1og &) (4

Yildiz ¢izgelerde entropi degeri maksimum kenar sayisina gore;
E= @ =logs) + (2109 ") (5)

Yol cizgelerde entropi degeri toplam diigiim sayisina gore;

E = |(Z1?2l0g2) + 2(; log )| (6)

Dairesel cizgelerde entropi degeri toplam diigiim sayisina gore;

= (521002

E = (1 2log D) ()

Tekerlek cizgelerde entropi degeri toplam diigiim sayisina gore;
E=|(EF " 2 log ) + (5 log ™) ®)

Tam bagli ¢izgelerde entropi degeri toplam diiglim sayisina gore;
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_ (n-1) (n-1)
E = (03 %2 10g ) (9)

Cizgemiz Sekil 1’deki gibi olsun. Olasilik durum hesaplamalar1 Tablo 1°deki gibi olur.

Tablo 1. Cizge entropi igin olasilik hesaplamalari ve entropi degerleri (Sekil 1)

3 ¥ 5 : g
g 5 E g 2 g
£ £ 553 Eg R &g
5 SO 5 £3 £gs S
A 1 1/6 1/4 1/4 1/8
B 3 3/6 3/4 3/4 3/8
C 2 2/6 2/4 2/4 2/8
D 2 2/6 2/4 2/4 2/8
Toplam Entropi 1.987 1.811 1.811 1.905
4. TARTISMA

Bu galismada 2 diigiimden olusan ¢izgeden baglayarak 29 diigiime sahip ¢izgeye kadar diigiim sayisi her
seferinde bir arttirilarak toplam entropi degerleri hesaplanmigtir. Her bir diigiimiin toplam entropi degerine etkisi
hesaplanmistir. Bu artisin ne yonde entropi degeri olusturdugu gézlemlenmistir. Cizgelerde kenar sayisinin artist
ile birlikte toplam diigiim derecesi artar.

Yildiz Cizge Yildiz Cizge Entropi degerleri
450 &
400
350 3
300
250
200
150
100

- ettt .| 7

1234567 891011121514151617181920212225242526272829 n

w

ra

g 0P EM DUE UM O ErECEs] mmgediiElm say s 0 5 1 15 20 25 30
i B maksimum kenar sayisi —e—derece  —e—digim —e—kenar tam kenar
Yol Cizge Yol Cizge Entropi degerleri
450 g
400 E
350 7
300 5
250
5
200
4
150
100 3
50 __W 2 —4
0 N 1 .//
12345678 91011121314151617181920212223242526272829 0 4
0 5 10 15 20 25 30

g L0 M A UF (NN S ECES] e i E0 M 53151

== kenar sayisi maksimum kenar sayisi —e—derece  —e—difim —e—kena tam kenar
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Dairesel Cizge Dairesel Cizge Entropi degerleri

r
[:
-~ | oo

(-

0 3
% M 2 =
0 = g 1 /
1234567 8B910111213141516171819202122232435 26272829 n
g tOp M dUE UM dEreces] mmgedifim sayisi 0 5 10 15 20 25 30
kenar sayisi maksimum kenar say1si —e—derece  —e—digim kenar tam kenar
Tekerlek Cizge Tekerlek Cizge Entropi degerleri
450 12
350 10
300
B
250
200 &

150
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1234567 8910111213141516171819202122232435 26272829 .

g tOp M dUE UM dEreces] mmgedifim sayisi 0 5 10 15 20 5 30
kenar sayisi maksimum kenar sayisi —e—derece  —e—digim kenar tam kenar
Tam Bagh Cizge Tam Bagh Cizge Entropi degerleri
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kenar sayisi maksimum kenar say1si o—derece #— digim kenar tam kenar

Sekil 3. Farkli ¢izge tirlerinde yapisal degerlerin artiglar1 ve entropi degerleri

Sekil 3°te yapisal degerler ve elde edilen sonuglarin grafiksel gosterimi gosterilmistir. Tam bagl ¢izgelerde
maksimum olusabilecek kenar sayisi ile ¢izgede bulunan toplam kenar sayisi esittir. Tam bagli haricindeki
cizgelerde maksimum kenar sayisi ile yapilan entropi hesaplari dogru sonuglar vermemistir. Maksimum kenar
sayisina gore yapilan hesaplamada artig tam bagli ¢izge haricinde siireklilik gostermemistir. Tam bagh
cizgelerde kenar ve tam kenar icin aymi degerler elde edilir. iliskisel yogunlugu fazla olan ¢izgelerde 6nerilen
biitiin yontemler ayni1 yonde sonug vermistir. Diiglim dereceleri, tam bagli veya yogun ¢izgelerde diigiim sayis1
arttik¢a daha fazla bir artig gosterir.

Toplam derece degerine gore elde edilen 6lglimler biitiin ¢izge tiirlerinde birbirine yakin artig gostermistir.
Bu parametrenin tiim ¢izge tiirlerinde kullanilabilecegini gosterir. Toplam diiglim sayisina gore yapilan
hesaplama sonucuna goére, toplam entropi degerleri daha az artis gostermistir. Bu durum diigiim derecesinin
yiiksek oldugu cizgelerde diigiim sayisinin artigi ile belirsizligin ¢ok artmadigini gosterir. Tam bagli ¢izge
haricindeki c¢izgelerde toplam ¢izge derecesi ve c¢izge toplam diiglim sayist hesaplamalar1 birbirine yakin
davranig gostermistir. Biitiin ¢izge tiirlerinde ve olasilik yontemlerinde belli bir diigiim sayisindan sonra toplam
entropi degerlerinin artig aralig1 azalmaktadir.
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5. SONUC

Cizgenin karakterini, yapisal durumunu en dogru gosterecek 6lgiim seklinin segilmesi problemlere dogru
yaklasimi saglayacaktir. Kompleks yapilarda karmasikligin dl¢iisii duruma gore farkli yorumlanabilir. Farkli
karmasiklik tanimlari onerilebilir. Tek bir evrensel karmagiklik 6l¢iisii yoktur. Giliniimiizde entropinin kullanim
alan1 yayginlagmustir. Bu alanlardan biri de ¢izgeler ile ifade edilebilen yapilardir. Cizge yapisindaki sistemlerin
karmasikligint 6lgmek entropi ile miimkiindiir. Bu calismada diigiimlerin entropisini hesaplarken olasilik icin
hangi yapisal degerlerin kullanilmasinin daha iyi sonuglar verecegi anlasilmaya calisilmistir. Cizgelerde farkl
yapisal nitelikler ile entropi 6l¢limiiniin yapilabilecegi ve sonuca gidilebilecegi goriilmektedir. Somut drnekler
Uzerinden secilen entropi 6lcilerinin bagimliliklar1 gésterilmisitir. Entropi degerinin kullanim amacina uygun
olarak yapisal niteliklerin hesaplamaya dahil edilmesi dogru olacaktir. Bu calisma, entropi hesaplamasinda
kullanilan parametrelerin orantisal olmasi gerektigini gostermistir. Diigiim derecelerinin ortalamasi hangi
parametrenin se¢iminin dogru olacagini gosterebilir. Pay kisminda diigiim derecesi oldugu i¢in buna uygun
olacak paydada cizgedeki toplam diigiim derecesi veya toplam kenar sayisinin kullanilmasi daha iyi sonuglar
almamizi saglamistir. Yogun cizgelerde, biitiin parametreler maksimuma yakin oldugu icin kullanilacak
parametre seciminde daha rahat davranilabilecegi sonucuna varilmigtir. Yogun ¢izgelerde birbiriyle orantili
sonuglar elde edilmistir. Sonuglar seyrek ¢izgelerde kullanilan parametrelerin seg¢iminde dikkatli olunmasi
gerektigini gosteriyor. Bir sonraki calismada bu parametreler gergek veri setlerine uygulanarak, sonuglar
karsilagtirtlacaktir.
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