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Vektorden Kiireye

ANTALYA
Vektor to Sphere iL MiLLT EGITIM MUDURLUGU

OZET

Kiire, ti¢ boyutlu bir cisim olup, uzayda sabit bir noktadan esit uzakliktaki noktalarin olusturdugu bir cisimdir. Kiire
merkezinden {i¢ boyutta (x,y;z) esit uzakliktaki (yarigap r) yayilmis her bir nokta kiirenin yiizeyinde yer almaktadir.
Bagka bir deyisle orijin noktasindan x ve y koordinatlarindan esit uzaklikta ¢izilen bir yayin z ekseni etrafinda 360 derece
dondiiriilmesi ile kiire sekli elde edilir. Uzayda verilen 3 nokta A(a,b,c), B(p,r,s) ve P(x,y,z) noktalar1 olsun. Bu noktalarin
belli sartlarda birlestirilmesinden bir kiire olusturulur mu ve olusturulan bu kiirenin merkezi hacmi ve ytizey alan ile
ilgili bilgiler elde edilebilir mi? Vektorler ve kiire arasinda bir iligki kurulabilir mi? sorularma ¢6ziim bulmak i¢in yapilan
arastirma ve literatiir taramalarinda bu sekilde bir iligkinin ispat1 ve genel bir kural olmadig1 gozlenerek bulunan bosluk
yapilan islemlerle ispatlanarak doldurulmaya ¢alisiimistir. Bu ¢aligma ile elde edilen genel kurallar uzayda kurulan bir kiire
i¢in genel kiire denklemi ile bu kiire arasinda yarigapa bagli kalmadan yiizey alan hacim ve kiire merkezi bulunmasi igin
sonuglar vermistir. Burada verilen noktalara bagl k sabiti i¢in elde edilir. Verilen kiirenin digindaki bir A(a,b,c) noktas,
kiirenin disindan alinan bir B(p,1,s) noktasi ve kiire yiizeyinde oldugu bilinen bir P(x,y,z) noktas: i¢in merkezi M(X,Y,Z)
olan bir kiirenin bu noktalar1 bulunur. Ayn1 zamanda kiirenin yiizey alan1 ve hacmi ifade edilir. Burada istedigimiz
onctilleri saglayan uzayda alinan ti¢ nokta i¢in genel kiire formiilleri elde edilmistir.

Anahtar kelimeler: Alan, gember, hacim, kiire.

ABSTRACT

A sphere is a three-dimensional object made up of points equidistant from a fixed point in space. Each point spread
equidistant (radius r) in three dimensions (x,y,z) from the center of the sphere is located on the surface of the sphere. In
other words, a sphere shape is obtained by rotating an arc drawn at an equal distance from the origin point in x and y
coordinates by 360 degrees around the z axis. Let the three points given in space be A(a,b,c), B(p,r,s) and P(x,y,z). Can a
sphere be formed by connecting these points under certain conditions, and can information about the central volume and
surface area of this sphere be obtained? Can a relationship be established between vectors and spheres? In the research
and literature reviews carried out to find solutions to these questions, it was observed that there was no proof of such a
relationship and there was no general rule, and the gap was tried to be filled by proving it with the procedures performed.
The general rules obtained from this study gave results for finding the general sphere equation and the surface area, volume
and sphere center of a sphere established in space, without depending on the radius. It is obtained for the constant k
depending on the points given here. For a point A(a,b,c) outside the given sphere, a point B(p,1,s) taken from outside the
sphere, and a point P(x,y,z) known to be on the surface of the sphere, the center M(X,Y, A sphere with Z) has these points.

At the same time, the surface area and volume of the sphere are expressed. Here, general sphere formulas have been

obtained for three points in space that provide the premises we want.

Keywords: Area, circle, sphere, volume.
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1. GIRIS

Eski caglardan beri insanoglu iirettigi her nesne
ve yapida matematikten yardim almis, geometrik
sekiller kullanmigtir. Doganin sahip oldugu bu
karmasik ve geometrik varyasyonlar gec¢misten
giniimiize sanat tretimi i¢in sonsuz bir ilham

kaynagi olmustur (Karatas 2016). Cevremizde
geometri her yerde (giines sisteminin yapisinda,
jeolojik olusumlarda, bitkilerde, hayvanlarda,

sanat ve mimaride, makinelerde ve insanoglunun
yarattigi tim goriintimlerde) vardir ve diinyay:

daha iyi anlamamizi saglar. Bunun yaninda
geometri, problem ¢6zme ve uzamsal akil ytriitme
becerileri ve matematigin bir¢ok alaninda anahtar
role sahiptir. Olgiimler ve hesaplamalar ile geometri
yakindan iligkilidir. Ornegin geometrinin biitiinden
pargaya

konusu kullanilir. Geometri bunun yaninda giinliik

ayrilarak  yapilanmalarinda kesirler
hayatta herkes tarafindan sikc¢a kullanilmaktadir.
Bilim adamlari, sanat¢ilar, mimarlar, miithendisler,
geometriyi kullanan meslek dallarindaki kigilerden
sadece birkac¢idir (Van de Walle 2001). Sabit iki
noktaya olan uzakliklari orani sabit olan noktalarin
sabit
dogru parcasini verilen orana gore i¢ten ve distan

geometrik yeri, bu noktalar1 birlegtiren
boélen noktalar arasindaki uzakligi cap kabul eden
bir ¢emberdir (Kiris¢i 2017). Apollonius ¢emberi
(Apollonian c¢emberi) olarak bilinir. Bu o6nemli
geometrik oOzellik, matematiksel fizik, optik ve
elektrik alanlarinda bazi problemlerin ¢dziimiinde

kullanilir (Ay 2013).

Geometride, 6zellikle de diizlemsel geometride,
tiggenlerin 6zel bir yeri vardir. Ciinki ti¢ggenler,
diger cokgenlerin incelenmesinde kullanilan en
6nemli araclardan biridir. Oklid diizlemindeki her
bir tiggen igin dort karakteristik ¢ember elde edilir.
Bunlardan biri tiggenin i¢ teget cemberi, diger
li¢ tanesi ise dis teget cemberleridir. Bu dis teget
¢emberlerinin her biri tiggenin kenarlarindan birine
tegettir ve ayni zamanda bu ¢emberlerin her biri,
kenarlarin kendisine olmasa da diger iki kenar:
ihtiva eden dogrularin uzantisina da tegettir. Bu
ii¢ gemberin her birinin merkezleri, tiggenin iki dis
aciortaylar1 ile bir i¢ agisinin acgiortayinin kesim
noktasidir.

a, b, gkenarli bir ABC iiggeninin, sirasiyla
yaricaplari Fas s Iy
bircok o6zelligi arastirilmistir

olan dis teget cemberlerinin
(Bell 2006).
zamanda Hansen’in c¢alismalarinda tg¢genin dik

Ayni

acili olmas:t durumunda bu yarigaplara ait sonuglar
verilmigtir (Hansen 2003).

2. KURAMSAL KAVRAMLAR

2.1. Heron ﬁggeni: Kenar uzunluklari a, b, ¢ tam
sayilar1 ve alani da tamsay: olan ABC ii¢genine
Heron ti¢geni, (a, b, ¢) tg¢listine de Heron tiglisi
denir (Kramer ve Luca 2000). Dogru parcalar1 genel
olarak [AB] seklinde gosterilecektir. [AB]; A ve B
noktalari ile bu noktalar: birlestiren diiz bir dogru
pargasini gosterir. Kenar uzunluklar1 ise kiigiik
harflerle gosterilecektir. Ornegin bir ABC tiggeninin

ti¢ kenar uzunlugunu «, p, y ile gosterirsek;

a=1BCI=1CBI,B=1ACI=ICAIl,y=1ABI=1BAI
‘dir. Uggenler icin iyi bilinen durumlari soyle
verebiliriz. Bir tiggenin agilarinin derece cinsinden
6l¢timleri A, B, C; kenarlarinin uzunluklar: da «, £,
y ise o zaman (genelligi bozmaksizin)

0°<A<B=<C<180° A+B+C=180°

ve (bu siralamaya uyacak sekilde), 0 <a < B <y
‘dir, ayrica tiggen esitsizliklerindena < +vy, < a
+yvey<a+ pdir (Zelator 2008).

2.2. Siniis Teoremi: Bir ABC ii¢geninin kenar
uzunluklari a, b, ¢; i¢ agilart A, B, C ve ¢gevrel
¢emberinin yarigapi da R ise;

a b ¢

Sin4 SinB SinC

2.3. Kosiniis Teoremi: Bir ABC ti¢geninin kenar

=2R dir (Ayres 1954).

uzunluklari a, b, ¢ ve i¢ agilart da A, B, C ise;

a’=b>+c*02bcCos A,

b>=a*+c*2acCosB

ve
¢’ =a’+b’[12acCosC dir (Ayres 1954).

2.4. i¢ Teget Cember: I¢ teget cemberin merkezi
tiggenin Ui¢ i¢ aciortayinin kesim noktasidir. Dogal
olarak bu cember cokgenin icindedir ve merkezi
¢okgenin tiim kenarlarina esit uzakliktadir. Bu
uzakligin 6l¢timi i¢ teget g¢emberinin yaricapini
verir. Her tiggenin bir i¢ teget ¢emberi vardir ve
merkezi ii¢ agiortayinin kesim noktasidir (Sahin
1997).

2.5. Dis Teget Cember: iki aginin dis agiortay:
ile ti¢lincti aginin i¢ agiortayinin kesim noktasini
merkez kabul eden ve ticgenin bir kenarina distan
teget olan ¢embere tiggenin dis teget cemberi denir
(Sahin 1997).

2.6. XYZ dik koordinat
sisteminde, merkezi O(0, 0, 0) ve yarigap1 r olan kiire
x? + y? + z2 = 2 ’dir.
Merkezi M(a, b, ¢) ve yarigap1 r olan kiire yiizeyinde
P(x, vy, |PM | =r
iki nokta arasindaki uzaklik formiiliinden, kiire
(x—a)2+(y—b)2+(z—c)2=r2 olur.

Kiire Denklemi:
ylizeyinin denklemi,
alalim.

z)noktast olacagindan

ylizeyinin denklemi,
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Bu denklemde parantezler acilir, gerekli diizenleme
yapilirsa,

x> +y*+2°—2ax—2by —2cz+a’* +b*+c*—r*=0
2a=D -2b=E -2c=F a&+b*+c*-r*=G

7

olmak tizere
X +y+z22+Dx+Ey+Fx+G=0

denklemi elde edilir. Bu denkleme de kiirenin genel
denklemi denir.

2.7.Cevre Ac¢1: Bir ¢cemberin i¢ bélgesinde, kosesi
cember tizerinde bulunan aciya cevre ag1 denir.

2.8.U¢ Boyutlu Analitik Uzayda Koordinat
Sistemi: Uzaydaki bir O noktasindan birbirine dik
olan ii¢ say1 ekseninin olusturdugu sisteme, uzayda
koordinat sistemi denir.

2.9.U¢ Boyutlu Analitik Uzayda Dik Koordinat
Sistemleri: O noktasina, baglangi¢ noktasi (orijin)
say1 eksenlerine de dik koordinat eksenleri denir.
Ox eksenine birinci eksen veya x ekseni, Oy eksenine
ikinci eksen ya da y ekseni, Oz eksenine de {igilincii
eksen ya da z ekseni denir. Bu eksenlere koordinat
eksenleri ve bunlarin ikiser ikiser olusturduklar:
birbirine dik ti¢ sisteme de koordinat sistemleri
denir. Ox, Oy ve Ozeksenleri ile gosterilir. Koordinat
sisteminin olusturdugu uzaya, Ug boyutlu analitik
uzay denir.

2.10. Yer Vektdrii(konum vektdrii): Ug boyutlu
analitik uzayin bir P(a, b, ¢) noktasinin yer vektori
olarak, P = OP = (a,b,c) seklinde yazilir. Uc
boyutlu analitik uzayda; nokta vektdr eslemesinde,

P noktasinin koordinatlar1 vektdriiniin OP
bilegsenleridir.
2.11.0klid Uzayi: Diizlemsel olarak ifade

edilen ii¢ boyutlu geometrinin temel 6zellikleri ile
kavramlarinin tanimlanmasi Oklid uzayi1 olarak
ifade edilmektedir. Adin1 antik ¢agda yasamis tinli
Yunan matematikgi Oklid'den alir. Oklid uzay1, iig
boyutlu uzayda sabit bir merkezden esit uzaklikta
bulunan noktalarin olusturdugu geometrik yapinin
tim ozelliklerini igerir. Bu sayede uzaydaki her
bir nokta, ti¢ boyutlu koordinatlarla (x, y, 2z)
belirlenebilir.

2.12.Bir Noktanin Baslangi¢ Noktasina Olan
Uzakligi: Ug boyutlu analitik uzayda bir nokta
P(x,y,z,) olsun. Bu noktanin baslangi¢ noktasina
olan uzakligi | OP |‘dir. Ug boyutlu analitik
uzayda, P(x,y,z,) noktasinin, eksenlerin baslangi¢

noktasina olan uzaklig1 |OP| =[x} + ] +z birimdir.

2.13. iki Noktanin Birbirine Olan Uzaklig:: Ug
boyutlu analitik uzayda iki noktadan biri P(xl,yl,zl)
digeri Q(x,y,z,) olsun. Bu iki noktanin birbirine
olan uzakligir IPQI’dir. 3 boyutlu analitik uzayda,
bu iki nokta arasindaki mesafe [Pg/=y(x-x) +(»-».) +
seklinde bulunur.

2.14.U¢ Boyutlu Analitik Uzayda I¢ Carpim ve
Birim Vektorii: R® vektor uzayinda ; =(p.,p,,P;) Ve
q=(4-4,-9s) iki
g¢arpimi (p,4)= P, + P9, + Pg, olarak tanimlanan yeni bir

vektdr olsun. Bu iki vektdrin ig

vektordiir.

* vektdriiniin uzunlugu (veya normu)

5| =\P p) =\[pi + P} ++p:

olarak tanimlanir. Eger m:l ise p vektoriine birim
vektor denir (Brannan vd. 1999).

p=(p,pyP)E”

2. 15. ¢ Carpim islemi ve Ozellikleri: R® te
verilen iki vektorii bir reel sayiya karsilik getiren
f:RxR >R f(a5)=ak fonksiyonu asagidaki aksiyomlari
sagliyorsa, f fonksiyonuna bir reel i¢ g¢arpim
fonksiyonu (islemi) denir. rla.5) degerine dedile b

vektoriiniin i¢ ¢arpimi denir.

¢ garpim fonksiyonlarin 6zelikleri,
a Her @,b,e R* i¢in f(a,b)= f(b,a)dur. (Simetri 5zeligi)
b.Her G,5,¢ e R've herm,n  Rigin f{md +nb,¢)= mf(a,¢)+nf (B, ¢ )dir (iki lineerlik ozeligi).
c. @=0ise f(a,a)=0ve d=0ise f(aa)>0dur. (pozitif tanmlilik ozelig)
Her 4,5, R*igind =(a,,a,,4,), b =(b,b,,b, )olmak iizere
flab)ab=<ab>=ah+abrabseklinde tanimli vektdr carpimina,
R? te bir reel Oklid i¢ ¢arpim fonksiyonu veya
i¢ carpim islemi denir. &:(alazaB)vel;:(blebJ)vektt')rleri
verildiginde, fla.b)=ab=<ib>=ah+ab+ab degerine @ ve
b vektorlerinin Oklid i¢ ¢arpimi ad1 verilir.

2.16. Skaler Carpim: a, b € V olacak sekilde bir
V vektort ile bir skaler carpma islemi vardir. Bir
V vektorii ile bir reel sayinin (k) ¢arpma isleminin,
asagidaki 6zelikleri vardir.

a.Herg,beV,veher keR igin k(a+b)=ka+kb vektoriidiir.

b. Herd,e V', veher k,,k, € R igin (k +k, ) = k,d+k,d vektoriidiir.
c. Herd, eV, veher k,k, € Rigin (kk, i =k, (k,@) vektoriidiir.

d. Herg,eV i¢inl.d =a vektoriidiir.

2.17.Uzaydaki
islemi: Uc¢ boyutlu analitik uzayda vektorlerin

Vektorler Kiimesinde Toplama

kiitmesi V ile gosteriliyor. V kiimesi iizerinde
tanimli, toplama isleminin asagidaki o6zellikleri
vardir.

a.V kiimesi, toplama iglemine gore kapalidir.

Her &,b eVigin, (Ei+5)e v vektoriidiir

b. ¥ kiimesinde, toplama isleminin degisme 6zelligi vardir.

Her &,b eVigin, G+b=b +a vektoridir.

c. V kiimesinde, toplama igleminin birlesme 6zelligi vardur.

Her 4,b,¢ eV igin, (d+5)+& = alp + &) vektoriidir.

d. ¥ kiimesinde toplama igleminin birim (etkisiz) eleman vardir.

Bu eleman0=(0,00) olarak tanimlanan sifir vektorudiir.

Herd,eVicin, a+0=0+4+a=a vektoriidiir.
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2.18. Uzayda Iki Vektdr Arasindaki Ac1: 4,5 e R?,

a, b vektorleri verilsin. @ ve b vektorleri arasindaki
@b
~lallBl o
seklinde elde edilir.

ac1 © iseﬁl;:||E||.||5Hcos¢9dir. Buradan cosé= dir.a=(qas)ve

ab +ab, +ab,

2.19. Apollonius Teoremi: A ile ayn1 anda secilen

§=(pp,)0ldugundan ems-

B diizlemde herhangi sekilde segilen iki nokta
olsun. P noktasinda keyfi hareketli bir nokta olsun
ve A ve B noktalarinin P ye olan uzakliginin orani
sabit bir k sayis1 olsun. Bu olas1 durum igin k=1 ise
P noktalarinin geometrik yeri birini i¢ten digerini
distan kesen bir ¢emberdir. k=1 ise P noktalarinin
geometrik yeri A ve B ye esit uzakliktaki dogrudur
(Haruki ve Rassias 1996).

2.20. Apollonius ¢emberi: a4=0 ve a€R olacak
sekilde A(—a,0) ve B(a,0) noktalar1 i¢in M:k(k¢1vek>0)
kosulunu saglayan P(x,y) noktalarlnlgglgeometr1k
yeri, merkezi A ve B noktalarinin bulundugu dogru
tizerinde bulunan ve merkezi A(-a4,0) ile B(a,0)
noktalarindan farkl: olan bir ¢cemberdir. Bu sekilde
ifade edilen ¢cembere “Apollonius ¢emberi” (Sekil 1)
denir. k=1 ise P(x,y) olacak sekilde se¢ilen noktalar
i¢in geometrik yer, orijinden gegcen ve AB dogrusuna
dik olan dogrudur. (Brannan vd. 2011).

y
2 Plr,y) P(x,y)

1 P(x,y)

L

: A
A(—a.0)

-2

Sekil 1:Apollonius Cemberi

3. MATERYAL VE METOT

Teorem: Uzayda Segilen Ug¢ Nokta ile Kiire
Olusturmak: Verilen ¢ nokta ile bir kiire elde
edilmek istenmektedir. Bu kiire i¢in 6zel sartlar

bulunmaktadir.
P(x.y.2)

\
Sekil 2: Vektorler Uzerinde Secilen U¢ Nokta

Uzayda verilen A(a,b,c) noktasi kiirenin disinda,
B(p,r,s) noktas1 kiirenin i¢inde (uzantis1 merkezden
P(x,y,z) kiirenin
tzerinde ti¢ nokta olarak verilsin.

gececek sekilde) ve noktasi

M(X,Y,Z) olan bir kiire i¢gin

kZ kZ kZ
X=[p+2k_l(a—p)),Y=£r+Zk_l(b—r)],Z={s+2k_1(c—s)] ve
Fgevre
seklinde bulunmustur. Ayni zamanda kiirenin

yiizey alani:
» A k(k-1)+[B|(2#° + 4k - 6k +2) + (4, B) 2k (k -1)
T (2k-1)°

ve hacmi:

3

4 | | [ k(e-1)+[B|(28* + 4k ~6k-+2)+ (4,B) 2k (k-1)
D (2k-1)’

seklinde ifade edilir. Burada istenilen Onciilleri
saglayan uzayda alinan ii¢ nokta i¢in genel kiire

formiilii; yarigap, kiirenin ytizey alani ve kiirenin
hacmi elde edilmistir.

Ispat:

P(x.y.2)
]

Sekil 3: Uzayda Ug Nokta

Uzayda verilen ii¢ nokta A(a,b,c), B(p,r,s) ve P(x,y,z)
noktalar: olsun.

L]

1

]
r

Sekil 4: Apollonius Oran Ozelligi

[PB]=u ve [PA]=v dogru pargalar: olsun. O zaman
Sekil 1°deki gibi verilen noktalar1 birlestirerek bir
tiggen PAB ii¢geni (Sekil 2)olusturulmus Oll‘lr. H
u k

Apollonius ¢cemberi 6zelligi kullanilirsa; ‘—1 |I-E|
v 1-

‘E|:\/(x—p)z +(y—r)Z +(z—s)2 :\/ch+y2 +20 4+ pP 417 +57 = 2(xp + yr+25)

= |TJ|+|§|—2<}—3,§> ve

M =\/(x—a)2 +(y=b) +(z—c)’ = \/x1+y1+zz +a’ + b +c” = 2(xp + yr+zs)

- [AA—2(74)
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Burada iki
formiili

nokta arasindaki
[PB]=u
ve [PA]=v dogru pargalarinin uzunluklar: elde

seklinde bulunur.

vektéor uzunluk kullanilarak

edilir. Simdi verilen noktalar i¢in degisen k sabiti

bulunsun;
" o
H= 1‘_“,;‘ > ‘u’_‘“‘~’k‘=‘ka‘:> | ]+ = e
‘,;‘= ﬂ» _ ‘?‘+’§‘_2<ﬁ,§>
5 JF[B-2(7.5) -l 2(7.4)

[__F
olarakbulunmu@tur.ﬂﬂ_imoldugundan u ve v
yerine yerlestirilip kiire denklemi elde etmeye
caligsilmaktadair.

VE=p)+(y-r)+(z-s)’ _ k

-0y +(—b) +(z—0) “1-x her iki tarafin karesini alinirsa;

G=py+-r’+Gz-s) ___ ¥
(—ay +(y-b) +(z-c K -2k+1 icler diglar ¢arpimi yapilarak

yok etme kullanilirsa;
X —2xp+p*+y —2yr+rt +27 ~2zs+5° _ |3 .
X —2xa+a’+y* —2yb+b* +2° —2cz+c* K —2k+1

XU = 2xplk + pPIE + Yk =21k + Pk + 27k = 225k + 'k = 2x°k +dxpk —2p'k

2%k +dyrk — 2r°k —22°k + dzsk — 287k + x* —2xp + p* + Y —2yr 497 + 25 —2z5 4+ 57
=x’k* = 2xak® + a’k® + y*k* = 2ybk* + 2°k* = 2zck® +c*k?

seklinde elde edilir. Taraf tarafa diizenleme islemi

yapilirsa;
2 2 2 s ) R
P12 -pk”+2pk—p+ak )42 —rk” +2rk—r+bk 2 424 —sk* +2sk-s+ck
1-2k 1-2 1-2k
pr+ri+s’-a’-b-c .
BLARAER e va— elde edilir. Buradan
—pk* +2pk—p +ak’ —rk® +2rk —r + bk —sk? + 25k — s +ck’
K= , L= M=
( 1-2k 1-2k 1-2k olarak

ifade edilerek esitligin iki tarafinda K,L,M‘nin

karelerini eklenirse;

L, PE+2pk—pak’ 2+
1-2k

—rk? 2k —r+bk2J2 [z

sk +2sk—s+ck* Y
1-2k

1-2k
(1—2]c)2[172+rl+s2:|—k2(l—2k)(p2 +ri 457 —a’ —bz—cz)Jr(—pkz +2pk—p+ak2)+
(7rk2+rk7r+bk2)2 +(7sk2+2sk7s+2ck2)
(1-2ky
(a2 +2? Jrczlk(k—l)z]Jr(p2 +72 457 J2 =6k + 4K + 2k )+ 2% (ke —1)ap + br +cs)
(2k-1)

elde edilir.Burada

] ) )

|Z|Zk(k—l)+|§|(2k’+4k2—6k+2)+<2,§>2k(k—1)
) (2k-1)’
denklemi yarigapa bagli kalmadan elde edilmis

genel kiire

olur.

P(xy.Z

Sekil 5: Uc Nokta ile Olusan Kiire

Boylece merkezi M(X,Y,Z) olan bir kiire i¢in

x:[p+ K (a—p)J,Y=[r+k72(b7r)j,Z=(S+LZ(C*S)JVE yarigapin karesi

2k-1 2k-1 2k-1
(] k(k~1) +[B|(26° +4k* - 6k +2) + (4, B)2k (k 1)
- (k-1

seklinde bulunur.

Ayni zamanda kiirenin yiizey alani:

Al k(k—1)+|B|(2k +4k* -6k +2)+ (4,5 )2k (k-1
an ) (k-1)

(2k -1y’
ve hacmi:
5
-2 —| —
yo4 “A\ k(k—1)+|B|(2k3+4k2—65c+2)+<A,B>2k(k—1)
3 (2k-1)

seklinde ifade edilir. Burada istenilen &nciilleri
saglayan uzayda alinan ii¢ nokta icin genel kiire
formiilii; yarigap, kiirenin yiizey alani ve kiirenin
hacmi elde edilmistir.

4, BULGULAR

Sekil 6: U¢ Noktanin Acisal iliskileri

Olusan PAB tiggeninde sintis teoremi uygulanirsa;

u v 1

sina sinbd sinp

JW+W-4EE==ﬂﬂ4ﬂ-4ﬁ@= .

sina

elde edilir.

sinb sin p
Ayni zamanda cosiniis teoremi uygulanirsa;
u’ =v* +1> = 2vcosa

v =u’+1* —2ucosb

1> =1 +v* —2uvcos p

bulunur. Buradan ikili taraf tarafa toplama islemi
yapilirsa yok etme metodu ile
u’ =v* +(ucosb—vcosa)

u* = 1> +v(ucos p—1cosa)

v =1* +u(vcos p—1lcosh)

ucosb+vcosa=1

(a—p) +(b-r) +(c—s5) =1
seklinde elde edilir.
Ornek: Uzayda verilen {i¢ nokta A(1,2,-1) B(2,0,-1)
ve P(-1,-2,0) noktalar1 olsun. Bu ii¢ nokta ile verilen
onciiller yardimi ile bir kiire olusturulur. Olusan
M(X,Y,Z)
noktasit arasindaki uzunluk bulunarak

kiirenin merkezi ile kiire ytizeyinde
bulunan

kullanilan yaricapa bagli olmayan kiire denklemi
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karsilastirilarak bulunan yaricap ile elde edilen
sonucun esit oldugu gosterilmektedir. Bunun igin
oncelikle

il = (-1-2)" +(2-0) +(0-0) =13

|§\ = J=1=17 +(=2-2)2 + (0= (-1)) =21

le|=0.44
olarak bulunmus buradan, merkezi M(X,Y,Z) olan
bir kiire elde etmek i¢in

2
x=(z+i(172)];3,6,
2.0,44-1

2
Y=(0+ 0.44 (24))} 2-3,22,
2.0,44-1

0.4 5 N
Z=[O+m(—l—(—l))J=»l saglanmig ve yar1 ¢apin degeri

e [(6+0.44% (0.44-1) + V3(2*0.44°3+ 4% 0.44°2 -6+ 0.44+2) +3%2£0.44*(044-1)]A (2*0.44-1Y2)
-\ (2%0.44-1)

=10,1seklinde bulunur.

Ayni zamanda kiirenin yiizey alani:

47!*(6*0.44*(0.44-1)+\/5(2"0.44"3+4*0.44"2-6*0.44+2)+3"2*0.44"([).44-])]\(2'0.44-1)"2)
(2*0.44-1)°

ve hacmi:

4 [(6%0.44%(0.44-1)+ /3(2%0.44"3 +4* 0 4472 - 6*0.44+2) +3% 2 0.44* (0.44-1)]\ (2*0.44-1)"2)
3" (2%044-1)

olarak bulunur.

5. SONUC VE TARTISMA

Yapilan calismalar dogrultusunda Ug boyutlu
analitik uzayda yarigapi bilinmeyen bir kiirenin
yeni ve genel bir denklemine ulasilarak literatiir
taramasinda elde edilmemis, sonraki ¢alismalara
farkli bir bakis acgist
bulunmustur. Ug boyutlu

katacak genel kurallar

analitik  uzayda
incelenen kiire i¢in sonsuz olasiliklar igerisinde
verilen ti¢ nokta ile belirli 6zellikler elde edilerek

genellenmistir. Bunlar;

1. Apollonius Cemberi 6zelligi kullanilarak 3
boyutlu analitik uzayda verilen kogullar1 saglayan
ve li¢ nokta ile olugsan bir kiire olusturulmustur.

elde
sahip yeni bir

=)

2. Literatiir taramasinda edilmemis ve

incelenmemis 6zelliklere kiire

denklemi elde edilmigstir. Bu kiire denklemi

(xf[mz:z_l(afp)]f +[y*[r+ zf_]{b—r)]]z +[z—[g+2:2_

) A k(k-1)+[B|(2% + 4k — 6k +2) + (4,B) 2k (k -1)
B (2k-1)°

seklinde denklem elde edilmistir.

3. Yarigapa bagli kalmadan bu {ti¢ nokta ile
kiirenin merkezi M(X,Y,Z) olan bir kiire i¢in

X=[p+ 2]':2_1 (a—p)], Y=(r+ 2:2_1(b—r)} Z:(s+ 2:2_1(0—5)]

noktalar: elde edilmistir.

4. Yine kiirenin yarigapini veren formiil

Al k(k=1)+B|(2k® + 4k —6k +2)+{A4,B)2k(k -1
Ay 4.3)26(k-1)
(2k-1)’

seklinde elde edilmistir.

5. 3 boyutlu analitik uzayda olusturdugumuz
kiirenin hacmini bulmak igin;

3

—|2 | —| e
4 ] k(e —1) + [B| (24° + 4k — 6k + 2) + (4,B) 2k (k -1)

V 2
(2k-1)

6. Kiirenin yiizey alani;

[ &k ~1) + [B|(24° +4k* - 6k +2) + (4,B) 2% (k 1)
=4 (2k-1)
seklinde elde edilmistir.

7. Olusturulan PAB ii¢geninde [PB]=u ve [PA]=v
dogru pargalar: igin ucosb+vcosa=1 elde edilir.

Kiire icin yaricapa bagli kalmayan ve uzayda
vektorler yardimi ile elde edilen bu yeni formiil
ile merkez ve yaricap ayni zamanda kiirenin
diger 6zellikleri elde edilebilmektedir. Bu calisma
kullanilarak ti¢ boyutlu kiiresel cisimler (paraboloid
gibi) i¢in yeni 6zellikler ve yeni genel denklemler

elde edilebilir.
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