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Oz: Matematik 6gretmen adaylarinin lisans egitimi siiresince alan bilgilerinin sekillenmesinde énemli rolii
olan derslerden birisi de Sayilar Teorisi dersidir. Bu ¢aligmada, matematik 6gretmen adaylarinin, Sayilar
Teorisi dersi kapsaminda verilen lineer kongriianslar ile ilgili algilayislari, Hazzan’m (1999) gelistirdigi
soyutlamanin  indirgenmesi teorisi ¢ergevesinde incelenmistir. Soyutlamanmin indirgenmesi disiincesi
ogrencilerin, kavramlarin derste verildigi soyutlama seviyesinden daha diisiik seviyedeki bir soyutlamayla
calisma egilimlerine dayanmaktadir. Arastirmamizda, ilkogretim ve ortadgretim matematik egitimi
bolimlerinde okuyan 6gretmen adaylarindan olusan bir ¢alisma grubuna sorulan ii¢ tane lineer kongriians
denkleminin ¢oziimiine yonelik yazili cevaplar, betimsel analiz ve igerik analizi yontemleri ile incelenmistir.
Elde edilen bulgulardan, 6gretmen adaylarinin birgogunun, denklemlerin ¢oziimiiniin varhigr i¢in gerekli
sartlar1 belirten teoremleri kullanmadan veya yanlis kullanarak ¢6ziime ulasmaya c¢alistiklari goriilmiistiir. Bu
durum, soyutlama seviyesinin indirgendiginin bir gostergesidir.

Anahtar Kelimeler: Soyutlamanin indirgenmesi, lineer kongriianslar.

Pre-Service Mathematics Teachers’ Tendencies of Reducing
Abstraction about Linear Congruence

Abstract: Number theory is one of the courses that play an important role in forming the content knowledge
of the pre-service mathematics teachers during their undergraduate education. In this research, the conception
of the pre-service mathematics teachers about linear congruence which is given in the number theory course
is examined through the framework of the theory of reducing abstraction. The theme of reducing abstraction
is based on students’ tendencies to work on a lower level of abstraction than the one in which concepts
are introduced in class. The answers of a study group to the questions related with linear congruence are
analyzed with the methods of content and descriptive analysis. From the obtained findings, it was observed
that many of the pre-service teachers try to solve the equations without using the theorems about the existence
of the solutions of a linear congruence or they misused them. This situation is an indication that the level of
abstraction is reduced.
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Bireylerin matematik 6grenimini etkileyen en 6nemli faktorlerden birisi de
ogretmenlerdir. Ogretmenlerin bilgi ve yeterlikleri, matematik egitiminin
kalitesiyle dogrudan alakalidir. Shulman’in (1987) bir O6gretmenin
sahip olmas1 gereken bilgi ve yeterlikler kapsaminda tanimladig: alan
bilgisi, 6gretmenin alanindaki kavram ve olgular bilgisi ve alanin yapisi
hakkindaki bilgisini kapsar.

Sayilar teorisi dersi lisans egitimi sliresince matematik 6gretmen
adaylarinin alan bilgilerini sekillendiren en 6nemli derslerdendir. Ortaokul
ve ortadgretim matematik 6gretim programlarindaki (MEB, 2013) sayilarla
ilgili kazanimlar dikkate alindiginda, 6gretmen adaylarinin bu dersin
kapsamindaki kavram ve teoremleri algilayislarinin, matematigi dogru
olarak anlayabilme ve anlatabilmelerini de etkileyecegi goriilecektir.

Ogretmenlerin alan bilgisindeki 6nemine ragmen sayilar
teorisine yakin zamana kadar matematik egitimi arastirmalarinda kisith
yer verilmistir. Bu calismalarin bir kisminda da elementer sayilar
teorisi kavramlari, sadece farkli sorunlarin arastirilmasinda kullanilan
matematiksel bir icerik olarak goriilmektedir (Zaskis ve Campbell,
2011). Sayilar teorisi kavramlarina yonelik calismalardan bazilarim
burada verecegiz: Bolte (1999), 6gretmen adaylarinin matematiksel
bilgiyi biitiinlestirme ve ifade etmelerini inceledigi arastirmasinda
katilimcilardan, kavram haritalarin1 kullanarak, asal carpan, bdlen,
boliinebilme gibi sayilar teorisiyle ilgili 20 terimi iliskilendirmelerini
istemis ve sadece bir katilimcinin, terimlerin iliskisindeki derinligi
gosteren bir kavram haritasi olusturabildigini belirtmistir. Brown,
Thomas ve Tolias (2002), sinif 6gretmeni adaylarinin, ¢arpimsal yapilarla
ilgili algilarim1 boliinebilmeyle ilgili problemlere nasil aktardiklarimi
incelemek amaciyla 10 goniilli 6gretmen adayiyla milakat yapmislar
ve miilakatlar1 APOS teorisi ¢ergevesinde nitel olarak analiz etmislerdir.
Katilimecilara, boliinebilme, standart (asallarin ¢arpimi) formundaki bir
sayinin boliinebilmesi ve ekok kavramlarini igeren agik uglu sorular
sorulmustur. Elde edilen bulgulardan, 6gretmen adaylarinin boliinebilme
ile ilgili algilarinin, ¢arpimsal yapilarla ilgili algilarindan etkilendigini
tespit etmislerdir. Bundan dolayi, pedagojik olarak carpma kavramina
daha fazla 6nem verilerek bolme isleminin, carpmanin ters islemi seklinde
Ogretilmesinin daha faydali olacagini vurgulamislardir. Ayrica standart
formdaki bir say1y1 asal ¢arpanlarina bolerek veya baska asallarla carparak
yeni standart formlarin elde edilmesi veya ¢arpma igsleminin degisme ve
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birlesme 6zelliklerinden yararlanarak yeni bilesik sayilarin elde edilmesi
yontemiyle 6grenmenin daha etkili olacagini belirtmislerdir. Smith (2002),
alt1 kisilik bir calisma grubu ile lisans 6grencilerinin kongriianslar ile ilgili
anlayislarii incelemis ve bu 6grencilerin ileri matematiksel diisiinceyi
kullanma derecelerini analiz etmek i¢in bir sistem gelistirmistir. Smith
calismasinda, 6grencilerin kongriianslar ile ilgili algilayislarina yonelik
dort ana bulguya ulasmustir: Ogrenciler, genellikle, 1) kongriians ile
ilgili s6zde bir tanimi1 kullanmiglardir, 2) “mod world (modiiler aritmetik
diinyas1)” olarak adlandirdiklar1 alanda c¢alismaktan kac¢inmislardir,
3) kongriianslarin daha cok islemsel yoniine agirlik vermislerdir, 4)
kongriianslari, siradan denklemlerin benzeri olarak gérmemislerdir.
Bununla birlikte 6grenciler, sinifta 6gretilen metot yerine baska metotlar
kullanmislardir. Papadopoulos ve latridou (2010), 6grencilerin problem
¢ozerken kullandiklar1 matematiksel modellemeleri incelemek icin
iki, 10. Simf Ogrencisine, dikdortgenin alani ile ilgili geometrik bir
problem sormuslar ve problemi, Diophantine denklemleri kullanarak
modelleyebilmelerini beklemislerdir. Sonug olarak 6grencilerin problemi
modellerken uygun denklemleri kullanmalarina ragmen denklemleri
cozerken Onceki aliskanliklarindan etkilenerek deneme-yanilma metodu
gibi yollar1 kullandiklarini gérmiislerdir. Kurz ve Garcia (2012) ise
gelistirdikleri materyalin 6gretmen adaylarina, asal ¢arpanlara ayirma,
ebob ve ekok’un bulunmasi, tam kare ve tam kiip sayilar gibi kavramlarin
Ogretilmesi ile ilgili uygulamalarini, uygulamada karsilastiklar giicliikleri
ve uygulamanin 6gretmen adaylar iizerindeki etkisini inceledikleri bir
calisma yapmislardir. Uygulama esnasinda bazi katilimcilarin materyali
kullanmaya kars1 isteksiz olduklari ve materyalin kullanilmasinda ilk
basta zorlandiklar1 goriilmiistiir. Bununla birlikte katilimcilar, materyalin,
onceden bildikleri asal ¢arpanlara ayirma metoduna (aga¢ metodu) gore
daha islevsel oldugunun farkina varmiglardir.

Lineer Kongriianslar

Lineer kongriianslar, matematik Ogretmen adaylarinin, Sayilar
Teorisi dersi kapsaminda gordiikleri ve ortadgretim matematik
programinda (MEB, 2013) 11. siniflara modiiler aritmetik {initesinde baz1
ozelliklerinin verildigi, giinliik hayatta da bircok uygulamasi (saat, nobet,
yerlesim problemleri vb.) olan 6nemli bir kavramdir. Asagida lineer
kongriiansin tanimi1 ve ¢oziimii ile ilgili temel teoremler verilecektir.
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Tanmm. a,b,me Z ve m#0, a = 0(modm) olmak lizere ax=h(modm)

seklindeki bir denkleme bir bilinmeyenli lineer kongriians denir (Senay, 2007, s.
141).

Teorem 1. Eger (a,m)=1 ise ax=b(modm) denkleminin x =x, olan
bir tek ¢ozliimii vardir. Diger biitiin kongriient ¢ézliimler 1 =0, +1, +2,... olmak

lizere x =x,+¢m ile verilir. Yani x = x, (modm) dir (Senay, 2007, 5.142).

Teorem 2. ax =b(modm) kongriiansinin bir ¢6ziimiiniin bulunmas1 igin

gerek ve yeter kosul (a, m)|b olmasidir (Senay, 2007, s.143).

Teorem 3. (a,m)=d ve d |b ise ax =b(modm) lineer kongriiansimin

tam d tane ¢oziimil vardir. Bu ¢oziimler, 0<7<d -1 i¢in ve x, bir ¢6ziim olmak

iizere x=x, + t%(mod m) ile verilir (Senay, 2007, s.143).

Soyutlamanin indirgenmesi

Soyutlama  seviyesinin indirgenmesi (kisaca, soyutlamanin
indirgenmesi) teorisi, ilk olarak Hazzan (1999) tarafindan, lisans
ogrencilerinin soyut cebir kavramlarmi algilayislarin1 agiklamak igin
gelistirilerek kullanilmis ve genellikle de ileri matematiksel diisiinceyle
ilgili alanlar (bilgisayar bilimleri gibi) ve lisans matematigindeki
konularla iligkilendirilmis (Hazzan, 2001, 2003a, 2003b) bir teoridir.
Hazzan ve Zaskis (2005) ise bu teorinin okul (ortaokul ve lise) matematigi
seviyesinde de kullanilabilecegini gostermislerdir.

Soyutlama seviyesinin indirgenmesi diislincesi esasen 6grencilerin,
derste karsilagtiklar1 kavramlardaki soyutlamadan veya uzmanlarin
(matematik¢iler, ogretmenler vb.) kendilerinden beklediginden daha
diisiik seviyedeki bir soyutlamayla ¢alisma egilimlerine dayandirilabilir.
“Soyutlamanin indirgenmesi” terimi mutlaka yanilgiyla veya matematiksel
hatayla sonuglanan bir zihinsel siire¢ olarak anlasilmamalidir. Soyutlama
seviyesini indirgeme siireci, 6grencinin 6grendigi yeni kavramlarla bas
edebilmek icin yollar bulmasmin gdstergesidir. Ogrenciler bu sekilde,
kavramlar1 zihinsel olarak erisilebilir hale getirir bdylece onlarla
diistinebilir ve biligsel olarak ele alabilirler. Soyutlamanin indirgenmesi
teorisi, literatiirdeki soyutlama seviyeleri ile ilgili ii¢ farkli yorumdan
hareketle olusturulmustur. Bununla birlikte, soyutlama seviyelerinin bu
farkli yorumlarinin birbirlerini karsilikli olarak ne tamamen digladiklarini
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ne de tamamen kapsadiklarini da ayrica belirtmeliyiz (Hazzan, 1999,
2001). Asagida, soyutlama seviyelerinin bu {i¢ farkli yorumu ile ilgili bilgi
verilecektir.

a) Diisiiniilen nesne ve diisiinen insan arasindaki iliskinin
kalitesi bakimindan soyutlama seviyesi

Soyutlama seviyesi ile ilgili bu yorum, Wilensky’ nin (1991),
“herhangi bir seyin soyut ya da somut olmasi, o seyin dogal bir 6zelligi
degildir aksine kisi ile nesne arasindaki iliskinin 6zelliginden kaynaklanir”
iddiasina dayanir. Baska bir deyisle, her kavram ve her kisi igin ikisi
arasindaki Onceki iligkiyi yansitan farkli bir seviyedeki soyutlamay1
gozleyebiliriz. Bir kisi bir nesneye ne kadar yakin olursa ve ne kadar ¢ok
bag kurmussa bu nesneyi o kadar daha somut (ve daha az soyut) hisseder.
Bu bakis agisinin temelinde, bazi 6grencilerin zihinsel siire¢lerindeki,
tanidik olmayan bir diisiinceyi daha tanidik yapma veya soyutu somut
yapma egilimleri yatmaktadir (Hazzan, 1999).

b) Siire¢-nesne ikililiginin (process-object duality) yansimasi
bakimindan soyutlama seviyesi

Soyutlama seviyesi ile ilgili bu yorum, matematik egitiminde
kavram gelistirme teorilerinde Onerilen siireg-nesne ikililigine dayanir.
Ornegin, bu teorilerden APOS (Eylem-Siireg-Nesne-Sema) teorisine
gbre anlamanin gelismesi, 6nceden yapilandirilan zihinsel veya fiziksel
nesnelerin eylem olusturmak icin manipiile edilmesiyle baslar; eylemler
daha sonra siirecleri olusturmak icin igsellestirilir ve siirecler de nesneleri
olusturmak i¢in birlikte diistiniiliir (Meel, 2003). Siire¢-nesne ikililige
dayanan bu teoriler, matematiksel diislincelerin, slire¢ olarak kavranisi
ile nesne olarak kavranigini birbirinden ayirirlar ve farkliliklarina
ragmen matematiksel bir kavram 6grenildiginde, onun bir siire¢ (ardisik
islemler) olarak kavranmasinin nesne olarak kavranmasindan once ve
daha az soyut oldugu lizerinde birlesirler. Bundan dolay1r matematiksel
bir kavramin siire¢ olarak kavranisi bir nesne olarak kavranisindan daha
diisiik bir seviyede soyutlama (yani soyutlamanin indirgenmesi) olarak
yorumlanabilir (Hazzan, 1999).

¢) Diisiiniilen matematiksel kavramin karmasikhiginin
derecesi bakimindan soyutlama seviyesi

Soyutlama seviyesinin bu yorumunu bir Ornekle agiklamak
gerekirse; elemanlarin bir kiimesi, kiimedeki herhangi bir 6zel elemandan
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daha karmagik bir matematiksel yapidir. Bu gercek tabi ki de karmagsik
nesnelerle diisiinmenin daha zor olacagini gerektirmez. Buradaki
varsayimimiz, bir yap1 ne kadar karmasiksa o kadar da soyuttur ¢linkii bir
yap1 biitiin olarak analiz edildiginde daha fazla detay goz ardi edilmelidir.
Bu bakimdan soyutlamanin bu yorumu, 6grencilerin, bir kiimenin yerine
onun bir elemanini koyarak dolayisiyla da daha az karmasik bir nesneyle
caligarak soyutlama seviyesini nasil indirgediklerine odaklanmaktadir.

Sayilar teorisi formel ve bilissel dogasi, aritmetik ve cebirle
iligkisi, kriptoloji ve bilgisayar bilimleri gibi bircok uygulama alani ile
matematik egitiminde lizerinde Ozellikle durulmasi gereken bir alandir.
Sayilar teorisinin bu 6nemine ragmen matematik egitimi arastirmalarinda
yeteri kadar yer almamasi ve soyutlamanin indirgenmesi teorisinin de
sayilar teorisi alaninda kullanilmamis olmasi arastirmamiza yon vermistir.

Arastirmamizin amaci, Ogretmen adaylarmin Sayilar Teorisi
dersinde gordiikleri /ineer kongriianslar ile ilgili soyutlamay1 indirgeme
egilimlerini belirlemektir. Bu amag dogrultusunda arastirmamizin problem
ciimlesi: “Matematik 6gretmen adaylarinin lineer kongriianslar ile ilgili
soyutlamay1 indirgeme egilimleri nelerdir?” seklinde belirlenmistir.

Yontem

Arastirmaproblemlerininanlagilmasindanicel venitel yaklagimlarin
birlikte kullanilmasi, her iki yaklasimin tek basina kullanilmasina gore
daha yararhidir. Bu ¢aligmada hem nitel hem de nicel yontemler birlikte
kullanilmistir. Bir ¢alisma igerisinde nitel ve nicel yontem, yaklasim ve
kavramlarin birlestirilmesi karma yontem arastirmasi olarak tanimlanir
(Creswell, 2003). Baki ve Gokgek (2012) ise, karma yontemle aragtirma
yapmanin, ¢esitli yontemler kullanarak olaylar1 bir gerceve igerisinde
sunma, analiz etme ve bir araya getirme oldugunu belirtmektedir. Bu
aciklamalar 1s181nda ¢aligmamizin bir karma yontem arastirmasi oldugunu
sOyleyebiliriz.

Bu arastirma, 2012-2013 giiz déneminde, N. E. U. A. K. Egitim
Fakiiltesinin [lkogretim Matematik Ogretmenligi Bolimii 4. sinuf ve
Ortadgretim Matematik Ogretmenligi Bolimii 3., 4. ve 5. smftaki
ogretmen adaylar1 {izerinde yiiritiilmistlir. Arastirmamizda, matematik
ogretmen adaylarinin soyutlamay1 indirgeme egilimleri, Sayilar Teorisi
dersinin kapsamindaki lineer kongriianslar {izerinden incelenecegi i¢in
uygulamamiza, Sayilar Teorisi dersini almig veya almakta olan 6gretmen
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adaylar1 katilmistir. Buna gore, Ortadgretim Matematik Ogretmenligi
Boliimii 4. ve 5. siiftaki 6gretmen adaylari, Sayilar Teorisi dersini daha
onceden aldiklari, digerleri de lineer kongriianslar konusunu uygulamadan
once ders kapsaminda gordiikleri i¢in tercih edilmistir.

Sayilar teorisi dersini, farkli {liniversite ve bdliimlerde uzun
yillar boyunca veren uzmanlarin goriisleri de alinarak, giris boliimiinde
verdigimiz teoremler dogrultusunda katilimcilardan, asagida verilen
lineer kongriians denklemlerinin ¢dziimlerini bulmalar1 istenmistir:

1) 3x =2 (mod 8)
2) 6x=5 (mod9)
3) 4x=6 (mod 10)

Kapsam gecerliliginin saglanmasi i¢in bu denklemlerin, bir lineer
kongriians denkleminin ¢oziimiine iliskin tiim durumlar1 igermesine
ayrica dikkat edilmistir. Buna gore, denklemlerden 1. sinin tek ¢oziimii,
3. siiniin birden fazla kongriient olmayan ¢oziimii var; 2. denklemin ise
¢Oziimii yoktur.

Ogretmen adaylarinin yazili cevaplari soyutlamanin indirgenmesi
teorik cercevesine gore betimsel analiz ve icerik analizi yontemleri ile
incelenmistir. Bununla birlikte, verilen cevaplar Tablo 1. de ac¢iklandig:
sekilde siniflandirilarak frekans ve yiizdelik dagilimlari hesaplanmistir.
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Verilen Cevaplarin Soyutlamay: indirgeme Teorisine Gére Simflandiriimasi

Ornek ¢oziim

Smiflandirma

n\\ Iyz 2molt]  (3f)=d oldgndn bICA Coran oy,

3/ 4xz 2 (mas?)

[ Xz blmat)
5] b= T o
/ ﬂ) - (G:ﬁ):ﬂ ol(‘ufn\&\ w G*QQI&H\A,\ Lm:w\\pk
o) o) 5 (4012
¥ axz Alweds)

e u(nedS) = x=Sel) (odio)  fea

20g otd. B D0 (o var:

E=00an S YT h(podi0)

Lbwn A ys 9lodl)

Bu caligmada, lineer kongriianslar ile ilgili teorem
ve Ozelliklerin tam ve dogru olarak kullanilmast
beklenen yontem olarak kabul edilmistir; bundan
dolay1 yandaki siitunda verilen ¢oziim beklenen

yontem kategorisine alinmistir.

Yandaki siitunda verilen ornekte 6gretmen adayi,

kabul edilen beklenen yontemi kullanmak yerine

xz 6
(mod 1o) 4,041 olduguinda, ¢htum godu,

- d. 10,
e nodd) 4 gxgg(mﬂ) C) '/“2 () daha onceden alisik oldugu veya kendisine daha
0) ok = Xz
19x -32(/«:&"} 3bx 59-3(""’9) (= tanidik  gelen bir yolu kullanarak soyutlama
Jxza " 1ol E
xzh (mod€) 0?;%‘ ;oL) seviyesini indirgemis ve bu sekilde dogru cevaba
ulagtig1 i¢in de bu ¢6ziim indirgeme dogru cevap
kategorisine almmigtir.
32 2mod 9) Yandaki siitunda verilen ornekte 6gretmen adayi,
kabul edilen beklenen yontem yerine kendisine
J.3x 2 2.3 (medd)
daha tamdik gelen bir yolu kullanarak soyutlama
Xz b(mods) 9 x.fltb. LEZ. . - c g . -
seviyesini  indirgemis  fakat dogru cevaba
L ulagamadigindan dolayr bu ¢6ziim indirgeme
KES (mods)
" yanhs / Kismen dogru cevap kategorisine
% ardonnde aud clodgr tdn ((6.9)41) it whba). alinmustir.
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Bulgular

Matematik 6gretmen adaylarinin yazili cevaplarinin soyutlamanin
indirgenmesi teorisine gore yapilan siniflandirilmasi sonucunda elde
edilen frekans ve yiizdelikler Tablo 2. de verilmistir.

Tablo 2.
Ogretmen Adaylarinin Cevaplarinn Simiflandirilmasina iliskin Frekans ve Yiizde
Dagilimlar
/% Bos indirgeme indirgeme Beklenen
dogru cevap yanhg/kismen dogru cevap yontem
f 12 6 100 18
% 8.8 4.4 73.5 13.2

Tablo 2. incelendiginde sadece 18 (% 13.2) 6gretmen adayinin,
verilen denklemlerin ¢oziimiinde Sayilar Teorisi dersinde gordiikleri
yontem ve teoremleri tam ve dogru bir sekilde kullandiklar1 goriilmektedir.
106 (% 77.9) dgretmen aday1 ise soyutlama seviyesini indirgeyerek

denklemleri ¢6zmeye calismis, bunlardan da sadece 6’s1 (% 4.4) dogru
¢Oziimlere ulasmustir.

Ogretmen adaylarindan 70’inin (% 51.5), Teorem 2. de belirtilen,
“ax =b(modm) kongriians denkleminin ¢4ziimiiniin olabilmesi igin
(a,m) |b olmalidir” sartin1 kontrol etmeden iglemlere gecerek denklemleri

cozmeye calistiklar1 goriilmistiir. Sekil 1. de bir 6gretmen adayinin
¢Oziimii verilmistir.

¥ = & (wed 10)

axza (mod?) ex = 7 Lvoda)
rax 2 42 (%) 24xz 25(9) 5ux =5 & modto )
ox = 4 (7) 3x = 4 (2)

= q (wod\o )

o =
s 3 - 2.
ialheke )// 3'.’“,:34 ) o = log=x©
= 2l —_ ]
\ x:%u_w.{ e = >) wgow
' [ cSadm  yokAr

Sekil 1. Bir Ogretmen Adaymin Soruyu Coziimii

Sekil 1. deki ve benzer yaklagimi gosteren 6gretmen adaylariin,
ozellikle 6x=5 (mod 9) denkleminin, (6,9)=3 ve 3@ oldugundan,
Teorem 2. ye gore c¢Oziimiiniin olmamasina ragmen denklemi
cozmeye caligtiklart goriilmistiir. Bu 6gretmen adaylarinin bir lineer
kongriians denkleminin ¢6ziimiiniin varlifiyla ilgili olan Teorem
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2. yi igsellestiremedikleri goriilmektedir. Bu 0Ogretmen adaylarmin,
matematiksel bir yap1 olan teoremi nesne olarak kavrayamadiklarini yani
denklemlerin ¢dziimlerinin varliginin analizinde kullanamadiklarini ve
sadece karsilastiklar1 soruyla tetiklenen islemlere (siire¢) yoneldiklerini
boylece de siireg-nesne ikililiginin yansimas: bakimindan soyutlama
seviyesini indirgediklerini sdyleyebiliriz.

Ogretmen adaylarindan 79’u (% 58.1), Teorem 3. de belirtilen,
“(a,m)=d ve d|b ise ax=b(modm) lineer kongriiansinin tam d
tane ¢Ozimi vardir” 6nermesini dikkate almadan verilen denklemlerin
¢Oziimiine ulasmaya calismislardir. Sekil 2. de bir 6gretmen adayimin bu
yaklasimi 6rnek olarak verilmistir.

9" A =a(rodg) (38) 12 o cdadm var
3% = 6(roaig)
Xz 6(vodg))
)

bX =zlrod9) 5 (-6'Q>Y5 Saden yole
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Sekil 2. Bir Ogretmen Adayinin Soruyu Coziimii

Sekil 2. deki ve benzer ¢oziimleri yapan Ogretmen adaylari,
4x =6 (mod 10) denkleminin, (4,6) =2 ve 2|6 oldugundan, Teorem 3.
e gore x=4 (mod 10) ve x=9 (mod 10) olmak iizere iki tane gercek
¢ozlimiinlin oldugunu goz ardi etmislerdir. Bu 6gretmen adaylarinin, bir
lineer kongriians denkleminin ¢oziimleri ile ilgili olan bir teoremi, nesne
olarak kavrayamadiklarini yani denklemin ¢6ziim siirecinin analizinde
kullanamadiklarin1 ve sadece karsilastiklar1 soruyla tetiklenen islemlere
(siire¢) yoneldiklerini boylece de siire¢-nesne ikililiginin yansimasi
bakimindan soyutlama seviyesini indirgediklerini sdyleyebiliriz.

Ogretmen adaylaridan 21’1 (% 15.4) de ““(a,m) # 1 ise denklemin
¢coziimi yoktur” seklindeki bir yaklasimla 4x=6 (mod 10) denkleminin
¢cOziimiiniin olmadigini belirtmislerdir. Sekil 3. de bir 6gretmen adayinin
bu yontemle yaptig1 ¢oziim ornek olarak verilmistir.
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Sekil 3. Bir Ogretmen Adaymin Soruyu Coziimii

Sekil 3. deki ve benzer ¢oziimleri yapan Ogretmen adaylari,
Teorem 1. deki “(a,m)=1 ise ax=>b(modm) denkleminin bir tek ¢oziimii
vardir” onermesini “(a,m) =1 ise denklemin ¢oziimii yoktur” seklinde
genellemislerdir. Bu 6gretmen adaylari, p = ¢q seklindeki bir dnerme
ile ~p=~gq Onermesinin her zaman ayn1 dogruluk degerine sahip
olduklarini diigiinerek kendilerinden beklenen seviyeden daha diisiik bir
seviyede soyutlama egilimi gostermis ve soyutlama seviyesini, diistintilen
nesne ve disiinen insan arasindaki iliskinin kalitesi bakimindan
indirgemislerdir.

Ogretmen adaylarindan 21°i (% 15.4), ax=b(modm) kongriians
denkleminin ¢6ziimiiniin olmasi i¢in Teorem 2. de belirtilen (a,m)|b
olmalidir” sart1 yerine Teorem 1. deki (a,m)=1 sartin1 kontrol ederek
denklemleri ¢ozmiislerdir. Sekil 4. de bir 6gretmen adayinin bu yontemle
yaptig1 ¢oziim ornek olarak verilmistir.
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Sekil 4. Bir Ogretmen Adayinin Soruyu Céziimii

Sekil 4. deki ve benzer ¢oziimleri yapan Ogretmen adaylari,
sadece (a,m)=1 sartin1 kontrol ettiklerinden dolayr 4x=6 (mod 10)
denkleminin, (4,6)=2 ve 2|6 oldugundan, Teorem 3. e gore
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x=4 (mod 10) ve x=9 (mod 10) olmak iizere 1iki tane gercek

(kongriient olmayan) ¢oziimiiniin oldugunu fark edememiglerdir. Bu
O0gretmen adaylarinin, bir lineer kongriians denkleminin ¢dziimleri ile
ilgili olan teoremleri, nesne olarak kavrayamadiklarini yani denklemin
¢Oziim siirecinin analizinde dogru olarak kullanmadan ¢oziime (siireg)
yoneldiklerini boylece de siire¢-nesne ikililiginin yansimast bakimindan
soyutlama seviyesini indirgediklerini sOyleyebiliriz. Bununla birlikte,
kendilerine (a,m)lb nesnesinden daha az karmasik gelen (a,m)=1
nesnesi ile ¢alisma egilimi gosteren O0gretmen adaylarinin soyutlama
seviyesini diisiintilen kavramin karmagsikliginin derecesi bakimindan
indirgediklerini de soyleyebiliriz.

Tartisma ve Sonug¢

Matematik Ogretmen adaylarinin lineer kongriianslar ile ilgili
soyutlamayr indirgeme egilimlerini inceledigimiz bu c¢alismada,
Ogretmen adaylarinin yaklasimlart ve konu ile ilgili matematiksel
kavram ve teoremleri nasil algiladiklar1 yani soyutlamay1 hangi seviyede
indirgedikleri 6rneklerle gosterilmistir. Boylece, Hazzan’1n (1999,2001) da
belirttigi gibi teorik ¢erceve olarak soyutlamanin indirgenmesi teorisinin,
ogrencilerin matematiksel yapilar1 ve kavramlari algilayislarint agiklama
ve yorumlamada kuvvetli bir ara¢ oldugu bir kere daha goriilmiistiir.

Calismamizda, Smith’in(2002)bulgularinabenzerolarak, gretmen
adaylarmin ¢ogunun kongriianslarin daha ¢ok islemsel yoniine agirlik
verdikleri, Sayilar Teorisidersinde gordiikleri lineerkongriians denkleminin
¢ozlimiinlin varligiyla ilgili teoremleri gbz ardi ettikleri gdzlenmistir.
Soyutlamanin indirgenmesi agisindan baktigimizda ise 6gretmen adaylari,
daha {ist seviyede bir soyutlama olarak nitelendirebilecegimiz, kavram
ve teoremlerin analizini yapmadan daha alt seviyede bir soyutlama
olan islemlere (siire¢) yonelerek soyutlama seviyesini indirgemislerdir.
Ogretmen adaylarmin bu egilimleri, teoremlerin matematiksel bir nesne
olarak kavranamadiginin ve igsellestirilemediginin bir gostergesidir.

Sayilar Teorisi gibi teorik derslerin igcerdigi kavramlarin soyutluk
seviyeleri, bu derslerin islenis sekli ve oOgrencilerin bu kavramlari
i¢csellestirmelerini saglayacak etkinliklerin diizenlenmesi i¢in yeterli
zamanin olmayisi, 6grencilerin karsilastiklar1 yeni matematiksel yapilari
onceki bilgileriyle birlikte 6ziimsemelerini engellemektedir. Bu bakimdan,
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derslerde ¢oziilen sorularin 6grencilerin kavram ve teoremleri algilayislar
dikkate alinarak diizenlenmesi, 6rnegin, ¢6ziimii olmayan bir denklemin
bir problem seklinde 6grencilere sorulmasi veya karsit 6rneklerin sikca
kullanilmast yanlig algilamalar1 6nlemede faydali olacaktir. Bununla
birlikte, lisans derslerinde dgretilen kavram ve teoremlerin ortaokul ve
lise matematik programlarindaki kazanimlarla iligkilendirilerek verilmesi
O0gretmen adaylarinin 6grenme motivasyonunu artirict bir yaklagim
olacaktir.

Soyutlamanin indirgenmesi teorisi Hazzan’a (1999) gore 6grenci
hata ve yanilgilarin1 incelemek i¢in gelistirilmis bir teori olmasa da ilgili
calismalardaki ve calismamizdaki 6rneklerde, 6grencilerin soyutlamay1
indirgeme egilimlerinin hata veya yanilgilarla sonuglanabilecegi,
dolayisiyla bu teorik c¢ergevenin, Ogrenci hata ve yanilgilarinin
incelenmesinde de kullanilabilecegi goriilmiistiir. Bu bakimdan benzer
caligmalar farkli seviyelerde ve farkli alanlarda yapilarak, muhtemel
Ogrenci yanilgi ve hatalar1 da tespit edilebilir. Sonraki ¢alismalarda teorik
cerceveolarak soyutlamaninindirgenmesiteorisinin, sayilarteorisinindiger
kavramlari ile ilgili 6grenci yaklagimlarinin incelenmesinde kullanilmasi
da, bu c¢alismanin bulgu ve sonuglarinin daha iyi degerlendirilmesine
katk1 saglayacaktir.
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