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LINEER PROGRAMLAMA PROBLEMLERINDE KARSILASILAN OZEL DURUMLARIN
MATEMATIK ANALIZI

Yilmaz YUCEL®

OZET: Burada L.P. (Lineer Programlama) analitik-niimerik agidan ele alinmis simpleks
algoritmasinda karsilagilan 6zel durumlar matris-vektor islemleri ile analiz edilmistir.Bunlar:

1. Dejenerasyon , 2. Sinirsiz ¢oziimler, 3. Alternatif optimum ¢oztimler olacaktir.
Anahtar sozciikler : Simpleks metodu, Dejenerasyon, Sinirsiz ¢oztmler, Alternatif ¢oziimler

MATHEMATICAL ANALYSES OF SOME SPECIAL CASES FACED IN LINEAR
PROGRAMMING PROBLEMS

SUMMARY: This article introduces some important cases often encountered in the simplex
method applications The means of explanations are numerical examples ilustrating different
cases. The cases discussed inlude:

1. Degeneracy, 2. Unbounded solutions, 3. Alternative optimal solutions.

Keywords: Simplex Method, Degeneracy, Unbounded solutions, Alternative solutions.

GIRIS: Burada lineer programlama problemlerinde karsilasilan 6zel durumlarin analizi
yapilacaktir. Bunlar sirastyla

1.Dejenerasyon

2.Smirs1z ¢oziimler

3.Alternatif optimum ¢oziimler olacaktir.
Niimerik ornek olarak Taha ‘nin verdigi ornekler degisik bir notasyon ile ve daha detayl olarak
Walsh ‘mn notasyonlari ile analiz edilmeye ¢alisilacaktir[4,6].

1-Dejenerasyon :
Temele girecek vektoriin

B
ﬁ_ = Min (,_B_)

ylk p|)’pk>0 ypk
tek oldugu varsayilir. Eger bu oran tek degilse

(B, B,y”k =0, p#l icn

_,
olacak boylece F yine

Po = Z(Bp B~ ypk +f_lak

pel Yik lk
pzl

m adet vektoriin lineer kombinasyonu olarak ifade edilebilmekte ancak vektorlerden birinin katsayisi
sifir olmaktadir. Boyle bir lineer programlama problemi igin dejeneredir denir.
Dejenere bir ¢oziim

E):Zﬁp‘;; ’ (Bl:())

pel
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18 Y. Yiicel

-
olarak ifade edilebilir. Buna gore temel olmayan bir @, vektorii temele sokulursa

B 0
x, = Min (—")=ﬂ=—:o
Pyoe>0 yor Y Vi
H
olacagindan a; vektorii (y; >0) oldugu miiddetce mutlaka temeli terk edecektir. Mademki
X; =0 dir. O halde Yeni ¢oziimiin temel degiskenleri ayn1 kalacaktir. Ciinkii
B _0

——=0 v B=f-B2=5,

Y Vi Yik

olacaktir. Boylece amag fonksiyonunun yeni degeri degismeyecektir. Bunun yaninda yeni ¢oziimde

yine dejenere olacaktir. Bu yiizden ardisik ¢oziimlerin hepsinin de dejenere olma olasilig1 vardir. Bu

durumdaki lineer programlama coziimleri sonsuz iterasyon devam edebilir. Bu hale halkalanma

(cycling) denir. Ancak bu her dejenere ¢oziimiin halkalanma gosterecegi anlamina gelmez [4].
Dejenerasyon gegici veya kalic olabilir. Asagidaki problem kalic1 dejenerasyona bir 6rnektir.

Z = Maxf (x)=3x,+9x,
' X +4x, +x3=8
X +2x, +x, =4

x;20
g > ¢ 3 9 0 0
Cp Xp ’
B’ X Xy X3 Xy
0 X3 8 1 4 1 0
0 Xi 4 1 2 9 1
Z; 0 0 0 0 0
Z} = C,] = ’3 "9 0 0
o = c 3 9 0 0
Cp Xp ’
B’ X, Xy X3 Xy
9 X5 2 |4 1 14 0
0 Xy 0 2 0 122 1
Z; 18 |94 9 94 0
Z; =cy - 34 0 94 0
J
= = c 3 9 0 0
Cs | Xp ’
B’ X, Xy X3 Xy
9 X, 2 0 1 12 -2
3 X 0 1 0 -1 2

Z, 18 |3 9 32 32
Z —c, |- 0 0 32 32
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Bu problemin baslangicinda
" 1 0 1 4 =2 1 4 = 8 = =2 8
B=B"'= G= B'G=Y=(y.)= = =x,=B'p =
{0 1} L 2} o ;) 12| BT, P=xa=B"F 4

—)
Buna gore temele girecek a,; vektorii G 'nin ikinci kolon vektoriidiir. Cikis kriteri ise

—ﬁi = Min (ﬁ—p)

ylk plypk>0 ypk
B _ B _8_ .
olup ﬁp lar 8,4 ve Yok lar ise 4,2 olup =2 ve bu oran tek degildirr, —— =—=2 yani
Yik Yik

temelden g¢ikacak vektor olarak B 'nin 1 'inci kolon vektoriinii alalim. Temelden ¢ikacak vektor igin

gecerli olan
1 114(]4|0 1
——ak 2 a ifadesiyle Ii }=—|: :H—[ :|}={ :|
Yik p£1 Yik 0 4121121 0

— -
seklinde de gosterebiliriz. @; vektoriinii temele sokup @; vektoriinii ¢ikardigimiz zaman temel

¢oziim yine ayni kalacaktir.

Yok ; 0 0 8
Tl i

p#l
Goriildiigii gibi temelden ¢ikacak vektorlerden birinin katsayisi sifirdir. Boylece dejenerasyondan
s0z edebiliriz.

B,

4 _
Eger —— = — =2 olarak segseydik yine bir dejenerasyon ile karsilasacaktik. Bunun sebebi bir
2

Yik

B
sonraki tabloya gegerken A'= A — = L olmasi olup burada

8 4
4 2

T Temele girecek vektore ait kolon

2 4
Pivot kolondan 4 'ii secersek (4 — 82) =0 eger 2 'yi secersek (8 — 4—) = 0 olacaktir. Boylece

0
ﬂ = Min (&) tek degilse p # [ igin ﬂ =—=0 ve ﬁp ﬁp ﬁz = ﬁp
Vi Pw>0 Yo Yie Y
olmaktadir.

Ikinci simpleks tablosunda ise
4 0 174 0 11 =2 1/4 1/4
B= B = G= B'G=Y=(y)=
L |:2 1} [—1/2 lj| [1 O} O, |:1/2 —1/2}
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20 Y. Yiicel

olmaktadir. Burada |Zk —Cy |= Max{le . le} =|9/4 = 3|= 3/4 Buna gore temele sokulacak
- ‘B ﬁ
a; vektorii G 'nin 1 'inci kolon vektoriidiir. Cikis kriteri — = Min (—%) ya gore ﬁ lar 2,0 ve
ylk pl}’pk>0 ypk
Yok lar ise 1/4 ve 1/2 olup
B 0
B ppin (Poy= 2 2
Yie  Pa>0 yo, 1/2

- >
ve temelden ¢ikacak vektor B 'nin ikinci kolon vektoridiir. Boylece @; ve a; sirasiyla

N p g HIE G H e W

olmaktadir. Temeldeki vektorlerden birinin katsayist yine sifir olmaktadir. Béylece 3 'lincii ve son
tabloya temel degiskenlerden birinin aldigi deger yine sifir olarak gegtiginden ¢oziim dejenere
optimal ¢oziimdiir diyebiliriz. Amag¢ fonksiyonunun degeri degismemekte yine 18 olarak
kalmaktadir.
Problemi grafik yoluyla ¢ozdiigimiizde asagidaki gibi olmaktadir.

x

AZ=Max f(x)=3x+3x,

Simdi de gegici dejenerasyona ait bir problem ele alalim.
Z = Maxf (x)=2x,+x,

4x+3x + x5 =12
4x,+x,+x4=8

4x1 ".x2 +x5=8

x; >0
= > c 2 1 0 0 0
E X Xy X3 X4 Xs
0 X3 12 B 31 0 0
0 X4 8 4 1 0 1 0
0 Xs 8 4 -1 0 0 1
Z; 0 60 0 0 O 0
Zj —C;j = 2 -1 0 0 0
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=2 = ¢ 2 1 0 O 0
Cp Xp ’
-2 X X Xy X X
1 2
ﬁ 3 4 5
0 X 4 o 2 1 -1 o0
2 X 2 ! 74 0 14 O
0 X5 0 0 2 0 -1 1
Zj 4 2 72 0 12 0
Z;—c; - 0o -12 0 12 0
2 — c 2 1 0 0 0
Cs Xp ’
B’ X; Xy, X3 Xy X5
1 X, 2 0 1 12 -12 0
2 X 32 1 0 -1/8 318 0
0 x5 4 0o o 1 2 1
Zj 5 2 1 1/4 1/4 0
Z;—¢ - 0 0 /4 1/4 0
Bu problemin baslangig tablosunda
1 00 4 3 . 4 3 . 12 L. . 12
B=B"=|0 1 0| G=|4 1| B'G=Y=(y)=|4 1| R=|8| PB=x,=B"R=|8
0 01 4 -1 4 -1 8 8

|Zk —¢l= Max{|Zj —cj|} :|0—2|= 2

8
G 'nin birinci kolon vektorii temele sokulacak vektordiir, ——=— =2 olup bu oran tek degildir.

Vik
Biz burada temelden ¢ikacak vektor olarak B 'nin 2 'inci kolon vektoriinii secelim.
1 4 1 0
1 - —
0|=—|4|-3{—|0|+—|0]|} olup a; yi temele sokup @; yi temelden gikardigimiz zaman
0 4 4 4 0 4 1

temel ¢6ziim yine ayni olacak fakat temeldeki vektorlerden birinin katsayisi sifir olacak,
dejenerasyonla karsilagilacaktir.

i |

1 0 47 [12
é:E(ﬁp—ﬁlﬁﬁ)%+ﬂcz a2-83)0 r@-sHol+24l=| s
gz ylk ylk 4L0 4 1 4 4 8_
1 40 1 -1 0 0 3] -1 2]
B=|0 4 0| B'=|0 1/4 0| G=|1 1 B“G:Y:(;j): 1/4 1/4
0 4 1 0 -1 1 0 -1 -1 -2

4
L = — =2 ve boylece temelden gikacak vektor B 'nin 1 'inci kolon vektorii olamaktadir.

Yik
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4 0 12
3 y 1/4 =3 4
B=SB-82a+la  la-al2) 4lr0-aZ 0|l +2] 1=
pel Vi Yik 2 4 2 q gl 1 .

Boylece 3 'iincii ve son tabloya degiskenlerden higbiri sifir degerini alarak ge¢mediginden ¢oziim
dejenere degildir. Dejenerasyon ge91c1d1r Grafik ¢6ziim asagidaki gibidir.

\z =Max f(x)=2X1+X;

1 1
Vax+xp=8 Y
llh_,—-"*' kS

4x +3xy =12

3
!
Dgjenere olmayan '*\
opfimal ¢éziim 43 =%y=8
LOptimal olmayan

dejenere ¢éziim
+- xl

Esit oranli satirlardaki her eleman bulundugu satirin pivot kolon iizerindeki elemanina béliinerek
oranlar hesaplanir. Bu oranlar her defasinda esit oranli satirlarin ayni kolon iizerindeki elemanina ait
olmak ve dnce birim matristen baslamak tizere soldan saga giderek sira ile mukayese edilirler. Esit
olmayan iki orana rastlanildiginda mukayeseye son verilir ve esit olmayanlar arasinda en kiigiik
degerli oranin bulundugu satir pivot pivot elemanin bulundugu satir olarak alinir[2,3].

Yozlasma halinde iterasyonlar sonucunda tekrar baglangig¢ tablosuna doniilmesi halkalanma
(cycling) pratikte ender olarak karsilasilan bir durum olup bunu bir problem iizerinde gorelim [1].

3 1
Z=Max f(x)= —le +150x, —5x3 +6x,4

1 1
——X;—60x, ——x:+9x, + X =0
4 27557 4 T X5

%xl—90x2—5—10—x3+3x4+x6 =0
X3 +x; =1
x;2 0
Tablo I
- -
Cy X, c; 3/4 150 -1/50 6 0 0 0
—
B X1 Xy X3 X4 Xs X6 X7
0 X5 0 1/4 -60 -1/25 9 1 0 0
0 X 0 12 90 -1/50 3 0 1 0
0 X7 1 0 0 1 ] 0 0 1
Zj 0 0 0 0 0 0 0 0
Z.—c, - 3/4 -150 1/50 -6 0 0 0
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Tablo II
-3/4 X 0 1 240  -4/25 36 4 0 0
0 X 0 0 30 3/50 =15 -2 1 0
0 X5 1 0 0 1 0 0 0 1
Zj- 0 -3/4 180 =325 27 -3 0 0
Zj -C¢; - 0 30 7/50 -33 -3 0 0
Tablo III
-3/4 X; 0 1 0 8/25 -84 =12 8 0
150 Xy 0 0 1 1/500 -1/2 -1/15 1/30 O
0 X5 1 0 0 1 0 0 0 1
Zj 0 -3/4 0 3/50 -12 -1 -1 0
Zj—cj - 0 0 2/25 -18 -1 1 0
Tablo IV
-1/50 x5 0 25/8 0 1 -525/2  -75/12 25 0
150 X, 0 -1/60 1 0 1/40 1/120  -1/60 0O
0 X5 1 -25/8 0 0 52512 7512 -25 1
Zj 0 2/4 150 -1/50 8 2 -3 0
Zj -¢; - -1/4 0 0 3 2 -3 0
Tablo V
-1/50 x5 0 -125/2 10500 1 0 50 -150 0
6 Xy 0 -1/4 40 0 1 1/3 2/3 0
0 X5 1 125/2  -10500 O 0 -50 150 0
Zj 0 -1/4 30 -1/50 6 1 -1 0
ZJ- —Cc; - 12 -120 0 0 1 -1 0
Tablo VI
0 Xs 0 -5/4 210 1/50 0 1 -3 0
6 X4 0 1/6 -30 -1/150 1 0 1/3 0
0 Xy 1 1 0 0 0 0 0 1
Zj 0 1 -180  -1/25 6 0 0 0
Zj —€; - 7/4 -330  -1/50 0 0 0 0
Tablo VII
0 X5 0 1/4 -60 -1/25 9 1 0 0
0 X 0 172 -90 -1/50 3 0 1 0
0 X5 1 0 0 1 0 0 0 1
Zj 0 0 0 0 0 0 0 0
Zj - C] - 3/4 -150 1/50 6 0 0 0

T.U. Bil. Aras. Der. B. 3(1),17-28, 2002
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Goriildiigi gibi yedinci tabloda baslangig tablosuna geri doniilmiistiir.
Dejenerasyonu giderecek kurallar1 uygulayarak islemlere devam edersek elde edecegimiz sonuglar
asagidadir.

-

ﬁ
CB XB

C; -3/4 150 -1/50 6 0 0 0
—
p ¥ M *5 x4 X5 K¢ X
0 Xs 0 1/4  -60 -1/25 | 0 0
0 X 0 172 90 -1/50 3 0 1 0
0 % 1 0 0 1 0 0 1
ZJ- 0 0 0 0 0 0 0 0
Z;- ¢ - 3/4  -150 1/50 -6 0 0 0
Tablo II
-3/4 X 0 1 -240 -4/25 36 4 0 0
0 X 0 0 30 3/5 -15 2 1 0
0 X 1 0 0o 1 0 0 0 1
Zj 0 -3/4 180 -3/25 27 -3 0 0
Z,—c; - 0 3 750 33 3 0 0
Tablo III
-3/4 X 0 1 0 8/25 -84 -12 8 0
150 X, 0 0 1 1/500 -1/2 -1/15 1730 O
0 x4 1 0 0 1 0 0 0 1
ZJ- 0 -3/4 110  -1/50 8 5/3 =713 0
Zj—cj - 0 0 2/25 -18 -1 -1 0
Tablo IV
-3/4 X 0 1 -160 O -4 -4/3 8/3 0
-1/50 x5 0 0 500 1 -250  -100/3 503 O
0 X5 1 0 -500 0 250 100/3  -50/3 1
Zj 0 -3/4 110 -1/50 8 5/3 =713 0
Zj—c¢c; - 0 40 O 2 5/3 =713 0
Tablo V
-3/4 X 2/125 1 -168 0 0 -4/5 12/5 2/125
-1/50 X3 1 0 0 1 0 0 0 1
6 Xy 1/250 0 -2 0 1 2/1§  -1/15 1/250
Zj -1/125  -3/4 114  -1/50 6 715 -11/5  -1/125
Z,-c; - 0 36 0 0 715 -11/5  -1/125
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Tablo VI
-3/4 X; 1725 1 -180 0 6 0 2 1725
-1/50 x5 1 0 0 1 0 0 0 1
0 Xs 3/100 0 -15 0 152 1 -1/2 3/100
Zj -1/20 -3/4 135 -1/50 972 0 -312  -1/20
Zj =Ly = 0 -15 0 212 0 -312 -1/20

2-Smirlanmamis Coziim :
Temele girecek vektore karsilik tenmelden gikacak vektorii

ﬂ = Min (&-)

ylk plypk >0 ypk
ile tayin ederken Yoj ler i¢inde en az bir tanesinin pozitif olmasi gerekir. Simdi Zj —¢; < 0 olan
herhangi bir temel dis1 j vektorii igin Vi <0 oldugu bir lineer programlama maksimizasyon
probleminin ne anlama geldigini agiklayalim.
Varsayalimki ; Z, — ¢, < Oﬂp (ﬁpl ,ﬁpz, ..... qum icin ) Yor (Vorea Yaopswwenas Vonp ) 6>0
ve temelden herhangi bir vektoriin ¢ikarilmasi imkansiz olacaktir. Yeni ¢oziim asagidaki gibi olup
bir temel ¢oztim degildir.
— — -

Y (B, -0y, )a,+0a, = R,

pel
ve amag fonksiyonunu hesaplarsak

ZCP (ﬂp —Gypk)+ck9 , (¢ >0 olmak iizere)

>
olur. Burada 0 igin smirsiz olrarak herhangi bir pozitif say1 segerek F, vektoriinii elde edebiliriz.

Yani halen miimkiin bir ¢oziim elde edilebilir. O halde Z igin bir iist siir yoktur, ¢; > Ovarsayarak

herhangi bir degere kadar arttirabiliriz.
Boylece simpleks ¢6ziim tekniginin uygulanmasi sirasinda herhangi bir kademede en az bir
—
b * .-, . . . . .
jeJ igin y e 0 yani biitiin Yoi ler pozitif degilse sonlu sayida maksimum (minimum) program

yoktur. Bu durumda
madem ki ama¢  denkleminin bir iist (alt ) sinir1 olmayacaktir , o halde islemlere son vermek
gerekecektir. Pratikte bu tiir modellerin kurulusunda hata yapilmamigsa karsilasiimalar: sadece hayal

olacaktir [5].

Simdi asagidaki problemi ¢ozelim.

Z=Maxf (x)=2x,+x,
X — X, +x3=10
2x;— x5, + x4 =40
x;=0

T.U. Bil. Aras. Der. B. 3(1),17-28, 2002
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2 =¥ G 2 1 0 0
CB XB .

B’ X, X, X3 Xy

0 X3 10 -1 1 0

0 Xy 40 2 -1 0 1

Zj - 0 0 0 0

Zj =C; 0 -2 -1 0 0

Burada temele sokulacak vektor olarak ilk bakista G 'nin 1 'inci kolon vektoriinii temele sokmamiz
gerekli goriinmekle beraber G 'nin 2 'inci kolon vektoriinii sokmamizda bir mahzur yoktur. Bu

takdirde

2 > 2 1 0 ={ 10
Y (B,-0y,)a,+0a, =P, [10—9(—1)][ }r [40—9(—1)][ }e =[ }
o 0 1 -1 40
olup 0 > 0 olmak sartiyla 0 ya istedigimiz degeri verebiliriz. Boylece
Y ¢, (B, =8y, )+, 0 0o[0—0(-1)]+0[40-0(-1)]+16
amag fonksiyonunun bir iist (alt) sinir1 bulunmayacaktir. Bu , problemin grafik metodla ¢6ziimiinde
de goriilebilir.

3-Alternatif Optimum co6ziimler :

Amag fonksiyonu uygun bolgeyi belirleyen kisitlardan birine paralel olabilir. Bu takdirde optimal
nokta iki tane olacaktir. Ayrica bu iki noktay: birlestiren dogru iizerindeki biitiin noktalar ayni
optimal ¢6ziimii verecek, yani amag¢ fonksiyonunun hep ayni degeri aldifi sonsuz tane ¢oziim
vektorii bulunacaktir. Bunu asagida ele aldigimiz problemde gorelim

Z = Maxf (x)=4x,+14x,

2x;+7x, + x5 =21
Tx+2x, + x4 =21

x;20
= g c 4 14 0 0
Cp Xp ’
B’ X Xy X3 X4
0 X3 21 2 7 1 0
0 X4 21 ) 2 0 1
Z; - 0 0 o0 0
Z;—c; 0 4 -14 0 0
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= = c 4 14 0 0
Cpg Xp /
B’ X X X3 X4
14 X, 3 2/7 1 1/7 0
0 X4 15 45/7 0 =217 1
Zj 42 4 14 2 0
Zi-c; | - 0o o0 2 0

sonucu elde edilir. Optimum ¢oziim tablosu incelendiginde temel olmayan X; degiskeninin
Z i E S 0 degerini aldig1 goriiliir. Bu durum alternatif bir ¢oziimiin varhgina delalet eder Simdi
Z;—c; =0 "1 negatif bir deermis gibi varsayalm ve X;' i temele sokalim. Gerekli islemler
yapildiktan sonucunda optimal ¢6ziimiin degismedigi goriiliir.

= > C; 4 14 0 0
Cp Xp ’

’ﬁ’ X X X3 Xy
14 X, 773 0 1 7/45  -2/45
4 X; 773 1 0 -2/45 7/45

Z, 42 4 14 2 0

Z;—c - 0 0 2 0

Grafigini gizersek
!

Tx*+3xy =21

Ot mat ( temal)

Areoramlay
- 217{ F= 4;;1+J¢x2

d | "1
Burada iki alternatif ¢oziim vardir. Bunlar x; =0 , X, =3 ve X, = X, = 7/ 3diir. Benzer sekilde

iki temel ¢6ziimiin agirlikh ortalamasi olarak sonsuz sayida alternetif ¢oziim elde edilebilir.
Burada

= 0 = 7/3 o —% —~
X, = 3 X, = 713 alalm. C= [4 14] olmak iizere ¢; X; = ¢ X, =42 degeri elde

edilir.
- - - -
ayrica 0 < A <1 olmak iizere x = Ax;+(1—A)x, esitligini saglayan her x vektorii de aym

- - - 1.4 =2, =
Z=42 degerini verecektir. A = 0.4 degeriigin x =Ax,+(1-A)x, = |:2 6} ve Cx=42
-

olacaktir. A ya sonsuz sayida deger verilebileceginden sonsuz sayida X vektorleri optimal sonucu
saglayacaktir.

T.U. Bil. Arag. Der. B. 3(1),17-28, 2002
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