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Oz

WP(IR™) uzayt ve bu uzaya ait bazi ozellikler Krogstad [1] tarafindan ispat edilmistir. Bu
calismada, Krogstad tarafindan tamimlanan bu uzaym p =1 igin 6zel durumu olan
W(IR™ uzayt ele alindi. w, IR reel sayilar kiimesinde Beurling-Domar kosullarin
saglayan agirlik fonksiyonu olmak iizere bir W, (IR) uzay: ve bu uzay tizerinde ||. ||, nNormu
tamimlandi. W,,(IR) uzayimn, ||.|l,, hormuna gére bir Banach uzayt oldugu ispatland.
(W,,(IR), |I.llw) uzaywun bir Banach cebiri, dtelemeler altinda invaryant ve kuvvetli
invaryant oldugu gésterildi. Ayrica, (W,,(IR), ||.|l,) uzaymn Soyut Segal cebiri ve
Banach fonksiyon uzayt oldugu ispatlandi. W1, Wo, IR tizerinde agirlik fonksiyonlari olmak
lizere W,, (IR) Ve W,,,(IR) Uzaylari arasindaki kapsama ozellikleri arastirildl.

Anahtar kelimeler: Soyut segal cebiri, agirlik fonksiyonu, banach fonksiyon uzayn.

On some properties of W, (IR) space

Abstract

The w7 (IR™) space and some properties of this space have been proved by Krogstad [1].
In this study, w?(IrR™) space, which is a special case for p=1 of this space defined by
Krogstad [1], is discussed. W, (IR) is a vector space, if w satisfied the Beurling-Domar
condition. It has been proven that the w,,(IR) space is a Banach space according to the
II.1l,, norm defined on it. It was showed that (w,,(IR), |.|l,) was a Banach algebra,
translation invariant, strongly invariant. Moreover, it has been proved that (W,, (IR, |l. |lw)
space was an abstract Segal algebra and a Banach Function space. Also, it was discussed
the inclusion properties between the spaces weight function w,,. (Ir) and w,,, (IR).
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1. Giris

Krogstad tarafindan 1 < p < oo i¢in WP(IR") = {f € L' (IR"): YmeznllXmfllp < 00}
uzayl tanimlanmis ve bazi ozellikleri ispatlanmustir [1]. Bu calismada, WP (IR™)
uzayinin bir 6zel sekli olan WP (IR) uzayindan yararlanarak W, (IR) = { feL, (IR):
fe Wp(IR)} vektor uzayt ve tizerinde ||. ||, normu || |l, = Il. llyw + [I71l, seklinde

tanimlanarak bazi 6zellikleri incelenmistir. Calisma i¢in gerekli olan temel kavram ve
teoremler asagida yer almaktadir:

Tamim 1. X bir topolojik lokal kompakt uzay, f fonksiyonu X iizerinde tanimli, karmagik
degerli, siirekli bir fonksiyon olsun. Her € > 0 sayisiiginy € X — K oldugunda |f (y)| <
€ kosulunu saglayan X uzaymin bir K kompakt alt kiimesi varsa, f fonksiyonuna
sonsuzda sifirdir, denir. X iizerinde siirekli ve sonsuzda sifir olan fonksiyonlarin kiimesi
Co(X) ile gosterilir. X bir topolojik lokal kompakt uzay olmak iizere, X kiimesinde
tanimli, karmagik degerli, stirekli ve kompakt destekli fonksiyonlarin kiimesi ise C.(X)
ile gosterilir [2].

Tammm 2. f ve g, G lokal kompakt Abel grubu iizerinde Borel fonksiyonu olsun.
) Af(x—y)g(y)ldy < oo kosulunu saglayan f ve g fonksiyonlar i¢in girisim islemi

(f * 9)(x) = [, f(x — y)g(¥)dy seklinde tanimlanir [3].

Tamm 3. G lokal kompakt Abel grubu ve y fonksiyonu, G iizerinde tanimli, karmasik
degerli ve her xeG i¢in |y(x)| = 1 kosulunu saglasin. Her x,yeG i¢in y(x +y) =
y(x).y(y) oluyorsa, y fonksiyonuna G’nin bir karakteri denir. G, G’nin tim siirekli
karakterlerinin kiimesidir.  Her xeG, y;,¥, € Gicin (y1 + ¥2)(x) = y1(x).y,(x)
islemine gore G bir gruptur. Bu gruba G'nin karakter grubu denir [3].

Tamim 4. G lokal kompakt Abel grubu, G de onun karakter grubu olsun. feL'(G)
fonksiyonunun Fourier déniisiimii, xeG ve yeG olmak itizere, F(f)(y) = f(y) =
fo(x) < —x,y > dx seklinde tanimlamir [3]. feL'(G) fonksiyonunun f Fourier
doniisiimii diizgiin siirekli ve sonsuzda sifirdir [2]. Eger f, geL(G) ise F(f x g) =
f*g=f.§ esitligi vardir [3].

Tamm 5. X, K cismi {izerinde vektor uzay1 olsun. Eger X {izerindeki bir (.) islemi,

(i) Her x,y, zeX igin x. (y.z) = (x.y).z

(i) Her x,y,zeX iginx. (y + z) = x.y + x.z

(iii) Her x, yeX ve her a, BeK igin (ax).(By) = (aB). (xy)

kosullarini sagliyorsa, X kiimesine K tizerinde bir cebirdir, denir. (X, ||. ||) normlu uzay1
K cismi tizerinde bir cebirse ve her x, yeX igin ||x. y|| < [|x]|. ||y]| esitsizligi saglaniyorsa,
X cebirine K cismi iizerinde bir normlu cebir denir. Ozel olarak, (X, || ||) normlu uzay:
bir Banach uzayi ise X cebirine Banach cebiri denir.

Tamm 6. G lokal kompakt Abel grubu olmak {izere G iizerinde tanimli ve reel degerli,
her xeG ig¢in w(x) = 1, x,yeG i¢in w(x.y) < w(x).w(y), dl¢iilebilir ve lokal smirl
olma kosullarini saglayan w fonksiyonuna (Beurling) agirlik fonksiyonu denir. w agirlik
fonksiyonundan  vyararlanarak LY (G) = {f € LP (G)|f w ELP(G)}, 1<p< o
bigiminde tammmlanan LY, uzayma agulkli LP wuzayr denir ve ||fll,w =
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1
{ ) | NPWP(x) dx} /p normuna gore bir Banach uzayidir. Yine 6zel olarak, p=1 igin
elde edilen LY, uzay1 girisim islemine gére bir Banach cebiridir.

Tamm 7. G tizerinde herhangi w; ve w, agirlik fonksiyonu verildiginde her xeG i¢in
w,(x) < cw; (x) olacak bigcimde ¢ > 0reel sayist varsa w,, wy agirlik fonksiyonundan
onde gelir, denir ve w, < w; seklinde gosterilir. Eger w, < w; Ve w; < w, iSe wy Ve w,
agirlik fonksiyonlar1 denktir, denir ve w; ~w, seklinde gosterilir [5].

2. Materyal ve metot

Teorem 1. (Banach Teoremi): E ve F birer Banach uzay: olsun. Eger w:E —» F
fonksiyonu dogrusal, siirekli, birebir ve orten ise bu u fonksiyonu E uzayindan F uzayina
bir homeomorfizmdir [6]. Bu teoremin sonucu olarak, herhangi bir E vektor uzay1 p; ve
p, normlarina gore birer Banach uzayi ise p; Ve p, normlart denktir.

Tamm 8. (B, ||.||z) Banach uzay1 olsun. f € B ve x,yeG igin L, f(y) = f(y —x)€eB
ise B otelemeler altinda sol invaryanttir, denir. B otelemeler altinda invaryant ve
IL.fllz = |If|lg kosulu saglaniyorsa B Gtelemeler altinda kuvvetli invaryanttir.

Tanmm 9. (B, ||.||z) bir Banach uzay1 olmak iizere f € B ve xeG igin L,f € B ve
IL.fllz = ||f|lg kosulu saglaniyorsa B uzayina G iizerinde yart Homogen Banach uzay1
denir. Ayrica G den (B, ||. ||z ) uzayma giden x — L, f fonksiyonu siirekli ise B uzayina
G lizerinde Homogen Banach uzay1 denir [7].

Tammm 10. G lokal kompakt Abel grubu ve B, L'(G) uzaymin asagidaki kosullari
saglayan bir alt cebiri ise (B, ||. ||z ) normlu uzayina Segal cebiri denir.

(i) B, homogen Banach uzayidir.
(i) B, || ll;2 < ||-llz normuna gére Banacah cebiridir.

(iii) B, L*(G) uzayinda ||. ||;» normuna gore her yerde yogundur [7].

Tamm 11.

(i) B, A’nin her yerde yogun ideali ve ||. ||z normuna gore Banach cebiridir.

(ii) Her f € Bigin ||fll4 < M ||f||g olacak bi¢imde bir M > 0 reel sayis1 vardir.

(iii) Her f,g € Bigin ||fgllg < c lIfllallgllg olacak bigimde ¢ > 0 reel sayist vardir
kosullari saglayan (B, ||. || g ) normlu uzayina (4, ||. || 4 ) Banach cebirine gére Soyut Segal
cebiri denir [8].

Tanim 12. (IR, ) bir 6l¢li uzay1 ve M, IR tizerinde tanimli genisletilmis skaler (reel ya
da kompleks) degerli u — 6l¢iilebilir fonksiyonlarin sinifi, p bir fonksiyon norm olsun. Bu
durumda p(|f|) < o kosulunu saglayacak sekilde M deki f fonksiyonlarinin X = X(p)
sinifina Banach fonksiyon uzay1 denir. Vf € X i¢in ||f||x = p(|f]) seklinde ifade edilir

[9].
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Tamm 13. Q, {x|—% <x; < %} kiipii, Xq, , @m’nin karakteristik fonksiyonu olmak
iizere, 1 <p < oo igin bir WPuzay, WP = {f € LXUR™)| Zmesnl|Xo, ]I, < oo}
bi¢iminde tanimlansm. f € WP igin ||f|ly» = makecq ZmeZ"”Xmet”pa (f: = L¢f),

WP uzayi lizerinde norm olup, WP uzayi bu norm altinda girisim islemine gore bir Segal
cebiridir [1].

3. Bulgular

1 < p < o olmak tizere W, (IR) = {f €LY, (IR): fe W”(IR)} uzayini ve bu uzay
tzerinde f € W,,(IR) olmak iizere ||f|ly, = lIfllyw + || f ”WP normunu tanimlayalim.
LY, (IR) ve WP(IR) uzaylar1 toplam ve skalerle ¢arpma islemlerine gére vektdr uzay:
olduklarindan [1], W,,(IR) uzay1 IR iizerinde bir vektor uzayidir. Herhangi bir f €
W,,(IR) i¢in ||. ||, normu W,,(IR) uzay: iizerinde ||f|l,, = lIfllo,w + ”f”Wp seklinde iki

normun toplami olarak tanimlandigindan (W, (IR), ||. ||,,) bir normlu uzaydir.
Onerme 1. (W,,(IR),||. |l,) bir Banach uzayidur.

Ispat: W, (IR) normlu uzayindan herhangi bir (f;;) Caucyh dizisi alahm. W,,(IR) uzay1
tanim geregi (f,,) dizisi L%, (IR) ve (f,) dizisinin WP(IR) uzayinda birer Cauchy
dizisidir. LY, (IR) ve WP (IR) uzaylar1 Banach uzay1 olduklarindan [1], (W,,(IR), ||. [|»)
Banach uzayidir.

Onerme 2. (W,,(IR), |I. |l,) uzay1 girisim islemine gore Banach cebiridir.

ispat: W, (IR) uzay1 ||.||,, normuna gére bir Banach uzay1 oldugu Onerme 1’de
gosterildi. Simdi herhangi f, geW,, (IR) alahm. Buradan f, geL%,(IR) ve f, GeWP(IR)
olur. LY, (IR) uzay girisim islemine gore Banach Cebiri oldugundan [4] f * geLl, (IR) ve
If * glliw < Wfllow-Nlglliy esitsizligi vardir. Diger yandan, feL'(IR) oldugundan
||f||OO < |If]ly < oo olur. Boylece,

Y

p
17780y = 1.8l = makec Z{ [ e 00(7.9), 0 dx}
IR

nezZ
1
. /
=makieq Ynez {anlft(x).gt(x)lp dx} b =

. Yp
makteQ ZneZ Superlet(x)l {anl gt(x)lp dx}

1

p
T— ft“w{ f 124,00 3.0 dx}
IR

nez

= 171l makeeq Snez {2, @) 6.0 dx}l/” = |71l ngye
1)

bulunur. Boylece f * geWP(IR) olup, f * geW,,(IR) elde edilir. (1) esitsizliginden
yararlanarak,
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If * gllw = If % gllow + [IF* gl o < Wflliw-Ngllw + £l 1G1we

<Nl Ngllow + AN MGNwe < 1Nl (lgllw + NGlwe)
= flluwllglly < fllwllglhw

esitsizligi ile istenen sonug goriliir.
Onerme 3. (W,,(IR), ||. |l,,) uzay1 6telemeler altinda invaryanttir.

ispat: Herhangi feW,, (IR) igin feLl,(IR) ve feWP(IR) olur. Her x,y € IR igin

efllw = [ WO dy = [IFG = Dw)ldy
< [ IF WDl w(@) = w(o) Iflls

bulunur. w agirlik fonksiyonu lokal sinirli oldugundan L, feLl, (IR) elde edilir. Diger
yandan, L. (y) = e™™¥ f(y) esitligi kullanilirsa

|1l = makieq ) [|xe, (EF), ||

nez

= makieq Tnez {Jp | TP dy}l/ ’

= makieq Tnez {J, |TH =0 dy}l/ ’

= makeeq Tnez{fy, e O f (v -0 dy}l/ ’
= makicg Tnez{J, | =0 dy}l/ ’

1
. /
= makteQ ZnEZ{f]Rlenft(y)lp dy} ’
= makteQ ZnEZ”XQnﬁ”p = ”fllwp (2)

olup, L,feWP(IR)bulunur. Bunlarm sonucu olarak L, feW,, (IR) elde edilir. O halde
(W,, (IR), |I. |l,) uzay1 6telemeler altinda invaryanttir.

Onerme 4. K, bir sabit olmak iizere w(x) = K ise (W,,(IR), . |l,,) uzay1 6telemeler
altinda kuvvetli invaryanttir.

Ispat: Herhangi feW,,(IR) ve x,yelR icin L.f(y) = f(y —x) € W, (IR) oldugu
Onerme 3’ten bilinmektedir. Buradan,

ILxfll1w = [RILfIWE I dy = [ lf-0w| dy = [ If (v — K| dy =Ifll1w

bulunur. Onerme 3’deki (2) esitligi de kullanilirsa,

ILefllw = WLaf Nl + [|LF Nl yo = Wl + [ F1lpe = 11
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elde edilir. Boylece, (W, (IR), |l. |l\,) uzayt w(x) = K kosulu altinda 6telemeler altinda
kuvvetli invaryanttir.

(W,,(IR), |I. Il,) Banach uzay1 her feW,,(IR) ve x € IR igin L, feW,,(IR) ve ||[L f|l, =
I f I\, kosullarini sagladigindan IR {izerinde bir yar1t Homogen Banach uzayidir.

Onerme 5. Herhangi feW,, (IR) i¢in W,,(IR) uzaymdan W, (IR) uzayma giden f — L, f
fonksiyonu stireklidir.

Ispat: Herhangi feW,,(IR) ve x € IR igin L, feW,,(IR) oldugu 3. Onermede goriildii.
W,,(IR) uzayinda f fonksiyonuna yakinsayan herhangi (f;) dizisi igin € > 0 sayisina
karsilik her n > ng oldugunda,

”fn - f”w = ”fn - f“l,w + ”ﬁl - f”Wp <&

olacak bicimde bir ny € IN sayis1 vardir. Ayni € > 0 ve ny € IN i¢in her n > ng,
oldugunda

”fon'fo”w = ”fon']-‘xflll,w + ”L:(Tn'fx\fllwp
< W(X)”fn'flll,w + ||f;l-?||wp

<w() (I = Fllow + 1 = Fll,yp) = WIS = Flly < w(x) &

bulunur. w(x) agirlik fonksiyonu lokal sinirli oldugundan f — L, f 6teleme fonksiyonu
stireklidir.

Onerme 6. (W,,(IR), |I.|l,,) uzay1 girisim islemine gore L%, (IR) iizerinde bir Banach
modiiliidiir.

Ispat: L% (IR) uzaymin girisim islemine gore bir Banach cebiri oldugu biliniyor [4].
Bunun sonucu olarak herhangi f, geLl,(IR) i¢in f * geLl,(IR) ve

If * glliw < fllow l1glliw (3)

yazilir. Onerme 2°den f eC. (IR) ve GeWP(IR) igin f * geWP(IR) ve

17 *3gll,» < lI7ll., 1gllwe @)

olur. (3) ve (4) esitsizlikleri kullanilirsa f * geW,, (IR) olup,

1Pl = If¥ellw + [|Fgll o < Ifllw- gl + [ NElIwe
< fllwllglliyw + 1f G Nwe < Ifllwllgliw

elde edilir. Modiil olmanin diger kosullar1 asikardir.
Sonu¢ 1. (W,,(IR), |l. |lu), (L‘l,v (IR),|l. ||1,W) uzayi lizerinde girisim islemine gore bir

idealdir.
Ispat: Onerme 6 ve W, (IR) c L, (IR) kapsamasindan ispat asikardir.
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(W, IR), NI |lw) uzaymin (L,l,v(IR), l]. ||1,W) uzayinda Soyut Segal cebir olabilmesi igin
w agirhik fonksiyonu iizerine Beurling-Domar (B.D.) adi verilen kosulun yiiklenmesi
gerekmektedir. Bununla ilgili olarak 6nce kosulunu tanimlayalim.

G lokal kompakt bir grup ve w, G tizerinde tanimli bir agirlik fonksiyonu olsun. Eger her
x €G igin Ynsin ?log(w(x™)) < o oluyorsa, w agirlik fonksiyonuna (B.D.)
kosullarini sagliyor, denir [10]. Beurling tarafindan ilk kez G = IR igin ispatlanan [11]
bu 6zellik Domar tarafindan lokal kompakt gruplara genisletildigi ig¢in (B.D.) kosulu
olarak bilinmektedir.

Onerme 7. w agirlik fonksiyonu (B.D.) kosullarini saglamak iizere (W, (IR),|l.|l.,)
uzayi (L}A, (IR), |l ||1‘W) Banach cebirine gore Soyut Segal cebiridir.

Ispat: A = {f|f € LL,(IR), f eC. (IR)} kiimesini alalm. (B.D.) kosulu saglandigindan
bu A kiimesi LY, (IR) cebirinde bir yogun idealdir [5; 9]. Herhangi bir f € A igin f €
LY, (IR) ve f eC, (IR) olur. Ayrica, C. (IR) € WP(IR) [1] oldugundan f € W,,(IR)
olup, A € W,,(IR) elde edilir. W,,(IR) uzaymin tammm geregi W,,(IR) c L}, (IR)
oldugundan A c W, (IR) c L},(IR) kapsamasi mevcuttur. O halde herhangi f €
Ly, (IR) ve & > 0 sayist verildiginde ||f — gll,w < € olacak bigimde geA c W, (IR)
elemani vardir. O halde W, (IR), L}, (IR) uzayinda her yerde yogundur. Diger yandan,
her feW,, (IR) isin [1f 11w < Iflls + I£]l,» = [Iflly oldugu agikurr. Ayrica, W, (IR),
LY, (IR) iizerinde Banach modiilii oldugu Onerme 6’da gésterildi. Buradan f, geW,,(IR)
icin |[f*gll, <MIIfllLwllgll, olacak sekilde M >0 sayis1 vardir.  Bdylece
(W, (IR) N 1), (L},V (IR),|l. ||1’W) uzay1 tizerinde bir Soyut Segal cebirdir.

Onerme 8. (W,,(IR), |I. |l,) uzayz, IR iizerinde bir Banach Fonksiyon uzayidir.

Ispat: Herhangi K c IR kompakt alt kiimesi verilsin. Alman herhangi feW,,(IR) igin
f € L},(IR) ve feWP (IR) oldugundan [ |f (x)| dx < [ |f (x)| dx = ||fll, olur. Burada
I lx < Il 1l esitsizligi kullanilirsa fKIf(x)l dx <||f|lyw bulunur. Bunun sonucu
olarak [ If ()l dx <IIfllyw + [Ifl|,,» = Ifllw olup, (W, (IR), Il Il,) uzayi, IR
tizerinde bir Banach Fonksiyon uzayidir.

Onerme 9. w;, w,, IR iizerinde agirlik fonksiyonlar1 olmak iizere W, ,UR) € W,,,(IR)
ise her f € W, (IR) igin || f1l,,, < a ||f]lw, olacak bigimde bir a > 0 sabiti vardir.

Ispat: Wy, (UIR) € W,,,(IR) olsun. Bir [||. || fonksiyonu f € W, (IR) olmak iizere
WA= 11fllw, + lIfllw, bigiminde tammlansin. Bu |[||.[|| fonksiyonu iki normun
toplami oldugundan, W, (IR) uzay: {izerinde bir normdur. Simdi (W, ,(IR),[|l.l])
normlu uzaymnim bir Banach uzay1 oldugunu gosterelim. Bunun igin (W,,, (IR), |||. [I[)
uzaymdan herhangi bir (f,,) Cauchy dizisi alalim. Her & > 0 sayis1 verildiginde her
m,n > ng icin, [1fy — fonlll = Iy = fonlhwy + 1 = fnllw,, < € olacak sekilde bir ny €
IN sayist vardir. Bu ise (f) dizisinin (W, (IR), |l |lw,) ve (W, ,UR),|-llw,)
uzaylarinda birer Cauchy dizisi oldugunu gosterir. W (AR, I lwy) Ve
(W, (R), |I-ll,) uzaylari birer Banach uzayi olduklarindan (f) dizisi W, (IR)
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uzaymn bir f € W, (IR) ve W,,(IR) uzaymn da bir g € W,,,(IR) fonksiyonuna
yakinsar. Dolayisiyla verilen € > 0 sayisina karsilik her n > n; oldugunda

Uy = Fllw, <&
olacak sekilde bir n; € IN sayis1 ve her n > n, oldugunda
1y = glhw, <2

olacak bigimde bir n, € IN sayisi vardir. Eger [[.|l; < [l [[wr < ||.ll, esitsizligi
kullanilirsa, her n > n, igin

o= fll <&
Ve [l Iy < Il [lwe < I llw, esitsizligi de kullanilirsa her n > n; igin
&
Ifo — glls < )

yazilir. Diger yandan (f;,) dizisi L'(IR) de f fonksiyonuna yakinsadigindan ayni f
fonksiyonuna hemen hemen her yerde yakinsayan bir ( In k) alt dizisi vardir. Bu (f;,)
dizisi Wy, (IR) uzayinda Cauchy dizisi oldugundan & > 0 sayisi i¢in her n,n; = ns
oldugunda,

”fn - fnklll < % (6)

olacak bigimde nj; € IN sayisi vardir. Eger n, = mak{n,,ns;} denir ve (5), (6)
bagintilar1 da kullanilirsa, ayn1 € > 0 sayisina karsilik her n;, = n4 oldugunda
€

2~ ¢

&
”fnk - g”l < ”fnk - f”1 +lfn —glli < E +

elde edilir. Yani (fnk) dizisi g fonksiyonuna ||. [[; normuna gore yakinsar. Bunun sonucu
(fnk) alt dizisinin g fonksiyonuna hemen hemen her yerde yakinsayan bir (fn kl) alt

dizisi vardir. Eger ( fn k) dizisinin f fonksiyonuna yakinsamadigi noktalarin kiimesini A

ile gosterirsek p(A) = 0 olur. Boylece verilen € > 0 sayisina karsilik her x € IR — A
i¢in her n, = m, oldugunda,

fa ) — FO)] <e (7)

olacak sekilde m, € IN sayis1 vardir. Bu nedenle, yine (fnk) alt dizisi bir Cauchy dizisi
olup, ayni &€ > 0 sayisina karsilik her x € IR igin, her ny, ny, = m; oldugunda

Fare GO = fage, (0| <3 (8)
olacak bi¢imde m, € IN sayisi vardir. Eger my = mak{m,, m,} denir ve (7) ve (8)
esitsizlikleri kullanilirsa, verilen € > 0 sayisina karsilik her ny, = m, i¢in
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fui 0 = FOO| < fare, (0 = fu G| + £, 00 — F| <545 =& ©)

elde edilir. O halde (fnkl) alt dizisi f fonksiyonuna noktasal yakinsar. Bu (fnkl) alt

dizisinin g fonksiyonuna yakinsamadigi noktalarin kiimesini de B ile gosterirsek, u(B) =
0 olup, ayn1 € > 0 sayisina karsilik, her x € IR — B igin ny, = mj oldugunda,

[for, ) — 9| < (10)

olacak bigimde m5 € IN sayisi vardir. k, = mak{mg,, ms} diyelim. Herhangi x ¢ AU
B i¢in x € Ave x € B oldugundan (9), (10) ifadeleri kullanilirsa her n;, = k, i¢in

) = 9N < [F) = fu O] + [fu, ) — 9@ <545 =

bulunur. Halbuki #(A U B) = 0 idi. O halde hemen hemen her yerde f = g elde edilir.
po = mak{n,,n,} denirse, her n > p, i¢in

= £ = fo = Fllwy + 1 = Glhwy = W = Flluy + = Fllw, <5 +5 =

bulunur. O halde (W, (IR), [l lI), bir Banach uzayidir.

Ispatin tamamlanmasi igin kapali grafik teoreminin bir yorumunu kullanalim.
(W, R, (I II1)  uzayindan (W, (IR), || |lw,) vuzayma giden I(f)=f birim
fonksiyonunun birebir, drten ve dogrusal oldugu agiktir. Ayrica, [I()llw, = [Ifllw, <

|| £ ]| esitsizliginden I fonksiyonu siireklidir. O halde kapali grafik teoreminden dolayi /
birim fonksiyonu bir homeomorfizm olup, bunlarin sonucu W, (IR) uzay: iizerindeki

[l [ ve I Il,,, normlari denktir. Boylece her f € W, (IR) igin ||| f ||| < c||f|l.,, olacak
bigimde ¢ > 0 reel sayis1 vardir. Buradan ||f]l,,, < [[[f]ll < c [If]lw, ifadesi bulunur.

Onerme 10. Her 0 = f € W, (IR) igin,

c(PHIw) < ILefllw = wIfllw (11)

olacak sekilde c(f) > 0 sayisi ve c w(x) < |||L,|l| £ w(x) olacak bigimde ¢ > 0 sayisi
vardir.

ispat: 0 # f € W,,(IR) alahm. Buradan f € L%, (IR) ve feWP(IR) yazilir. 0 # f €
LY (IR) oldugunda c(f)w(x) < ILxfllpw < w)Ifllpw olacak bigimde c(f) >0

sayisinin mevcut oldugu [12] biliniyor. Ozel olarak p=1 igin de dogru olacagindan
0 # f € LL,(IR) oldugunda

c(FHIw) < ILyfllyw < wElf llow (12)
olacak bigimde c(f) > 0 sayis1 vardir. Boylece her 0 # f € W,,(IR) igin (11)
esitsizliginin sol kismint ispatlayalim. WP (IR) uzaymnin kuvvetli invaryant olmasi ve
(12) esitsizligi kullanilirsa
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c(HWE) < c(HWE + Ifll,0 < WLafllow + [IFIl,»
= ILafllw + [Lf Nl o < NLaf Nl (13)

bulunur. Eger w(x) > 1 esitsizligi ve (11) esitsizliginin sag kism1 dikkate alinirsa,

ILxflw < Wxfllaw + 1T ] < WU F Nl + £,
<wCUflluw + IF]l,) = wEO I fll (14)

elde edilir. O halde (13), (14) esitsizliklerinden istenen elde edilmis olur. Burada c :=
mak{c(f) | Ifll,, < 1} olarak tanimlanirsa

cw(x) < [ILxflll < w(x)
esitsizliginin dogrulugu goriiliir.

Onerme 11. w;, w,, IR iizerinde agirlik fonksiyonlar1 olsun. W, UR) c W,,,(IR)
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul w, < w; olmasidir.

Ispat: W, (IR) c W,,,(IR) olsun. Herhangi f € W, (IR) i¢in f € W,,(IR) olup, x -
ILyf 1, fonksiyonunun w, agirlik fonksiyonuna ve x — ||Lyf|l,,, fonksiyonunun w,

agirhik fonksiyonuna denk oldugu Onerme 10°dan gériilmektedir. Bdylece, her x € IR
i¢in,

¢ twi () < NLyfllw, < cwy(x) (15)
olacak bi¢imde ¢ > 0 sabiti ve
d= wy (%) < ILyf llw, < d wp(x) (16)

olacak bigimde d > 0 sabiti vardir. Ayrica f € W,,,(IR) igin L.f € W, (IR) olup,
Onerme 9°dan dolay1 ILxfllw, < allLyflw, olacak sekilde a > 0 sayisi vardir. (15) ve
(16) esitsizlikleri kullanilirsa

d™ wy (%) < ILyfllw, < alllyfllw, < acwy(x)
olup, buradan
d lw,(x) < acw;(x)

elde edilir. Boylece elde edilen w,(x) < a c d w;(x) esitsizliginde k = a ¢ d denirse
w,(x) < k w;(x) olur. Buise w, < w; olmasidir.

Tersine w, < w; olsun. Her x € IR igin w,(x) < r w,(x) olacak bigimde r > 0 sayisi
vardir. Herhangi bir f € W, (IR) iin f € Ly, (IR) ve feWP(IR) olur. Boylece

Ifll1w, = [iRIECOI W2 (x) dx < [iLIfCO] r wy (%) dx
=7 [Rlf I wi() dx =7 [Ifllw, <o
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olup, f €Ll (IR) elde edilir. Ayrica feWP(IR) idi. O halde f € W,,,(IR) olup,
W,,,(IR) € W,,,,(IR) bulunur.

4. Sonuclar ve tartisma

Bu calismada, 1 < p < oo kosulunu saglayan reel sayilar ve w, IR reel sayilar kiimesi
tizerinde tanimli (Beurling) agirlik fonksiyonu (B.D.) kosullarini saglamak iizere
(W,,(IR), ||. ll») uzaymin bir Banach cebiri, Soyut Segal cebiri ve Banach fonksiyon uzay1
olduklar1 sonucuna ulagilmistir.  Bu sonuglar literatiirdeki sonuglarla benzerlik
gostermektedir. Numan [13] ¢calismasinda (4, (p, ¢)(G), || || 4,,) uzayinin girisim islemine
gore soyut Segal cebiri oldugunu, Sagir ise [14] calismasinda w, (B.D.) kosullarimi

saglamak iizere (Aﬁi’(G)’Y(G), II. ||‘LA§’ (G)’Y) uzayinin girisim islemine gore soyut Segal cebiri
oldugunu ispatlamiglardir. Calismadan elde edilen bir diger sonug ise W, (IR) ve
W,,(IR) uzaylarmin belli kosullar altinda W, (IR) c W,,,(IR) kapsamasini
gerceklestirmeleridir.  w, (B.D.) kosullarin1 saglamak tizere (W, (IR),|l.|l,,) uzayinin
idealleri ve regiiler maksimal ideallerinin arastirilmast Onerilmektedir. Yine
(W, (IR), |l ll\») uzayinin yar1 basit uzay olmasi ve ¢arpanlari arastirilabilir.
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