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Kollektif Risk Modellemesinde Panjér Yontemi
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Ozet
Hayat dis1 sigortalarda, kollektif risk modellemesiyle toplam hasar degiskeninin
dagiliminin bulunmasi 6nemlidir. Bu dagilimlarin belirlenmesinde, toplam hasar sayilart
igin Onerilen en Onemli dagilimlart iki parametreli bir simif olan (a, b, 0) smifi
tiyeligindeki dagilimlar olusturmaktadir. Hasar miktarlart igin ise, bir ¢ok siirekli
dagilim onerilebilir, fakat bir ¢ok hasar miktarlart dagilimi i¢in toplam hasar miktarinin
dagilimmi tam olarak elde etmek olduk¢a zordur. Calismamizda, karsilasilan bu
zorluklar Panjér yontemine bagvurularak asilmaya ¢alisilmaktadir.
Anahtar Kelimeler: Hasar miktari, toplam hasar sayisi, toplam hasar degiskeni, Erlang
modeli, Panjér yontemi, gamma dagilimu, (a, b, 0) dagilimlar sinifi.
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Panjér’s Method In The Collective Risk Modelling
Abstract

It is important to find the distribution of the total loss variable using the collective risk
model in the non-life insurances. Determining these distributions, the most important
distributions that are proposed for the number of aggregate claim are the distributions
which are the members of (a, b, 0) class that have two parameters. Many continuous
distributions can be suggested for the amounts of claim, but it is quite difficult to
identify exact distribution of the amount of aggregate claim for many distributions of
the amounts of claim. In our study, it is aimed to outcome these difficulties by using
Panjér’s method.
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1. Giris

Hayat dis1 sigortalarda, belirli bir portfoy icin belirli bir zaman araligindaki
toplam hasar degiskeninin dagilimmin bulunmasi 6nemlidir. Toplam hasarin
dagiliminin bulunmasi i¢in 6ne ¢ikan yontemlerden biri olan kollektif risk
modellemesinde, poligelerin olusturdugu bir portfdy igin hasarlar1 meydana
getiren rasgele bir siire¢ varsayilir ki bu siire¢, portfoyii icerdigi bireysel
poligelerden ziyade bir biitiin olarak tamimlamaktadir (Bowers, 1997: 367).
Dolayisiyla kollektif risk modellemesi matematiksel olarak

s,:x1+x2+...+xK:Zxk Q)
seklinde ifade edilmektedir (Straub, 1988: 29). Bu ifade de S, belirli bir zaman
araliginda portfoy tarafindan meydana getirilen toplam hasari, X, herbir hasar

miktarin1 ve K ise verilen bir zaman araliginda bir portfoydeki policelerin
meydana getirdigi toplam hasar sayisin1 gostermektedir. Bu durumda, rassal
degisken olan hasarlarin sayisi K hasar frekansi ile iligkilendirilirken,
X,, X,,... rassal degiskenleri de hasarlarin miktarlarini 6lgmek ile ilgilidir. Bu

modelin islenebilir olmasi i¢in de, K,X,, X,,... rassal degiskenlerinin
birbirinden tam bagimsiz oldugu, biitiin X, ’larin ise ayn1 dagilima sahip

oldugu seklinde iki temel varsayim yapilmaktadir. Sabit bir zaman araligindaki
toplam hasarin dagilimi ise, toplam hasar sayisimin ve hasar miktarlarinin
dagilimindan elde edilmektedir. Bu durumda, rassal toplam olarak adlandirilan
toplam hasar degiskeni S’nin dagiliminin bulunmasinda izlenecek yaklagim

- verilere dayanan K igin bir dagilim 6nermek,

- verilere dayanan X ’lar i¢in bir dagilim 6nermek,

- bu iki dagilmu kullanarak, S’nin dagilimmi bulmak i¢in gerekli
hesaplamalari elde etmek

seklinde siralanabilir.
2. Toplam Hasar Degiskeninin Dagilimi

Olasilik teorisinde, toplam hasar degiskeninin dagiliminin belirlenmesinde
kullanilan toplam hasar sayisinin  dagilimina birincil dagilim, hasar
miktarlarinin ortak dagilimina da ikincil dagilim adi verilmektedir. Sabit bir
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zaman araligindaki toplam hasarin dagilimi, toplam hasar sayisinin ve hasar
miktarlarinin dagilimina bagh oldugu icin olasilik teorisine gore, toplam hasar
miktar1 birlesik dagilima sahiptir. Nitekim aktiieryal bilimin iceriginde de
birlesik dagilim, kollektif risk modeli olarak adlandirilmaktadir.

Toplam hasar S, denklem (1)’e gore tanimlanan birlesik dagilima sahipse,
S’nin moment ¢ikaran fonksiyonu, toplam hasar sayis1 K ve hasar miktarlari

X’in  moment c¢ikaran fonksiyonlarinin bir fonksiyonu olarak ifade
edilebilmektedir. Bu durumda P(x), bagimsiz ve ayni dagilima sahip olan

X, ’larin ortak dagilim fonksiyonu ise ve X, bu dagilim fonksiyonunda bir
rassal degisken ise i’ninci moment

p, = E[X'] @)
olarak ifade edilmektedir ve X’in moment ¢ikaran fonksiyonu da

M () = E[e" ] )

olarak gosterilmektedir. Ayrica, toplam hasar sayisinin moment ¢ikaran
fonksiyonu

M (1) = E[e"] 4)
olarak belirtilirse toplam hasarin moment ¢ikaran fonksiyonunu
M (t)=E[®] (5)

olarak ifade etmek miimkiindiir (Bowers, 1997: 368).

Toplam hasar degiskeni olan S’nin beklenen degeri ve varyansi da temel
varsayimlar altinda kosullu beklenen deger teoremi kullanilarak elde
edilmektedir. E[X], K rassal degiskeni ile iligkili bir sabit oldugundan S’nin

beklenen degeri

E[S]= E([E[S | K]] = E[X]E[K] (6)
olarak bulunurken, E[X] ile var (X)’in her ikisinin de K rassal degiskeni ile
iligkili sabitler olmasindan dolay1 S’nin varyansi da

Var (S) = E [Var (S | K)] +Var, (E[S | K]) @

=E[KVar (X)+ (E[X])°Var (K)

olarak ifade edilmektedir (Cunningham, vd., 2005: 46). Bu durumda denilebilir
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ki, toplam hasarin beklenen degeri, beklenen hasar miktar ile beklenen toplam
hasar sayisinin bir {iriiniidiir. Toplam hasarin varyansi ise, hasar miktarlarinin
degiskenligi ile toplam hasar sayisinin degiskenligini veren iki bilesenin toplami
olarak yorumlanmaktadir. S’nin moment ¢ikaran fonksiyonu da, kosullu
beklenen deger teoremi araciligiyla

M ()= E[e®]=E[E[® |K]]

=M K[Iog M (t)]

(8)

olarak elde edilmektedir (Bowers, 1997: 369). Ayrica, S’nin olasilik ¢ikaran
fonksiyonu ise, k sabit, X, ’lar bagimsiz olmak iizere

Ps (t) = P [Py (1)] ©)
seklinde ifade edilmektedir (Klugman, vd., 2004: 88).
3. Erlang Modeli

20. ylizyilin baglarinda telefon santrali ile ilgili kuyruk problemleri {izerine
arastirma yapan Danimarkali matematik¢i Erlang, bir telefon goriismesinin
stiresi ile ard arda gelen iki ¢agri arasinda gecen siirenin iistel dagildig1 bir
model iizerinde c¢alismistir. Erlang modeli adi verilen bu model, hayat dist
sigortalarda kullanilan biitiin modeller arasinda matematiksel olarak en
kullaniglt olan modeldir. Bu modelin en 6nemli avantaji, t uzunlugundaki bir
zaman araliginda meydana gelen toplam hasar sayisimin dagilimini kolaylikla
hesaplayabilmesidir (Straub, 1988: 11-12).

Erlang modeline gore toplam hasar degiskeni S’nin dagilimi bulunurken,
toplam hasar sayisinin Poisson, hasar miktarlarinin ise tstel dagildig
varsayillmaktadir. Bu varsayim altinda toplam hasarin dagilimi, k =0,1,2,...,n
degerleri i¢in gamma ve Poisson’a gore olasiliklar bulunup her bir k igin

bulunan gamma ve Poisson olasiligi kendi aralarinda garpilip toplanarak
.. S S
G,(x)=1ven>1licinG, (x)=1-e Z—Ile

o k!

© //in
PIS<x]=2 —e G [ij x>0 (10)
n=0 n! n H

olarak elde edilir ki burada Gn(ij, k ve # parametreli gamma dagilimin
U
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gostermektedir (Straub, 1988: 31).

Hasar miktarlarinin gamma dagilmasi, toplam hasar sayisinin ise (a, b, 0)
dagilimlar smifi tyeliginde olmast durumunda, toplam hasar miktarinin
dagilimin1 Erlang modeli ile elde etmek miimkiin olmamakla birlikte, bu sartlar
altinda toplam hasar miktarinin dagilimin1 tam olarak elde etmek oldukga
zordur. Bu sorun, Panjér yontemine bagvurularak yaklasik bir dagilim elde
edilmesiyle asilacaktir.

4. Panjér Yontemi

Verilen bir bagimsiz degiskenin dagiliminin degerlerinin hasar olasiliklarini
hesaplamada birgok farkli yol mevcuttur. Risk teorisinin ilk zamanlarinda fazla
bir yaklagim yontemi olmamasina ragmen, mevcut olan yontemler arasinda en
iyi bilinen iki yontem Esscher’m yaklasimi ve normal etkili seriler
yaklasimiydi. Son zamanlarda ise Panjér tarafindan kesfedilen yaklasim, hasar
olasiliklarii hesaplamak i¢in revagta olan bir yontem olmustur. Ciinkii bu
yaklagim, simdiye kadar olan yaklasimlardan ¢ok daha iistiin ve gergekgi bir
alternatiftir ve programlanmasi da kolaydir (Straub, 1988: 33).

Hayat dis1 sigortalarda kollektif risk modellemesiyle toplam hasar
degiskeninin dagiliminin belirlenmesinde, toplam hasar sayist olan K’nin
dagilimina iligkin 6ne ¢ikan en 6nemli dagilimlari (a, b, 0) sinifi tiyeliginde olan
dagilimlar olusturmaktadir. Frekans dagilimi olan p,, kesikli bir rassal

degiskenin olasilik fonksiyonu olup

p

k

=a+£, k=1234,... (11)
Py-1 k
ifadesine gore a ve b sabitlerinin var olmasini saglayan iki parametreli (a, b, 0)
dagilimlar sinifinin bir tiyesidir (Klugman, vd., 2004: 81). Bu dagilim sinifina
ait 6zyinelemeli i¢in baglangic degeri p, olup, denklem (11)’deki 6zyineleme
formiilii, varsayilan dagilimdaki basart olasiliklarimin  biytkligini
tanimlamaktadir. Bu Ozyineleme formiiliinii saglayan olast dagilimlar ise,
Poisson dagilimi, binom dagilimi, negatif binom dagilimi ve geometrik dagilim
olup bu dagilimlar (a, b, 0) sinifinin bir iiyesidir. Ozyinelemenin sol tarafina
Poisson, binom ve negatif binom dagilimlarinin herbiri i¢in olasilik fonksiyonu
yerlestirilerek a ve b degerleri Tablo 1’deki gibi elde edilmektedir. Tabloda yer
alan geometrik dagilim ise, negatif binom dagiliminin (r = 1) kosulu altinda tek

parametreli 6zel bir durumudur (Klugman, vd., 2004: 81). Ayrica, toplam hasar
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degiskeni olan S’nin moment ¢ikaran fonksiyonu iizerinden ikincil dagilimin
sifir degerinde aldig1 f, olasiligi sifir kabul edilerek birinci tiirev yardimiyla

M (t)=aM ()M, (1) + (@ +b)M ()M, (1) denkleminin  bilesenleri
bulunmaktadir. Bu bilesenler yerine konup uygun katsayilar karsilastirildiginda
k-1 k-1
kg, =a2l g f * @+ D)2 (k= Do fy (12)
j=0 j=0

ifadesi elde edilmektedir (Straub, 1988: 34). Bu 6zyineleme formiilii, birincil
dagilimin (a, b, 0) sinifinin iiyesi olmasi durumunda

1 < bj

g, = Z a+t+—|fg,;,, k=123, .. (13)
1-af, o k

seklini almaktadir. Ozyinelemeliler igin baslangig degeri olan g, ise, her

dagilim igin farkli olup, toplam hasar sayist olan K’nin dagilimi igin
belirlenmektedir (Klugman, vd., 2004: 91). Bu durumda
g, = P(S=0)=P.[P, (0)] =P, (f,) olup, birlesik bir dagilm igin P, (t),
birincil dagilimin olasilik ¢ikaran fonksiyonunu ve f, ikincil dagilimin sifir

degerinde aldigi olasihgr gostermektedir (Klugman, vd., 2004: 93).
Dolayisiyla, (a, b, 0) siifindaki dagilimlar i¢in a ve b degerleri ile baslangig
degeri Tablo 1’deki gibi ifade edilebilmektedir.

Tablo 1. (a, b, 0) Smifindaki Dagilimlar I¢in a, b ve Baslangic Degerleri.

Dagilim a b 9,

Poisson (4) 0 A exp[ A(f, —1)]

Binom (m, q) (L] (m+1)— L+q(f, 11"
1-q 17q
Negatif Binom (r, /) / (r-1 B o
L r7 + -
g "y 1+ 5 L+Aa- £l
Geometrik (#) ’ 0 -1
1+ p [L+A@a- o)l

(Klugman, vd., 2004: 81, 654)

Panjér yontemi, hayat dis1 aktiieryal ger¢ek yasamda goriinen hasar
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olasiliklarinin biitiin parametrik versiyonlarinin X, ’larin dagiliminin yaklasik

olarak kesikli hale getirilerek Ozyineli olarak hesaplanabilmesi esasina
dayanmaktadir. X, ’larin dagilimi stirekli bir dagilim oldugunda, bu dagilim

kesikli hale getirilmelidir ki bunun i¢in en kolay yaklagim, dagilim agiklig1 olan
uygun bir h &lgim birimi iizerinden yuvarlama yontemi uygulayarak kesikli
hasar miktart dagilimini olusturmaktir. Yuvarlama yontemi, (j +1)h ile jh
arasindaki olasiligi boliip, en yakin uygun olan dagilim agikligina biitiin
miktarlar1 yuvarlamaktadir (Klugman, vd., 2004: 167). Nitekim bu yontem
araciligryla, siirekli olan hasar miktar1 dagilimi, belirli araliklar dahilinde

h

f =P(X <

h

: DT 0
h h

f,=P(h-=<X<j+-) (14)
2 2

h h
=F,(jh+*—=-0)-F,(jh=-—=-0), j=12,..
2 2

olacak sekilde kesikli hale getirilerek j=0,21,2,... i¢in jh’de yer alan f
olasiliklar1 bulunmaktadir (Klugman, vd., 2004: 167).

i

Panjér yonteminde, baslangi¢c degeri olan g, ’in ve yuvarlama yontemiyle
elde edilen f, olasiliklarinin yardimiyla, denklem (13)’e k =1,2,3,... degerleri

verilmektedir. Boylece, birikimli  model yeniden incelenerek hasar
olasiliklarinin  6zyineleme degerleri olan g, ’lar bulunmus olur. g, ’lara

bakilarak genel bir dagilim tanimlanir ki bu tanimlanan dagilim, kesiklestirilmis
hasar miktarlar1 iizerinden toplam hasarin kesiklestirilmis dagilimim
vermektedir.

5. Uygulama

Hasar miktar1 X, ’lar i¢in bir¢ok siirekli dagilim onerilebilir, fakat bircok

hasar miktar1 dagilimi i¢in S’nin dagilimmi bulmak olduk¢a zordur. Gamma
dagilimi sahip oldugu parametrelerden dolay1 elverisli bir dagilim olup, gamma
rassal degiskeni ayni dagilima sahip bagimsiz iistel rassal degiskenlerin toplami
oldugundan, hasar miktar1 X, ’lar i¢in gamma dagiliminin kullanilmasi ¢ogu

hasar verisi i¢in Ustel dagilimdan daha avantajlidir. Dolayisiyla, bu ¢alismada
hasar miktarlarimin @ =2 ve € =500 parametreleri ile E[X]=1.000 Ve
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Var (X ) =500.000 olan bir gamma dagilimina sahip oldugu varsayilarak t = g
kosulu altinda T' (@) = _[ta_le_‘dt, a >0 ile
0
1 a-1 -t
F(a;x)=—jt e dt, @>0, x>0 (15)

olasilik fonksiyonu kullanilmigtir (Klugman, vd., 2004: 627). Ayrica, toplam
hasar sayilarinin da

- Poisson (4) ~ Poisson (1)

- Binom (m,q) ~ Binom (100 ,0,01)

- Negatif Binom (r, #) ~ Negatif Binom (10 ,0,1)
- Geometrik (8) ~ Geometrik (1)

dagildig1 varsayilmistir. Bu varsayimlar altinda herbir hasara, 4.000 hasar limiti
ve 250 olagan muafiyet uygulanirsa, toplam hasar miktarinin dagilimi EXCEL
yardimiyla asagidaki adimlar takip edilerek bulunmaktadir.

- Hasar basina diisen toplam o6demelerin beklenen degerinin ve
varyansimin belirlenmesi

Hasarlarin birikimli dagilim fonksiyonu, @ pozitif tamsayisi i¢in

xle

a-1
F@;x)=1-), —

oI

(16)
olarak degerlendirilen tamamlanmamig gamma fonksiyonu kullanilarak elde

edilmektedir (Klugman, vd., 2004: 628). Bu dagilim fonksiyonu,
Fy (x)= F[a; g] esitligi olarak bulunup, bu esitlik kullanilarak,

mr[a+k;i]+xk|—l_r[a;i]—|, k>-a (17)
[(a) 0 L 0 J

ifadesinden E[(X ~4.000)] ve E[(X ~250)] degerleri elde edilmistir
(Klugman, vd., 2004: 636). Bu iki beklenen degerin farki alinarak, hasar basina

E[(X Ax)“]1=

146



Irven-Yapar/Kollektif Risk...

diisen ddeme miktarlarmin beklenen degeri olan E[(Y ")] belirlenmistir. Daha

sonra denklem (17) kullanilarak E[(X A 4.000)°] ve E[(X ~ 250 )*] degerleri

. o . . « u . d
bulunur ki bu iki beklenen degerin yardimiyla u = ved = olacak
1+r 1+r

sekilde
BV )P 1= @@ B T EIX A d )] 20 E(X A u)
+2d E(X Ad)) 3
(18)
ifadesinden hasar basma diisen 6deme miktarlarinin ikinci momenti olan
E[(Y")?] elde edilmistir (Klugman, vd., 2004: 127). Birinci ve ikinci

momentler kullanilarak da, hasar basina diisen 6deme miktarlarinin varyansi
belirlenmektedir.

Hasar sayilar1 K " igin ise, Tablo 2’deki dagilimlara gére K - ’nin beklenen
degeri ve varyansi bulunmaktadir.

Tablo 2. Dagilimlara Gore Hasar Sayilarinin Beklenen Degeri ve Varyansi.

Dagilim E[K L] Var (K L)
Poisson (4) A A
Binom (m, q) m.q m.q.f—q:
Negatif Binom (r, #) r.f r8.€+ B _
Geometrik (/) s BE&+p_

(Klugman, vd., 2004: 73, 77, 80)

Dolayisiyla denklem (6) ve (7) kullamilarak, hasar bagina diisen &deme
miktarlarinin beklenen degeri ve varyansi ile hasar sayilarinin beklenen degeri
ve varyansi araciligiyla hasar basina diisen toplam 6demelerin beklenen degeri
ve varyansi belirlenmistir.

- Odeme sayilarinin dagihminin belirlenmesi

Odeme sayilar1 K ° ile hasar sayilart K" aymi parametrik aileden olup

sadece K © igin parametreler Tablo 3’teki gibi elde edilmektedir. Bu durumda,
olasilik ¢ikaran fonksiyonlar agagidaki iliskilerle tiretilmektedir.
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Tablo 3. Frekans Diizeltmeleri.

K" K " icin parametreler
Poisson (1) A= (1-F, (d).4
Binom (m, q) q* =(@1-F, (d).q
Negatif Binom (r, #) g = (1-F (d).B, Coe
Geometrik (/) ﬂ*:(]_—FX @ns, r =1

(Klugman, vd., 2004: 652)

- Bir ddeme yapildiginda verilen Y® 6deme miktarimin birikimli
dagilim fonksiyonunun belirlenmesi

Maksimum 6deme miktar1 3.750 olacagindan Y ° *nin birikimli dagilim
fonksiyonu

j 1 y > 3.750

= > v+

Fe () 1- P(X >y+250) y <3.750 (19)
P(X > 250 )

ifadesine gore elde edilmektedir.
- Hasar miktar1 dagilminin kesiklestirilmesi

h=1.000 dagilim agikligi alinarak ve yuvarlama yontemi kullanilarak bir
onceki adimda elde edilen Y ’nin birikimli dagilim fonksiyonundan
j=012,... igin f; olasiliklari denklem (14) araciligiyla belirlenmektedir.

Boylece siirekli bir dagilim olan gamma dagilimi kesikli hale getirilmis
olmaktadir.

- Toplam 6demelerin Kkesiklestirilmis dagiliminin hesaplanmasi

Kesiklestirilmis 6deme miktar1 3.150’ye kadar toplam &demelerin
kesiklestirilmis dagilimi elde edilmek istendiginde, bu dagilim 6zyineleme
formiilii kullanilarak belirlenmektedir. Tablo 3’teki diizeltilmis parametrelere
gore, denklem (13) ve Tablo 1 temel alinarak (a, b, 0) sinifinda olan dagilimlar
icin a ve b degerleri ile baslangic degeri elde edilmektedir. j=0.1,2,... igin
bulunan ikincil dagihmin f; olasiliklari ile birincil dagilim igin bulunan a ve b

degerlerinin ve baglangic degerinin yardimiyla hasar miktarlarinin gamma,
toplam hasar sayilarinin ise Tablo 4’teki gibi dagildig1 varsayim altinda birlesik
dagilmin g, hasar olasiliklar: agagidaki gibi bulunmaktadir.
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Tablo 4. (a, b, 0) Smifinin Uyesi Olan Dagilimlar I¢in Hasar Olasiliklar

g, = P(S=k) Poisson Binom Negatif Binom Geometrik
=P (f,) (%) (m, q) (r. /) )

9, = P (1) 0,2415390 0,2425149 0,2322355 0,1738642

g, = P (f,) 0,1135401 0,1137713 0,1112187 0,0921395

9, "~ P (f3) 0,0991184 0,0992945 0,0973681 0,0829932

Dolayisiyla, hasar miktarinin gamma, toplam hasar sayisinin (a, b, 0) dagilhim
sinifinda olmasi durumunda elde edilen g, ’lar, kesiklestirilmis 6deme miktar1

3.150’ye kadar olan kesiklestirilmis hasar miktarlar1 araciligiyla elde edilen
toplam hasarin kesiklestirilmis dagilimini vermektedir.

6. Sonug¢

Gamma dagilimi sahip oldugu parametrelerden dolay: elverigli bir dagilim
olmasina ragmen, hasar miktarlarinin gamma dagildigi ve toplam hasar
saytlarimi (@, b, 0) dagilimlar simifi tyeliginde oldugu varsayildiginda, bu
smiftaki dagilimlarin gamma dagilimi ile bir arada olmasi halinde bir ¢ok
zorlukla karsilagsmak miimkiindiir. Bu zorluklar, Panjér yontemi kullanilarak
astlmis ve her bir (a, b, 0) sinifindaki dagilimin gamma dagilimu ile bir arada
olmasi varsayimina karsilik, yaklagik bir dagilim elde edilmistir.
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