D.E.ULILB.F. Dergisi
Cilt:22 Sayi:1, Yil:2007, ss:1-26

DUZGUNLESTIRILMIiS FONKSIiYONEL ANA BiILESENLER ANALIZi VE
BiR UYGULAMA
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OZET

Fonksiyonel Veri Analizi Yontemleri, reel bir araligin sonlu bir alt setinde
degerlendirilen egrilerden veya gozlenen fonksiyonlardan olusan fonksiyonel verileri
analiz etmek iizere gelistirilmistir. Fonksiyonel Veri Analizi teknikleri, x(t) (i = 1, 2,
... » N) seklinde belirtilen N tane reel fonksiyondan olugan verilerdeki degiskenligin
veya bu fonksiyonlarin ilgilenilen dereceden tiirev fonksiyonlarinin incelenerek
yorumlanmasi icin kullanilabilir. Pratikte bu fonksiyonlar siklikla ayrik noktalarda
gozlenen verilere uygulanan diizgiinlestirme proseslerinin bir sonucu olarak ortaya
ctkarlar. Bu calismada da Splayn Diizgiinlestirme Yontemleri ele alinmigtir. Elde
edilen fonksiyonlarin sayist ve gozlem noktalari artttikca bu fonksiyonlart birlikte ele
almak ve yorumlayabilmek gittikce giiclesmektedir. Bunun sonucu olarak ortaya
ctkan karmagikligy gidermek iizere kullanilan ve fonksiyonlar arasindaki degisimi
sadece birkac fonksiyon bilesenle aciklama giiciine sahip olan Fonksiyonel ve
Diizgiinlegtirilmis Fonksiyonel Ana Bilegenler Analizi bu c¢alismamin kapsamini
olusturmaktadir.  Bu ¢alismada Fonksiyonel Veri Analizinin IMKB de bir
uygulamasina deginilmektedir. Burada IMKB 30 endeksi farkli bir ¢ok degiskenli
istatistiksel bakis acisiyla incelenmigtir.

Anahtar Sozciikler: Fonksiyonel Ana Bilesenler Analizi, Diizgiinlestirme,
Kiibik Splayn, Piiriizlii Ceza Yaklasima.

1. Giris

Cogu istatistiksel analiz, 6rnek birimleri {izerinde bir veya birden ¢ok
ozellik bakimindan yapilan dl¢iimlerin sagladigi verilerin degerlendirilmesi ve
yorumlanmasi ile ugrasir. X, X, ... , Xy gibi bir rastgele 6rnek dikkate alinsin.
Eger bu oOrnekteki gozlemler, x;(t), i=1, 2, ... , N seklinde N tane reel
fonksiyondan olusuyorsa bu verilere Fonksiyonel Veriler adi verilir. Bunun
sonucu olarak da, x(t), i=l, 2, ... , N reel fonksiyonlar1 _# gibi dlgiilebilir
(measurable) 6rnek uzayinda N tane noktay1 tanimlar.
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Herhangi bir 6rnek birimi x(t) gibi bir reel fonksiyon ile temsil edilir.
Bu fonksiyonlarin sonsuz cesitlilikte olabilmesi miimkiin oldugundan, 6rnek
birimlerinin uzay1 (subject space) sonsuz boyutludur. Xxj(t) ve x(t) reel
fonksiyonlari igin, i¢ ¢arpim (inner product),
b

(x,(0,x, () = IX (Ox, (t)dt (1.1)

a

seklinde yazilabilir. Eger j=k ise bu i¢ ¢arpim x,(t) fonksiyonunun normunun
karesini tanimlar. Eger {izerinde durulan reel fonksiyonlar sadece sonlu norma
sahip olanlarla smirlandirilirsa, ortaya ¢ikan uzay Hilbert uzay: olarak bilinir.
Hilbert uzaylarmin en temel &zelliklerinden birisi, bu uzayin herhangi bir
elemani, sayilabilir sayidaki ortonormal fonksiyonlarin agirlikli bir toplami
olarak ifade edilebilir. Bdylece burada Hilbert uzay1 sonsuz boyutlu olmasina
ragmen, en azindan sayilabilir bir uzaydir(Ramsay, 1982).

Fonksiyonel veri analizinde geleneksel olarak, veri matrisi ya da p
degiskenli rassal 6rnekte yer alan N tane gozlem aslinda x;(t) ( i=1,2, ...., N)
biciminde reel siirekli fonksiyonlar olmasina ragmen, veriler genellikle
birbirlerinden ayrik noktalarda gézlemlenir. N 6rnek biiytlikliigii (hacmi), n; ise
i.inci drnek birimi i¢in yapilan 6l¢lim sayisi, tj i.inci 6rnek birimi igin j.inci
Olgimlemenin alindig1r nokta, yj, y karakteristiginin ya da degiskeninin t;
noktasindaki degerini gostermek iizere, cok degiskenli rassal ornekteki i.inci

birim i¢in yapilan gozlemler, yi, Vi2, --- » Yin1» Y Seklinde verilebilir. N
hacimlik rassal 6rnegi olusturan veri seti ise,
Y. 1=1,2,..N,j=12..n,

seklinde Ozetlenebilir. Klasik ¢ok degiskenli kavramda ise {izerinde galigilan
Olgtimler { y;; =1, 2, ... ,n,j=1,2, ..., p} bi¢iminde belirtilen bir veri
matrisidir.

Fonksiyonel veri analizinin zaman noktalarinin yerlesimi konusunda
genis bir esnekligi vardir. Genellikle her bir 6rnek birimi i¢in 6lgiim yapilan
nokta sayis1 esit ve aymi gozlem noktalarimda alinmak zorunlulugunda
olmadigindan bu degisebilirligi gdstermek iizere n; notasyonu kullanilmistir.

2. Kesikli Verileri Fonksiyonel Verilere Doniistiirme

Fonksiyonel veri analizindeki ilk adim her bir fonksiyonun tanimli
oldugu tef[a,b] reel araliginda t’nin tiim degerleri i¢in elde edilebilmesi
amaciyla, verilerin fonksiyonel forma doniistiiriilmesidir. Bu sekilde elde edilen
fonksiyonlardan genellikle fonksiyonel veri objeleri olarak bahsedilir. Bu
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dontisim verileri farkli yollarla interpole ederek (interpolation)  veya
diizgilinlestirerek (smoothing) elde edilir.

Periyodik olmayan durumlar igin, verileri interpole etmede veya
diizglinlestirmede en ¢ok kullanilan yaklagim eldeki probleme uygun,
B-Splaynlar gibi bilgisayar dostu bir gosterimi olan baz fonksiyonlar seti
secmektir. Bu durumda fonksiyonlar,

x(t) = Zc «=¢"B(1) 2.1)

seklinde B-Splayn baz fonksiyonlarin dogrusal bir kombinasyonu olarak ifade
edilebilirler. B-Splaynin derecesine bagli olarak elde edilen fonksiyon, drnegin
ticlincli dereceden B-Splayn icin bir Kiibik Splayn olur. Bu durumda Kiibik
Splaynin kendisi siirekli oldugu gibi, birinci ve ikinci tiirev fonksiyonlar1 da
stireklidir. Bu bir Splayn Diizgiinlestirme Yaklagimi olarak bilinir. Burada

B (t) (Kx1) boyutlu B-Splayn baz fonksiyonlardan olusan bir siitun vektérii ve
¢ yine (Kx1) boyutlu katsayilar vektoriidiir. Bu caligmada ¢;, (i=1,2,...,K)
katsayilarmin tahmininde Piiriizlii Ceza Yaklasimi kullanilmistir. Ayrintili bilgi
icin Ramsay ve Silverman (1997: 58-62) , Ramsay ve Silverman (2005: 81-109)
ve Keser (2007) ¢alismalarina bagvurulabilir. Periyodik durumlar i¢in de baz
olarak Fourier serileri tercih edilir.

3. Fonksiyonel Yapida Temel Istatistiklerin Tamimlanmasi

x1(t), X»(t),..., xn(t) seklinde belirtilen N tane fonksiyon oldugu
varsayildiginda klasik istatistikler benzer bi¢imde fonksiyonel verilere de
uygulanir. Ozetlemek gerekirse;

1N
Ortalama Fonksiyonu: X(t) = N 2X, (t;), (3.1)
i=1

> (x. (0-x(OF . 52

i=1

|
Varyans Fonksiyonu: Varx(t) = N_

Kovaryans ve Korelasyon Fonksiyonlar1 ise sirasiyla su sekilde
verilebilirler:

Covx<st>—ﬁ2{ (©)-XO Nk, D-XMOf, ste bl  (3.3)

1=
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Cov _(s,t)
\/ Var_(s)Var, (t) ’

Corry(s,t) = s,te[a,b] (3.4

4. Fonksiyonel Ana Bilesenler Analizi

Fonksiyonel veri analizinde O&rnek birimlerinin sayist arttikga,
fonksiyonel gdzlemlerden olusan biiyiikk bir grubu iist iiste yerlestirmek c¢ok
fazla aydinlatict ve goriinlim olarak da ¢ok cazip olmayabilir. Ayrica birgok
birbiriyle ¢akisan ve karisan egri olacagindan bir tek egrinin bireysel davranisi
diger birgok egrinin davranislar1 arasinda kaybolur(Jones ve Rice, 1992). Ana
Bilesenler Analizi bu tip karmasik anakiitlelerin yapisinin anlagilmasiyla ilgili
oldukca genel bir probleme etkili bir ¢6ziim saglar. Veri karmasikligini
gidermek iizere egriler arasindaki degisimin 6énemli modlarini tanimlamak i¢in
Ana Bilesenler Analizinin (ABA) kullanim1 6nerilebilir. Klasik ¢ok degiskenli
analizde varyans—kovaryans ve korelasyon matrislerinin oldugu gibi,
fonksiyonel veri analizinde de varyans, kovaryans ve Kkorelasyon
fonksiyonlarinin yorumlanmasi zor olabilir ve gézlenen verilerdeki degiskenlik
yapis1 ile ilgili tamamen anlasilir bir gosterim vermeyebilir(Ramsay ve
Silverman, 1997: 85). Ana Bilesenler Analizi sistemdeki degiskenlik yapisina
daha aydinlatici bir bigimde bakabilmeyi ve bu yapiy1 yorumlayabilmeyi saglar.

Fonksiyonel veriler icin uygulanan Fonksiyonel Ana Bilesenler
Analizinde (FABA) asil amag, ¢ok degiskenli veriler i¢in uygulanan Ana
Bilesenler Analizi ile benzer olup, bu defa verilerdeki degiskenligi etkili bir
bicimde tanimlayan birka¢ ortogonal fonksiyonun elde edilmesidir.

Aralarindaki temel fark y, bi¢iminde belirtilen ortogonal fonksiyonlar olan ana

bilesen agirliklar1 (bunlar genelde harmonik olarak da adlandirilir) simdi artik
zamanin veya ilgili bagka bir degiskenin fonksiyonlaridir. Fonksiyonel Ana
Bilesenler Analizinde; anabilesen fonksiyonu, agirlik fonksiyonu, harmonik
fonksiyonu terimleri esanlamli olarak kullanilmaktadir. Bu ¢alismada verilen
tim ifadelerde yer alan biitiin integraller [a,b] sonlu reel araliginda belirli
integrali temsil etmektedirler.

xi(t), (i=1,2, ..., N) seklinde fonksiyonel veri setine sahip olundugunu
varsayalim. Fonksiyonel Ana Bilesenlerin ilk adiminda agirlik fonksiyonu v,

2
vl = j v (0 di=1 @.1)
kisit1 altinda, dogrusal bilesenin varyansi olan,
Var (Y))=Var (y;,x ~E(x)) = [[ 7,(s)Cov(s, tyy;()dsdt (4.2)
4



ifadesini maksimum yapacak bigcimde belirlenir. Geri kalan agirlik
fonksiyonlarinin hesaplanmasi igin Klasik Ana Bilesenler Analizinde oldugu
gibi Fonksiyonel Ana Bilesenler Analizinde de agirlik fonksiyonlarinin genel
olarak,

(Vi ¥m) = [1;(O7,(Ddt =0 (j#m) 43)

seklinde ifade edilebilen ortogonallik kosulunu da saglamasi gerekir. Her bir
agirlik fonksiyonunun egrilerdeki degisimin en O6nemli modunu tanimlama
gorevi vardir ve burada her bir modun 6nceki adimlarda tanimlanan modlara
ortogonal olmast gerekir(Ramsay ve Silverman, 1997: 88). Agirlik
fonksiyonlar1 her asamada maksimum degisimi aciklayabilecek bigimde
olusturulan ortogonal baz fonksiyonlar setidir. Dogrusal bilesenin varyansinin
maksimum yapilmas1 problemi Klasik Ana Bilesenler Analizinde oldugu gibi
fonksiyonel veriler i¢in de,

[Covis,t) v(t) dt= y(s) (4.4)

seklindeki 6zdeger- 6zfonksiyon esitliginin ¢6ziimiinii gerektirir. Burada
ilgili 6zdegeri belirtmektedir.
5. Diizgiinlestirilmis Fonksiyonel Ana Bilesenler Analizi

Fonksiyonel Ana Bilesenler Analizi ile elde edilen 6zfonksiyonlar bir
diger deyisle ana bilesen agirliklar piriizliiliik (roughness) yapisina sahip
olabilirler. Bu piiriizliiliik 6rnekleme varyansindan veya gozlem giiriiltiisiinden
(observation noise) ve kullanilan fonksiyonel bazin esnekliginden
kaynaklanabilir. Bu kesimde daha duragan ve daha yorumlanabilir sonuglara
sahip olmak i¢in 6zfonksiyonlarin diizgiinlestirilme metodlar1 ele alinacaktir.

Fonksiyonel Ana Bilesenler Analizinin degeri, diizgiinlestirmenin Ana
Bilesenler Analizine dahil edilmesi ile biraz daha artmaktadir. Fonksiyonel Ana
Bilesenler Analizini diizglinlestirme sadece klasik Ana Bilesenler Analizi ile
elde edilen bilesenleri diizgiinlestirmek anlaminda degildir. Diizgiinlestirme,
Ana Bilesenlerin orijinal taniminin igine dahil edilir. Diizgiinlestirilmis
Fonksiyonel Ana Bilesenler Analizinde, klasik ortonormallik kisitlari
fonksiyonlarin piiriizliiliigiinii de hesaba katan bir ortonormallikle yer degistirir.

Diizgiinlestirilmis bir Fonksiyonel Ana Bilesen elde etmek igin, sadece
y’nin hacminin degil ayn1 zamanda piiriizliliigiiniin (inis ¢ikislarinin) de kontrol
edilmesi gerekir. Iki kez tiirevi alinabilen bir X egrisinin piiriizliliigiinii
6lgmenin en yaygin olarak kabul edilen bir yolu,
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PEN,(x) = f( D2 x(t))* dt = [D?x|’ (5.1)

seklinde ikinci tiirevinin karesinin integralini almaktir(Eubank, 1999: 227). Bu
ifade x(t) deki toplam egriselligi degerlendirir, veya bir diger deyisle, x(t)
egrisinin bir dogrudan sapma derecesidir. Bu yiizden, yiiksek derecede
plriizliiliige sahip fonksiyonlarin yiiksek PEN,(x) degerleri saglayacagi
beklenir, ¢iinkii ikinci tiirevleri ilgilenilen araligin ¢ogunda biiyiilk degerlere

2
2 .
D X” , x fonksiyonunun

sahiptir(Ramsay ve Silverman, 1997: 59). Ayrica,
plirtizliliigiinin hizinin bir 6l¢iisii olarak da degerlendirilebilir(Leurgans vd.,

1993). Bu durumda, PENy(y) = f( D2 y(t) Y dt = [D?y]" olmak iizere,

2
Hy i H = J.y j(‘[)2 dt =1 seklindeki kisit y 'nin piiriizliliiglinii de dikkate alan,

jyj(t)2 dt+ 2 j (Dy,(t))* dt=1 (5.2)

kisit1 ile yer degistirir(Ramsay ve Silverman ,2002: 26). Bu aslinda standart
Sobolev i¢ carpimlariin genellestirilmis halidir(Musayev ve Alp, 2000: 114).
Bu durumda Var (Y;), (5.2) ifadesiyle verilen kisita boliinerek Cezali Ana
Bilesen Varyansi (CABV),

ﬂv i(8)Cov(s,t)y;(t) ds dt
[0 de+ [ (D, (1) dt

seklinde elde edilir(Silverman, 1996). A parametresi diizgilinlestirme
parametresidir. Varyansin maksimize edilmesi ve ¥ ’nin piiriizliliigli arasinda

CABV=Var (Yj) = (5.3)

bir denge saglar. Diizgiinlestirme parametresi A sabit olarak alindiginda, ana
bilesen agirlik fonksiyonu Y’ nin piriizliliigli arttikga PEN,(y) nin degeri

artacagindan, Cezali Ana Bilesen Varyansi azalir. Ayrica A sifira yaklagirken
Cezali Ana Bilesen Varyansi diizgiinlestirilmemis durumdaki varyansa doner.
Bir diger bakis agisiyla ise, A’ nin degeri arttikga, Cezali Ana Bilesen Varyansi,
v ’in plrizliligiinden daha ¢ok etkilenecektir. Diizgilinlestirme parametresi ile

ilgili ayrintili bilgi i¢in Green ve Silverman (1994: 29), Silverman (1985),
Ramsay ve Silverman(2002: 39), Simonoff (1996: 172), Ramsay ve Li (1998)
ve Ulbricht (2004) calismalarina bagvurulabilir.



Piiriizliiliigiin analize dahil edilmesi ikinci, {igiincii ve daha yiliksek
dereceli diizginlestirilmis ana bilesenlere ilave kisitlar eklemektedir. j.inci
bilegsen fonksiyonu (5.2) ile verilen kisita bagli olarak Cezali Ana Bilesen
Varyansini,

[7,(© 7, (©) dt +2[(D*7())D*y,, (1) dt =0 j#m (5.4)

ilave kisit1 altinda maksimize eder.

Cezali Ana Bilesen Varyansinin maksimum yapilmasi problemi Klasik
Ana Bilesenler Analizinde oldugu gibi fonksiyonel veriler i¢in de,

j Cov(s, t) y(t)dt= ¢ (I+AD%) y(s) (5.5)
seklindeki 6zdeger- 6zfonksiyon esitliginin ¢6ziimiinii gerektirir.

6. Uygulama

Bu béliimde Fonksiyonel Veri Analizinin Istanbul Menkul Kiymetler
Borsasinda (IMKB) bir uygulamasina deginilmektedir. Bu amacla dncelikle
2006 yilinin dérdiincii ceyreginde IMKB 30 endeksinde yer alan hisse senetleri
belirlenmistir. Bu hisse senetleri sirasiyla Argelik (ARCLK), Dogan Yaym
Holding (DYHOL), Eregli Demir Celik (EREGL), Garanti Bankas1 (GARAN),
Is Bankas1 C (ISCTR), Migros (MIGRS), Sabanci Holding (SAHOL), Tiirk
Hava Yollart (THYAO), Tiipras (TUPRS), Vakiflar Bankasi (VAKBN),
Denizbank (DENIZ), Dogus Otomotiv (DOAS), Finansbank (FINBN), GSD
Holding (GSDHO), Is Gayrimenkul Yatirm Ortakhigi (ISGYO), Pektim
(PETKM), Sekerbank (SKBNK), Tofas Oto Fabrika (TOASO), Turkcell
(TCELL), Vestel (VESTL), Akbank (AKBNK), Dogan Holding (DOHOL),
Hiurriyet Gazetecilik (HURGZ), Kog¢ Holding (KCHOL), Petrol Ofisi (PTOFS),
Sise Cam Holding (SISE), Tiirkiye Sinai Kalkinma Bankas: (TSKB), Ulker
Gida (ULKER), Yap1 ve Kredi Bankasi (YKBNK) ve son olarak da Fortisbank
(FORTIS) seklindedir.

Bu uygulamada oncelikle 01.10.2006 ile 31.12.2006 tarihleri arasinda
yukarida belirtilen 30 hisse senedinin 61 ayrik noktada bir diger ifadeyle 61
glinde gozlenen kapanis fiyatlar1 Splayn Diizgiinlestirme ile siirekli bir
fonksiyon haline doniistiiriilmiis ve oncelikle olusturulan bu 30 farkli fonksiyon,
bir diger deyisle Kiibik Splayn ve ortalama fonksiyonu elde edilerek bunlarin
degisim yapilar1 incelenmistir. Daha sonra bu 61 tane degiskene ait kovaryans
ylizeyleri olusturulmus ve Piiriizlii Ceza Yontemi ile tahminlenen katsayilara
Diizgiinlestirilmis Ana Bilesenler Analizi uygulanarak tiim fonksiyonlar birlikte
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ele alindiginda incelenmesi ve yorumlanmasi gii¢ olan orijinal fonksiyonlar
arasindaki degisim ortaya konulmaya calisilmistir. IMKB 30 da yer alan
sirketlerin icerisinden farkli sektorlerden belirlenen iki tanesinin Ekim ay1
bazinda fonksiyonlar1 ve tiirev fonksiyonlar1 verilmistir. Son olarak da farkl
diizgiinlestirme parametresi degerleri i¢in fonksiyonlardaki ve ana bilesen
fonksiyonlarindaki degisimler incelenmistir.

Bu calismada baz fonksiyon sayisi B-Splayn teorisine gore (Keser,
2007) gozlem noktalarindan daha fazladir. Bu durumda, Kiibik Splaynin elde
edilmesinde, egrinin inis ¢ikigini minimize eden ve piiriizliiliik tizerinde siirekli
bir kontrol saglayan Piiriizlii Ceza Yontemi kullanilmistir. Hangi giinlerin hangi
tarihlere karsilik geldigi Tablo (6.1) de verilmektedir.

Tablo (6.1): IMKB-30 Endeks Sirketlerinin Kapams Fiyatlar1 I¢in Dikkate
Alinan Giinler

Tarih Giin Tarih Giin Tarih Giin Tarih Giin
02.10.2006 1 26.10.2006 16 16.11.2006 31 08.12.2006 46
03.10.2006 2 27.10.2006 17 20.11.2006 32 11.12.2006 47
04.10.2006 3 30.10.2006 18 21.11.2006 33 12.12.2006 48
05.10.2006 4 31.10.2006 19 22.11.2006 34 13.12.2006 49
06.10.2006 5 01.11.2006 20 23.11.2006 35 14.12.2006 50
09.10.2006 6 02.11.2006 21 24.11.2006 36 15.12.2006 51
10.10.2006 7 03.11.2006 22 27.11.2006 37 18.12.2006 52
11.10.2006 8 06.11.2006 23 28.11.2006 38 19.12.2006 53
12.10.2006 9 07.11.2006 24 29.11.2006 39 20.12.2006 54
13.10.2006 10 08.11.2006 25 30.11.2006 40 21.12.2006 55
16.10.2006 11 09.11.2006 26 01.12.2006 41 22.12.2006 56
17.10.2006 12 10.11.2006 27 04.12.2006 42 25.12.2006 57
18.10.2006 13 13.11.2006 28 05.12.2006 43 26.12.2006 58
19.10.2006 14 14.11.2006 29 06.12.2006 44 27.12.2006 59
20.10.2006 15 15.11.2006 30 07.12.2006 45 28.12.2006 60

29.12.2006 61

Calismada birinci adim B-Splayn baz fonksiyonlar1 elde etmektir.
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Sekil (6.1): B-Splayn Baz Fonksiyonlar

Ramsay ve Li’nin (1998) “curve registration” isimli ¢alismasinda
uygulamalarla ilgili kapsamli bir aragtirma sonucu diizgiinlestirme parametresi A
icin 10, 10° ve 107 degerlerinin iyi ¢alistig1 gozlenmistir.

Ayrica, bu alanda Ulbricht (2004) tarafindan yapilan bir ¢alismada ise A
diizglinlestirme parametresinin, baz fonksiyon sayis1 gézlem sayisindan daha
biiyiik oldugu durumda; ki bizim yaklasimimizda bu durum gegerlidir,

A=10"[tr (B"B)/trR ] (6.1
seklinde kullanilmasi 6nerilmistir.

Bu calismada, diizgiinlestirme parametresinin degeri Ulbrict’in (2004)
yaklagimina gore A=10" x 0.1346 olarak alinmistir. Burada B B; (tj) baz

fonksiyon degerlerinden olusan (nxK) boyutlu bir reel matrisi, ve R (KxK)
boyutlu reel simetrik bir piiriizlii ceza matrisini gostermektedir(Keser, 2007).
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Sekil (6.2): Piiriizlii Ceza Yontemine gore Olusturulan Fonksiyonlar

Sekil (6.2) den de anlasilacagr gibi birgok fonksiyonun bireysel
davranisi diger fonksiyonlarin arasinda kaybolmustur. Yukaridaki sekilden en
rahat olarak Migros, Tiipras ve Denizbank sirketlerinin seyri belirgin bir sekilde
goriilmektedir ki bunlar diger hisse senetlerine gore daha yiiksek seviyede
seyretmektedirler. Bu sirketlerin islem gordiigii fiyatlar da diger sirketlerin
fiyatlarina yakin olsaydi, bunlarm fonksiyonlar1 da diger fonksiyonlarin
arasinda yer alacakti ve her zaman karsilagilan genel bir zorluk olan yorumlama
giicliikleri bu sirketler i¢in de gecerli olacakti. Burada ortalama egrisi belirgin
olmas1 agisindan digerlerine gore daha kalin olarak ¢izdirilmistir. Sekilden
incelenen sirket sayisi arttikca gorselligin iyice karmasik bir hale gelecegi,
fonksiyonlarin bireysel davranislarinin digerlerinin arasinda kaybolacagi ve bu
nedenle de fonksiyonlarin bireysel ve genel seyirleri hakkinda yorum
yapilabilmesinin zorlasacagi agikca goriilmektedir.

Ayrica fonksiyonlarin zamana gore birinci tiirevleri incelenmistir ve
bunlar Sekil (6.3) de verilmektedir. Zamana gore birinci tiirev fonksiyonlari,
orijinal fonksiyonlar1 olusturan kapanis fiyatlarinin artis veya azalis hizlarin
yansitmaktadir.
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Sekil (6.3): IMKB 30 Endeksi Sirketleri I¢in Birinci Tiirev Fonksiyonlar1

Sekil (6.2) de bazi1 fonksiyonlar icin fark edilmesi oldukga gii¢ olan inig
ve ¢ikiglar, tiirevin 6zelliginden dolayi, tiirev fonksiyonlar1 incelendiginde daha
rahatlikla goriilebilmektedir. Bu durumda fonksiyonlarin 6zellikle tek tek
tiirevleri incelendiginde de bu degisimler, inis ve cikislar, orijinal fonksiyonlara
oranla daha rahatlikla yakalanabilir. Segilen bazi sirketler i¢in bu incelemeler
ayrica Ekim ay1 bazinda yapilmustir.

B-Splaynlar, diizglinlestirilmis  fonksiyonlar ve birinci tiirev
fonksiyonlar1 olusturulduktan sonra fonksiyonel verilerin ortalama fonksiyonu
ayri olarak ¢izdirilmistir ve Sekil (6.4) de verilmistir.
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ortalama fiyatlar

gunler

Sekil (6.4): Ortalama Fonksiyonu
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Sekil (6.5) : IMKB 30 Endeksi
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Sekil (6.5) de verilen IMKB-30 endeks grafiginin ortalama fonksiyonu
ile bir kiyaslamasi yapildiginda, ortalama fonksiyonunun piyasanin genel
seyrini gostermedeki yeterliligi agik bir sekilde ortaya konulmus olmaktadir.

Sekil (6.4) ve Sekil (6.5) birlikte ele alindiginda iki seklin birbirine ¢ok
biiyiik benzerlikler gosterdigi, ayn1 déonemlerde artiglara ve azaliglara rastlandigi
yine IMKB 30 endeks fonksiyonunun da ortalama fonksiyonu gibi 3 temel
bolgeye ayrildig1 goriilebilmektedir. Ortalama fonksiyonu ile IMKB 30 endeksi
arasindaki korelasyon oldukga yiiksektir ve Sekil (6.6) ile verilmistir.
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Sekil (6.6) : IMKB 30 Endeksi ile Ortalama Fonksiyonu Arasindaki
Korelasyon

Bu giiclii korelasyona ilaveten ortalama fonksiyonunun hesaplama
kolayligi ve arzu edilen dereceden tiirevlerinin incelenebilmesi 6zelliginden
dolay1 ortalama fonksiyonunun IMKB 30 endeksine alternatif bir yontem olarak
kullanilmasi 6nerilebilir.

B-Splaynlar, diizgiinlestirilmis fonksiyonlar, birinci tiirev fonksiyonlari,
ortalama fonksiyonu ve IMKB 30 endeksi karsilastirilmas: verildikten sonra
ilgili kovaryans yiizeyi Sekil (6.7) de oldugu gibi elde edilmistir.
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Sekil (6.7): Kovaryans Yiizeyi

Sekil (6.7) ile verilen kovaryans yiizeyi 61 ayrik noktada 30 birim igin
inceleme yapildigindan dolay1 oldukca karmasiktir ve farkli t zamanlarinda
gozlemlerin birlikte degisimlerinin incelenmesi giigtiir. Burada gii¢ de olsa
55.inci giinlerden itibaren kovaryanslarda ve varyanslarda bir artma oldugu en
koyu ug¢ bolgeden secilebilmektedir, ancak bu durum degisken sayisi arttikca
daha da karmasiklasmakta ve yiizey lizerindeki yiikseklikler yorumlanamaz hale
gelmektedir.

Bireysel fonksiyonlar, kovaryans yiizeyi, ortalama fonksiyonu ve
IMKB 30 endeksi karsilastirmasi verildikten sonra, orijinal fonksiyonlar
arasindaki degiskenlik yapisini aragtirmaya ve yorumlamaya yonelik olarak ana
bilesen fonksiyonu asagidaki bigimde elde edilmistir.
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Sekil (6.8): Birinci Ana Bilesen Fonksiyonu

Bu fonksiyon incelediginde, ardisik inisler ve ¢ikislar birbirini izleyen
iki rassal degisken (burada giinlilk kapanig fiyatlar1) arasindaki kovaryansin
yonii tarafindan belirlenir. Bu artis yada azalislarin biiyiikliigii de kovaryansin
mutlak degeri tarafindan belirlenir, ardigik olarak iki degisken arasinda ters
iligki varsa, fonksiyon x eksenine gore pozisyon degistirir. Ayrica, noktalarin
(glinlik kapamig fiyatlarinin) x eksenine olan uzakliklar1 ise, o degiskenin
varyansinin bilyiikliigii ile dogrudan iliskilidir. Bilindigi gibi, Cauchy—Schwarz
esitsizligi geregi, ardisik degiskenlerin varyanslarinin yiiksekligi bunlar
arasindaki kovaryansin yliksek bir deger alabilmesini miimkiin kilmaktadir.
Burada sekilden de anlasildigi gibi, tiim ardisik kovaryans degerleri pozitiftir.
Fonksiyonda x ekseninden uzakliklar (yani belirli bir giin i¢in harmonik degeri)
varyanslarla ilgili oldugundan bu sekilden 6zellikle 55.inci giinlerden sonra,
Aralik aymin sonlarina dogru, fiyatlarin degiskenliginde bir artis oldugu ve
zaman noktalarindaki fiyatlarin ardigik olarak birbirleriyle pozitif korelasyonlu
olduklar1 gozlemlenebilmektedir. Sekil (6.7) de verilen ilgili kovaryans
ylizeyinin de, degisken sayis1 ve incelenen o6rnek birimi sayist arttik¢a birlikte
degisimi ve degiskenligi gostermesi giderek zorlasmaktadir ki, bu ¢aligmada

15
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bile iki sekil kiyaslandiginda ana bilesen fonksiyonu ¢ok daha rahatlikla
yorumlanabilmektedir. Tiim bunlara ilaveten ana bilegen fonksiyonu sistemdeki
toplam degiskenligin %99 u gibi ¢ok yiiksek bir degiskenlik agiklama giiciine
sahiptir.

Ana bilesen fonksiyonu incelendikten sonra oOzellikle ana bilesen
fonksiyonunun yorumlanmasinin giic oldugu bazi durumlarda alternatif
yardimc1 yontemler olarak kullanilan ortalama fonksiyonuna ana bilesen
fonksiyonlarinin bir ¢arpaninin eklenmesi ve ¢ikarilmasiin etkileri Sekil (6.9)
da ve ana bilesen skorlarinin dagilimi Sekil (6.10) da verilmektedir.

Birinci Ana bilesen Fonksiyonu (Degiskenlik Aciklama Yuzdesi %99)

T ¥ T T T T

Merkezlenmis Degiskenler icin Harmonikler

10 20 30 40 50 60
gunler

Sekil (6.9) : Ortalama Fonksiyon ile Ana Bilesen Fonksiyonunun
Karsilastirilmast

Sekil (6.9) daki + ve — noktalar ortalama fonksiyonuna ana bilesen
fonksiyonunun belirli bir sabitle ¢arpaninin eklenmesinin ve ¢ikarilmasinin
etkilerini gostermektedir. + ve — noktalar ortalama fonksiyonundan ne kadar
uzaksa, ortalamadan sapmalarin o kadar yiiksek oldugu bu grafik yardimiyla da
gozlemlenebilir. Ana bilesen fonksiyonuna benzer sekilde Sekil (6.9) dan da,
55.inci giinlerden itibaren sapma daha net bir bigimde goriilebilmektedir.
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Sekil (6.10): Ana Bilesen Skorlarinin Dagilim1

Ana Bilesen skorlariin incelenebilmesi igin, skor degerleri Tablo (6.2)
de verilmektedir. Ana bilesen skorlar1 6zellikle %99 varyans agiklayabilme
giicline sahip birinci bilesen agisindan incelendiginde, Sekil (6.10) dan,
oncelikle Tiiprag’in daha sonra Migros ve Denizbank’in birinci ana bilesen
iizerinde oldukea etkili oldugu, yiiksek bir temel bilesen skoru degeri tagidigi
goriilmektedir. Tiiprag, Migros ve Denizbank’in diger sirketlere oranla daha
uzak bir konumda yer almalarinin nedeni Sekil (6.2) de de goriilebildigi gibi
digerlerine oranla bu sirketlerin daha yiiksek birim fiyatlara sahip olmalaridir.
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Tablo (6.2): Ana Bilesen Skorlari

Sirketler Biripci Ana 1kir.10i Ana Sirketler Biripci Ana 1kir.10i Ana
Bilesen Bilesen Bilesen Bilesen
ARCLK 16.3222 2.5265 PETKM -9.8787 -0.5661
DYHOL -10.0785 -1.3209 SKBNK -10.6040 -1.7919
EREGL 13.5766 -4.7843 TOASO -13.1902 -2.1724
GARAN -12.9261 -0.4061 TCELL 4.8486 2.4699
ISCTR 4.6272 7.5545 VESTL -21.8127 -1.5059
MIGRS 742173 1.8471 AKBNK 13.2221 -1.5172
SAHOL -6.9899 -0.4167 DOHOL -21.7199 11.1780
THYAO -1.8544 -0.3634 HURGZ -19.5958 -1.3132
TUPRS 135.4085 -1.6921 KCHOL -10.0598 -1.1884
VAKBN 2.0644 0.4684 PTOFS -10.7793 -1.0754
DENIZ 64.0042 -0.0701 SISE -9.7724 -0.0950
DOAS 0.5420 0.7663 TSKB -28.5403 -0.6985
FINBN -5.6643 -0.4631 ULKER -20.1330 -0.4609
GSDHO -40.7791 -1.3850 YKBNK -30.4617 -0.7942
ISGYO -28.7721 -1.6422 FORTIS -15.2205 -1.0879

Daha sonra IMKB 30 da yer alan sirketlerden Garanti Bankasi ve

Sabanc1 Holding sirketlerinin hisse senetleri segilerek bu fonksiyonlar ve
bunlarin tiirev  fonksiyonlari
fonksiyonlarinin yoruma olan katkilar1 da gosterilmeye ¢alisilmistir. 11k olarak

Garanti Bankasi ele alinmustir.

fiyatlar

5.8

4.2

Ekim ay1 bazinda

1
10 12 14 16 18

gunler

Sekil (6.11): Garanti Bankast Ekim Ay Grafigi
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Sekil (6.12): Garanti Bankast Ekim Ay BirinciTiirev Fonksiyonu

Sirketin fiyatinin giinlere gdre ani degisim orani (tiirev) fonksiyonu
incelendiginde fiyatlardaki pozitif ya da negatif degisimin hizi daha rahat bir
sekilde goriilebilmektedir. Sekil (6.11)’de verilen Ekim ay1 grafigi ve Sekil
(6.12) ile verilen tiirev fonksiyonu karsilastirildiginda, orijinal fonksiyonda
12.ci giine kadar giigliikle secilebilen, ¢ok net gorillemeyen artis ve azaliglar
tirev fonksiyonun incelenmesiyle daha rahatlikla yakalanabilmektedir.

Ikinci olarak holdinglerden Sabanci Holding ele alinmustir. Sabanci
Holding’in fonksiyonundaki inis ve c¢ikiglar Garanti Bankasina oranla daha
belirgindir.
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Sekil (6.13) : Sabanci Holding Ekim Ay1 Grafigi
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Sekil (6.14) : Ekim Ay1 Birinci Tiirev Fonksiyonu
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Sekil (6.13) incelendiginde fonksiyondaki inis ve cikislar Garanti
Bankasina oranla daha kolaylikla goriilebilir durumdadir. Bununla birlikte,
tiirev fonksiyonunun incelenebilmesi bu inis ve cikislart ¢ok daha rahat
yakalanabilir hale getirmektedir. Omnegin 17. giin civarindaki inis,
fonksiyondan da goriilebilmesine karsin 15. giin civarindaki ani inis tiirev
fonksiyonunda daha net goriilebilmekte ve bu iki inigin boyutu x-eksenine gore
daha rahatlikla kiyaslanabilmektedir.

Son olarak Fonksiyonel Veri Analizinde Oonemli bir yere sahip olan
diizgiinlestirme parametresinin etkisi incelenmektedir. Simdiye kadar tiim
analizler Ulbrict’in (2004) yaklasimma gore yapilmistir. Diizgiinlestirme
parametresinin etkisinin goriilebilmesi amaci ile her bir 6rnek birimi ig¢in
fonksiyonlarin, ortalama fonksiyonunun ve birinci ana bilesen agirlik
fonksiyonlarinin ¢izimleri iki farkli diizgilinlestirme parametresi degeri icin
tekrarlanmistir. Bu galismada sirastyla A=1 ve A= 50 degerleri ele alinmustir.

20 8

Gl S - e = - R

fiyatlar

10 20 30 40 50 60
gunler

Sekil (6.15) : A=1 i¢in Piiriizli Ceza Yontemine Gore Olusturulan
Fonksiyonlar
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Birinci Ana bilesen Fonksiyonu (Degiskenlik Aciklama Yuzdesi %99)
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Sekil (6.16) : A=1 i¢in Birinci Ana Bilesen Fonksiyonu
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Sekil (6.17): A= 50 igin Piiriizli Ceza Yontemine Gore

Fonksiyonlar
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Birinci Ana bilesen Fonksiyonu (Degiskenlik Aciklama Yuzdesi %99)
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Sekil(6.18): A=50 i¢in Birinci Ana Bilesen Fonksiyonu

Yukarida subjektif belirlenen gesitli diizgiinlestirme parametreleri i¢in
ilgili fonksiyonlar incelendiginde ana bilesenlerin acgikladigi varyans
oranlarinda veya fonksiyonlarin genel seyrinde bir degisiklik olmadig1 ancak
diizgiinlestirme parametresinin yiiksek belirlenmesinin, bir diger deyisle
verilerin ¢ok fazla diizgiinlestirilmesinin, verilerin yorumlanmasinda bilgi
kaybina yol acabilecegi agik¢a goriilmektedir. A=50 ve hatta A=1 degerleri i¢in
bile artik fonksiyonlarda dnceden goriilen bazi kiigiik, hatta A=50 i¢in oldukca
onemli sayilabilecek, inis ¢ikiglar goriilememekte, kimi durumlarda ciddi bazi
bilgi kayiplart yasanabilmektedir. Buradan da onceden belirtildigi gibi,
diizgiinlestirme parametresinin belirlenmesinde, Ulbricht’in (2004) yaklagimi
veya Ramsay ve Li'nin (1998) calismasinda Onerdigi diizgiinlestirme
parametresi degerlerinin gorsel olarak uygun oldugu bir kez daha
goriilmektedir.

7. Sonug¢

Gittikge ilerleyen bilgisayar teknolojisindeki gelismeyle birlikte elde
edilen verilerin analizi igin klasik istatistiksel yontemlerin yetersiz kalmasi,
fonksiyonel veri analizinin diizensiz orneklenen fonksiyonlarla ve eksik
verilerle (missing data) ugrasilmasina imkan vermesi, interpolasyon ve
diizglinlestirme ile olusturulan orijinal fonksiyonlarin arzu edilen dereceden
tirevlerinin de incelenebilmesi gibi gorsel olarak da c¢ogu konuda
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arastirmacilara yardimcr olmasi ve bu agidan veri analizine yeni bir bakis agisi
getirmesi Fonksiyonel Veri Analizinin dneminin artmasina sebep olmustur.
Fonksiyonel Veri Analizinde 6zellikle Ana Bilesenler Analizinde esas olan
gorselliktir.  Fonksiyonel Ana Bilesenler Analizi ve Diizgiinlestirilmis
Fonksiyonel Ana Bilesenler Analizi ile Klasik Ana Bilesenler Analizi
karsilastirldiginda, Klasik Ana Bilesenler Analizinin veri yapisi nedeniyle
uygulanmasinin uygun olmadig1r durumlar haricinde aralarindaki temel fark
fonksiyonlar, ana bilesen fonksiyonlari, ortalama fonksiyonu, kovaryans
ylizeyleri ve fonksiyonlarin tiirevlerinin gorsel olarak da incelenebilmesini
olanakli hale getirmesi ve bir ¢gok gdriinmeyeni ortaya ¢ikarmadaki yetenegidir.

Yapilan uygulama ile ise, ortalama fonksiyonunun IMKB 30 endeksine
bir alternatif olabilecegi gosterilmistir. Tiirev fonksiyonlarinin incelenmesi ile
fonksiyonlarda gozlenmesi oldukca gii¢ olan ¢ok kiigiik inis ¢ikiglarin bile
rahatlikla yakalanabildigi, tiirevlerin negatif ve pozitif oldugu bolgeler ile tiirev
fonksiyonunun sifir degerini aldigr maksimum, minimum noktalar rahatlikla
gozlemlenebilmektedir. Ayrica kapanis fiyatlarinin ana bilesen fonksiyonlarinin
incelenmesi sayesinde fonksiyonlarin goriiniimiinden ve kovaryans yiizeyinden
ortaya ¢ikarilmasi olduk¢a gii¢ olan zaman noktalar1 arasindaki degisim ortaya
konulmus ve bunun altindaki teorik yap: da belirtilmistir. IMKB 30 daki tiim
sirketler dikkate alindiginda birinci ana bilesen fonksiyonundan 6zellikle 55.inci
glinlerden sonra fiyatlarin degiskenliginde bir artis oldugu ve zaman
noktalarindaki hisse senedi kapanis fiyatlarmin ardisik olarak birbirleriyle
pozitif korelasyonlu bulundugu gézlemlenebilmektedir.

ABSTRACT
REGULARIZED FUNCTIONAL PRINCIPAL COMPONENT ANALYSIS AND
AN APPLICATION ON THE SHARE PRICES OF THE COMPANIES
BELONGING TO THE ISE-30 INDEX

The objective of the Functional Data Analysis techniques is to study
such type of data which consist of observed functions or curves evaluated at a
finite subset of some real interval. Techniques in Functional Data Analysis can
be used to study the variation in a random sample of real functions, xi(t), i=1, 2,
..., N and their derivatives. In practice, these functions are often a consequence
of a preliminary smoothing process applied to discrete data and in this work,
Spline Smoothing Methods are used. As the number of functions and the
number of observation points increases, it would be difficult to handle the
functions  altogether. In order to overcome this complexity, we utilize
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Functional and Regularized Functional Principal Component Analyses where a
high percentage of total variation could be accounted for with only a few
component functions. Finally, an application on the daily closing data for the
share prices of the companies belonging to the ISE-30 index is also given.

Keywords: Functional Data Analysis, Smoothing, Cubic Spline,
Roughness Penalty Approach.
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